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求解隐式互补问题的模系矩阵分裂迭代方法
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摘要:提出一种新的模系矩阵分裂迭代法求解隐式互补问题ꎬ该方法不依赖于初始向量的选择ꎬ且在每一迭代步中只需求解

一个线性方程组ꎮ 特别地ꎬ当系统矩阵是 Ｈ＋ ￣矩阵时ꎬ 给出算法全局收敛的充分条件ꎮ 数值实验表明所提出的新方法相比于

现有的方法具有更好的数值性能ꎮ
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０　 引言

互补问题在经济学和工程领域中有着广泛的应用ꎬ如:空间价格均衡、接触力学问题和断裂力学问题

等[１￣３]ꎮ 本文考虑如下隐式互补问题( ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍꎬ ＩＣＰ):寻求 ｚ∈Ｒｎꎬ使得

ｗ:＝Ａｚ＋ｑ∈Ｒｎ
＋ꎬ　 ｇ(ｚ):＝ ｚ－φ(ｚ)∈Ｒｎ

＋ꎬ　 ｗＴｇ(ｚ)＝ ０ꎬ (１)
其中ꎬＡ∈Ｒｎ×ｎꎬ ｑ∈Ｒｎ是一个给定的 ｎ 维实向量ꎬφ:Ｒｎ→Ｒｎ 是一个已知的映射ꎮ

当 φ(ｚ)＝ ０ 时ꎬ隐式互补问题(１)退化为线性互补问题( ｌｉｎｅａｒ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｉｔｙ ｐｒｏｂｌｅｍꎬ ＬＣＰ)ꎮ 为了更

灵活实用地求解线性互补问题ꎬＢａｉ[４]提出了一类基于模系矩阵分裂迭代方法ꎬ由于该方法具有结构简单ꎬ收
敛速度快的优点ꎬ因此已开发出其它版本来求解线性互补问题[５￣１６]ꎮ

近年来ꎬ模系矩阵分裂迭代法已被推广到求隐式互补问题(１)的数值解ꎮ 例如ꎬＨｏｎｇ 等在文献[１７]中
将模系矩阵分裂迭代法推广用于求解隐式互补问题(１)ꎬ通过将隐式互补问题表述为等价不动点方程ꎬ进而
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构造有效的基于模系矩阵分裂迭代法(简记为 ＭＭＳ)ꎮ 文献[１７]的数值结果表明ꎬ对某些隐式互补问题ꎬ
ＭＭＳ 迭代法比投影不动点迭代法以及牛顿法具有更好的性能ꎮ 在此基础上ꎬ文献[１８]设计了一类基于模

系矩阵同步多分裂迭代方法来求解隐式互补问题(１)ꎬ并给出了该方法收敛的充分条件ꎮ 此外ꎬ为了解决文

献[１７]中对初始向量的约束问题ꎬＺｈｅｎｇ 等[１９]提出了一种新的方法来解决隐式互补问题(１)ꎬ从而提高了文

献[１７]中提出的 ＭＭＳ 迭代法的收敛速度ꎮ 此外ꎬＣａｏ 等在文献[１７]的基础上ꎬ建立了一种求解不动点非线

性方程的两步迭代方法ꎬ该方法在数值实验中比原来的模分裂方法更有优势ꎮ 关于求解隐式互补问题(１)
的数值算法ꎬ可参考文献[１７￣２８]ꎮ
　 　 基于近年来模系矩阵迭代方法的研究ꎬ本文提出一种新的求解隐式互补问题(１)的迭代方法ꎬ该方法不

依赖于初始向量的选择ꎬ且在每一迭代步只需求解一个线性方程组ꎮ 进一步ꎬ讨论了当系统矩阵是 Ｈ＋矩阵

时ꎬ所提算法的收敛性ꎮ

１　 新的模系矩阵分裂迭代法

下面先介绍一些文中需要用到的记号和定义ꎮ
设 Ａ＝(ａｉｊ)∈Ｒｎ×ｎꎬ Ｂ＝(ｂｉｊ)∈Ｒｎ×ｎꎬ如果对任意的 １≤ｉ≤ｎꎬ １≤ｊ≤ｎꎬ有 ａｉｊ≥ｂｉｊ(ａｉｊ>ｂｉｊ)ꎬ记为 Ａ≥Ｂ(Ａ>Ｂ)ꎮ

符号 Ｉ 和 ｅ 分别表示适当维数的单位矩阵和元素都等于 １ 的列向量ꎮ 记 ｜ Ａ ｜ ＝ ( ｜ ａｉｊ ｜ )和‖Ａ‖为矩阵 Ａ ＝
(ａｉｊ)的绝对值矩阵和 ２￣范数ꎮ 符号 ρ(Ａ)表示 Ａ 的谱半径ꎮ 记 Ａ＝ＤＡ－ＬＡ－ＵＡ ＝ＤＡ－ＢＡꎬ其中 ＤＡ ＝ ｄｉａｇ(Ａ)
为 Ａ 的对角部分、－ＬＡ、－ＵＡ 和 ＢＡ 分别表示 Ａ 的严格下三角部分ꎬ上三角部分和非对角部分ꎮ

设 Ａ＝(ａｉｊ)ꎬＺ￣矩阵、Ｍ￣矩阵、Ｈ￣矩阵、比较矩阵、Ｈ＋ ￣矩阵、严格对角占优矩阵的定义如下:
(１) 如果对于 ｉ≠ｊꎬ有 ａｉｊ≤０ꎬ则称 Ａ 为 Ｚ￣矩阵ꎻ
(２) 如果 Ａ 是 Ｚ￣矩阵且 Ａ－１≥０ꎬ则称 Ａ 为非奇异 Ｍ￣矩阵ꎻ
(３) 如果 Ａ 的比较矩阵‹Ａ›是一个非奇异的 Ｍ￣矩阵ꎬ其中 Ａ 的比较矩阵‹Ａ› ＝‹ａｉｊ›定义如下:

‹ａｉｊ› ＝
｜ ａｉｉ ｜ ꎬ　 若 ｉ＝ ｊꎬ
－ ｜ ａｉｊ ｜ ꎬ 若 ｉ≠ｊꎬ{

则称 Ａ 为 Ｈ￣矩阵ꎻ
(４) 如果 Ａ 是 Ｈ￣矩阵且 Ａ 的对角元素均为正数ꎬ则称 Ａ 为 Ｈ＋ ￣矩阵ꎻ

(５) 如果对于任意的 ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ有 ｜ ａｉｉ ｜ >∑
ｊ≠ｉ

｜ ａｉｊ ｜ ꎬ则称 Ａ 为严格对角占有矩阵ꎮ

设 Ａ＝Ｍ－Ｎꎬ关于分裂有如下定义:
(ａ) 如果 Ｍ 是非奇异的矩阵ꎬ则称矩阵分裂 Ａ＝Ｍ－Ｎ 是 Ａ 的分裂ꎻ
(ｂ) 如果 Ｍ 是一个 Ｍ￣矩阵且 Ｎ 是非奇异的ꎬ则称矩阵分裂 Ａ＝Ｍ－Ｎ 是 Ｍ￣分裂ꎻ
(ｃ) 如果‹Ｍ›－ ｜Ｎ ｜是 Ｍ￣矩阵ꎬ则称矩阵分裂 Ａ＝Ｍ－Ｎ 是 Ｈ￣分裂ꎻ
(ｄ) 如果‹Ａ› ＝‹Ｍ›－ ｜Ｎ ｜ ꎬ则称矩阵分裂 Ａ＝Ｍ－Ｎ 是 Ｈ￣相容分裂ꎮ
针对隐式互补问题(１)ꎬ文献[１７]提出了如下模系矩阵分裂迭代方法(ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｍｏｄｕｌｕｓ￣ｂａｓｅｄ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ

ｍｅｔｈｏｄꎬ ＭＭＳ):设 Ａ＝Ｍ－Ｎ 是一个 Ｍ￣分裂ꎬΩ 是一个正对角矩阵ꎮ 给定

ｚ(０)∈Ｖ:＝{ｖ ｜ ｖ－φ(ｖ)≥０ꎬ Ａｖ＋ｑ≥０}ꎬ
对于迭代步 ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ计算

ｘ(ｋ)＝ ｈ
２

(ｚ(ｋ) －Ω－１ｗ(ｋ) －φ(ｚ(ｋ)))ꎬ

(Ω＋Ｍ)ｘ(ｋ＋１)＝ Ｎｘ(ｋ) ＋(Ω－Ａ) ｜ ｘ(ｋ) ｜ －ｈＡφ(ｚ(ｋ))－ｈｑꎬ

ｚ(ｋ＋１)＝ １
ｈ

( ｜ ｘ(ｋ＋１) ｜ ＋ｘ(ｋ＋１))＋φ(ｚ(ｋ))ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(２)

上述迭代过程一直循环到‖(Ａｚ(ｋ＋１) ＋ｑ) Ｔ(ｚ(ｋ＋１) －φ(ｚ(ｋ＋１))‖<εꎬ其中 ０<ε≪１ꎮ 从文献[１７]给出的数值结果

可以看出ꎬ在求解隐式互补问题(１)时ꎬＭＭＳ 迭代法比投影不动点迭代法以及牛顿法具有更好的性能ꎮ
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下面先给出一个重要的假设条件ꎮ

假设 １　 假设映射 φ:Ｒｎ→Ｒｎ 满足:对任意的 ｕꎬｖ∈Ｒｎꎬ存在一个非负矩阵 Ψ∈Ｒｎ×ｎꎬ使得

｜φ(ｕ)－φ(ｖ) ｜≤Ψ ｜ｕ－ｖ ｜ ꎮ
当系统矩阵 Ａ 是一个 Ｈ＋ ￣矩阵且映射 φ 满足假设 １ 时ꎬ文献[１７]给出了如下理论结果ꎮ
定理 １[１７] 　 设 Ａ∈Ｒｎ×ｎ是一个 Ｈ＋ ￣矩阵ꎬ且 Ａ＝Ｍ－Ｎ 是矩阵 Ａ 的 Ｈ￣相容分裂ꎬ即‹Ａ› ＝ ‹Ｍ› － ｜Ｎ ｜ ꎮ 假

设 Ω 是一个正对角矩阵ꎬｈ 是一个正常数ꎮ 记

λ＝ ρ(Ψ)ꎬ　 Ψ１ ＝(Ω＋‹Ｍ›) －１( ｜Ω－Ｍ ｜ ＋２ ｜Ｎ ｜ )ꎬ　 Ψ２ ＝(Ω＋‹Ｍ›) －１ ｜Ａ ｜ ꎬ
如果参数 λ、ρ(Ψ１)和 ρ(Ψ２)满足

１＋
２ρ(Ψ２)
１－ρ(Ψ１)

æ

è
ç

ö

ø
÷ λ<１ꎬ

则对于任何初始向量 ｚ(０)∈Ｖꎬ由方法(２)生成的序列{ｚ(ｋ)}∞
ｋ＝０收敛到问题(１)的唯一解ꎮ

注意到对于迭代方法(２)ꎬ由于初始向量 ｚ(０)∈Ｖꎬ对于大规模问题可能不容易找到ꎮ 于是ꎬ文献[１９]提
出了一种改进的基于模系矩阵分裂迭代法来求解隐式互补问题(１)ꎬ具体方法如下:设 Ａ ＝Ｍ－Ｎ 是一个 Ｍ￣
分裂ꎬΩ 是一个正对角矩阵ꎮ 给定ｘ(０)∈Ｒｎꎬ对于 ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ计算

Ａｚ(ｋ)＝ １
ｈ
Ω( ｜ ｘ(ｋ) ｜ －ｘ(ｋ))－ｑꎬ

(Ω＋Ｍ)ｘ(ｋ＋１)＝ Ｎｘ(ｋ) ＋(Ω－Ａ) ｜ ｘ(ｋ) ｜ －ｈＡφ(ｚ(ｋ))－ｈｑꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(３)

上述迭代过程一直循环到‖ｍｉｎ{Ａｚ(ｋ) ＋ｑꎬ ｚ(ｋ) －φ( ｚ(ｋ) )}‖<εꎬ其中 ０<ε≪１ꎮ 当系统矩阵 Ａ 是一个 Ｈ＋ ￣矩
阵ꎬ且映射 φ 满足假设 １ 时ꎬ文献[１９]得到了如下结果ꎮ

定理 ２[１９] 　 设 Ω 是一个正对角矩阵ꎬＡ∈Ｒｎ×ｎ是一个 Ｈ＋ ￣矩阵ꎬＡ＝Ｍ－Ｎ 是矩阵 Ａ 的一个 Ｈ￣分裂ꎬκ１ꎬκ２

由下式给出:
‖｜ＤＡΨ(ｋ)Ａ－１ ｜ －ＤＡΨ(ｋ)Ａ－１＋２ ｜ＢＡΨ(ｋ)Ａ－１ ｜‖∞ ≤κ１ꎬ
‖｜ＤＡΨ(ｋ)Ａ－１ ｜ ＋ＤＡΨ(ｋ)Ａ－１＋２ ｜ＢＡΨ(ｋ)Ａ－１ ｜‖∞ ≤κ２ꎮ

{
且满足 κ１ꎬκ２<２ꎮ 那么ꎬΩ＋Ｍ 是一个 Ｈ￣矩阵ꎬ并且存在一个正对角矩阵 Ｄ 使得(Ω＋‹Ｍ›)Ｄ 是一个严格对

角占优矩阵ꎮ 进一步ꎬ设 Ψ由假设 １ 给出ꎬ且满足 ｜ ＤＡΨＡ－１ ｜ <Ｉꎬ则对任意给定的 ｘ(０) ∈Ｒｎꎬ方法(３)生成的

{ｚ(ｋ)}∞
ｋ＝０收敛于隐式互补问题的精确解 ｚ∗∈Ｒｎꎬ当且仅当下面两种情况成立:

(１) (‹Ａ›＋‹Ｍ›－ ｜Ｎ ｜ －κ１ＤＡ)Ｄｅ>０ꎬ

ＤＡＤｅ≤ΩＤｅ< １
κ１

(‹Ａ›＋‹Ｍ›－ ｜Ｎ ｜ )Ｄｅꎻ

(２)[(２－κ２)ＤＡ－ ｜Ａ ｜ ＋‹Ｍ›－ ｜Ｎ ｜ ]Ｄｅ>０ꎬ
１

２－κ２
(‹Ａ›＋‹Ｍ›－ ｜Ｎ ｜ )Ｄｅ<ΩＤｅ<ＤＡＤｅꎮ

显然ꎬ迭代方法(３)对初始向量 ｘ(０)没有约束ꎬ它优于方法(２)ꎮ 但是ꎬ当系统矩阵 Ａ 较大且密集时ꎬ在
每个迭代步骤ꎬ它需要求解系数矩阵为 Ａ 和 Ω＋Ｍ 的两个线性方程ꎬ即使用 ＬＵ 分解或 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间方法ꎬ
求解线性系统的成本仍然很高ꎮ

基于方法(２)和(３)ꎬ本文构造一种新的基于模系矩阵分裂迭代方法来求解隐式互补问题(１)ꎬ该方法

基于新的等效线性不动点方程ꎬ在每个迭代步骤只需求解一个系数为矩阵 Ｍ 的线性方程组ꎮ
设 ｈ 为正常数ꎬΩ 为正对角矩阵ꎮ 对于任意的 ｘ∈Ｒｎꎬ假设:

Ａｚ＋ｑ＝ １
ｈ
Ω( ｜ ｘ ｜ －ｘ)ꎬ

ｚ－φ(ｚ)＝ １
ｈ

( ｜ ｘ ｜ ＋ｘ)ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(４)

则有 ｗ＝Ａｚ＋ｑ≥０ꎬ ｇ(ｚ)＝ ｚ－φ(ｚ)≥０ 和 ｇ(ｚ) Ｔｗ＝ ０ꎮ 通过式(４)得到关于 ｘ 的更新方程ꎬ即



　 ５８　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

ｘ＝ ｈ
２

[ｚ－φ(ｚ)－Ω－１(Ａｚ＋ｑ)]ꎮ (５)

基于式(４)、(５)ꎬ本文提出如下一种新的模系矩阵迭代方法来求解隐式互补问题(１)ꎬ简称为 ＮＭＭＳ 算

法ꎬ具体见算法 １ꎮ
算法 １ (求解隐式互补问题(１)的 ＮＭＭＳ 算法)
步骤 １　 给定 ０<ε≪１ꎬ ｈ>０ꎬ ｚ(０)∈Ｒｎꎮ 设 Ａ＝Ｍ－Ｎ 是矩阵 Ａ 的一个分裂ꎬΩ 是正对角矩阵ꎮ 置 ｋ:＝ ０ꎮ
步骤 ２　 计算 ｘ(ｋ)

ｘ(ｋ)＝ ｈ
２

[ｚ(ｋ) －φ(ｚ(ｋ))－Ω－１(Ａｚ(ｋ) ＋ｑ)]ꎮ (６)

步骤 ３　 通过求解下列线性方程来计算 ｚ(ｋ＋１):

Ｍｚ(ｋ＋１)＝ Ｎｚ(ｋ) ＋ １
ｈ
Ω( ｜ ｘ(ｋ) ｜ －ｘ(ｋ))－ｑꎮ (７)

步骤 ４　 如果‖ｍｉｎ{Ａｚ(ｋ＋１) ＋ｑꎬ ｚ(ｋ＋１) －φ(ｚ(ｋ＋１))}‖<εꎬ停止ꎻ否则ꎬ置 ｋ:＝ ｋ＋１ꎬ返回步骤 ２ꎮ
算法 １ 提供了求解隐式互补问题(１)的一般框架ꎬ其可以推导出一系列新的迭代方法ꎬ例如:令

Ｍ＝ １
α

(ＤＡ－βＬＡ)ꎬ　 Ｎ＝ １
α

[(１－α)ＤＡ＋(α－β)ＬＡ＋αＵＡ]ꎮ

(１) 当 α＝ １ꎬ β＝ ０ 时ꎬ称算法 １ 为新的模系 Ｊａｃｏｂｉ 迭代方法ꎬ记作 Ｎｅｗ￣ＭＪꎻ
(２) 当 α＝β＝ １ 时ꎬ称算法 １ 为新的模系 Ｇａｕｓｓ￣Ｓｅｉｄｅｌ 迭代方法ꎬ记作 Ｎｅｗ￣ＭＧＳꎻ
(３) 当 α＝β 时ꎬ称算法 １ 为新的模系 ＳＯＲ 迭代方法ꎬ记作 Ｎｅｗ￣ＭＳＯＲꎮ

２　 收敛性分析

本章研究算法 １ 收敛的充分性条件ꎮ
设向量对(ｚ∗ꎬｘ∗)是非线性方程(４)的精确解ꎬ即

ｘ∗ ＝ ｈ
２

[ｚ∗－φ(ｚ∗)－Ω－１(Ａｚ∗＋ｑ)]ꎬ

Ｍｚ∗ ＝Ｎｚ∗＋ １
ｈ
Ω( ｜ ｘ∗ ｜ －ｘ∗)－ｑꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(８)

将式(４)减去式(８)ꎬ可得

ｘ(ｋ) －ｘ∗ ＝ ｈ
２

[ｚ(ｋ) －φ(ｚ(ｋ))－ｚ∗＋φ(ｚ∗)－Ω－１Ａ(ｚ(ｋ) －ｚ∗)]ꎬ

Ｍ(ｚ(ｋ＋１) －ｚ∗)＝ Ｎ(ｚ(ｋ) －ｚ∗)＋ １
ｈ
Ω( ｜ ｘ(ｋ) ｜ －ｘ(ｋ) － ｜ ｘ∗ ｜ ＋ｘ∗)ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(９)

基于式(９)ꎬ本文建立如下关于算法 １ 的收敛性定理ꎮ
定理 ３　 设 Ａ＝Ｍ－Ｎ 是矩阵 Ａ 的一个分裂ꎬΩ∈Ｒｎ×ｎ是一个正对角矩阵ꎬ映射 φ 满足假设 １ꎬ其中 Ψ 是

一个非负矩阵ꎬ记
Ｌ＝ ｜Ｍ－１ ｜􀅰( ｜Ｎ ｜ ＋ ｜Ω－Ａ ｜ ＋ΩΨ)ꎮ

如果 ρ(Ｌ)<１ꎬ则对任意 ｚ(０)∈Ｒｎꎬ由算法 １ 产生的序列{ｚ(ｋ)}∞
ｋ＝０收敛于隐式互补问题(１)的解ꎮ

证明　 由式(９)ꎬ可得

｜ ｘ(ｋ) －ｘ∗ ｜ ＝ ｈ
２

｜ (Ｉ－Ω－１Ａ)(ｚ(ｋ) －ｚ∗)－(φ(ｚ(ｋ))－φ(ｚ∗)) ｜

≤ ｈ
２

[ ｜ Ｉ－Ω－１Ａ ｜􀅰｜ ｚ(ｋ) －ｚ(∗) ｜ ＋Ψ ｜ ｚ(ｋ) －ｚ∗ ｜ ]

＝ ｈ
２

( ｜ Ｉ－Ω－１Ａ ｜ ＋Ψ)􀅰｜ ｚ(ｋ) －ｚ∗ ｜ ꎮ (１０)
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对任意的 ｕꎬ ｖ∈Ｒｎꎬ有 ｜ｕ ｜ － ｜ ｖ ｜ ≤ ｜ｕ－ｖ ｜ ꎬ根据式(９)ꎬ有

｜ ｚ(ｋ＋１) －ｚ∗ ｜ ＝ Ｍ－１ Ｎ(ｚ(ｋ) －ｚ∗)＋ １
ｈ
Ω( ｜ ｘ(ｋ) ｜ －ｘ(ｋ) － ｜ ｘ∗ ｜ ＋ｘ∗)é

ë
êê

ù

û
úú

≤｜Ｍ－１ ｜􀅰 ｜Ｎ ｜ ｜ ｚ(ｋ) －ｚ∗ ｜ ＋ ２
ｈ
Ω􀅰｜ ｘ(ｋ) －ｘ∗ ｜æ

è
ç

ö

ø
÷

≤｜Ｍ－１ ｜􀅰[ ｜Ｎ ｜ ＋Ω( ｜ Ｉ－Ω－１Ａ ｜ ＋Ψ)]􀅰｜ ｚ(ｋ) －ｚ∗ ｜
＝ ｜Ｍ－１ ｜􀅰( ｜Ｎ ｜ ＋ ｜Ω－Ａ ｜ ＋ΩΨ)􀅰｜ ｚ(ｋ) －ｚ∗ ｜ :＝Ｌ ｜ ｚ(ｋ) －ｚ∗ ｜ ꎮ

因此ꎬ如果 ρ(Ｌ)<１ꎬ得出 ｜ ｚ(ｋ＋１) －ｚ∗ ｜ < ｜ ｚ(ｋ) －ｚ∗ ｜ ꎬ从而有 ｌｉｍ
ｋ→＋∞

‖ｚ(ｋ) －ｚ∗‖＝０ꎮ 证毕ꎮ

下面先给出一些证明所需的引理ꎮ
引理 １[２９] 　 设 Ａ∈Ｒｎ×ｎ是一个 Ｈ￣矩阵ꎬ那么 ｜Ａ－１ ｜≤‹Ａ› －１ꎮ
引理 ２[３０] 　 设 Ａ∈Ｒｎ×ｎ是一个非负矩阵ꎬ如果存在两个非负常数 αꎬ β∈Ｒ 和一个正向量 ｖ∈Ｒｎ有 αｖ≤

Ａｖ≤βｖꎬ则 α≤ρ(Ａ)≤βꎮ 特别地ꎬ如果 αｖ<Ａｖ<βｖꎬ则 α< ρ(Ａ)<βꎮ
接下来讨论当系数矩阵 Ａ 是一个 Ｈ＋ ￣矩阵时ꎬ算法 １ 的收敛性ꎮ
定理 ４　 设 Ａ∈Ｒｎ×ｎ是一个 Ｈ＋ ￣矩阵ꎬＡ ＝Ｍ－Ｎ 是矩阵 Ａ 的 Ｈ￣相容分裂ꎬΩ ＝ ｄｉａｇ(ω１１ꎬω２２ꎬ􀆺ꎬωｎｎ)∈

Ｒｎ×ｎ是一个正对角矩阵ꎬ并且有
(Ｉ－Ψ)ｅ>０ꎬ　 ２ ｜ＢＡ ｜ ｅ<ＤＡ(Ｉ－Ψ)ｅꎮ

以及

２[ ｜ＢＡ ｜ ｅ] ｉ

[(Ｉ－Ψ)ｅ] ｉ
<ωｉｉ<

２[‹Ａ›ｅ] ｉ

[(Ｉ＋Ψ)ｅ] ｉ
ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ

那么对任意的初始向量 ｚ(０)∈Ｒｎꎬ由算法 １ 产生的序列{ｚ(ｋ)} ＋∞
ｋ＝０⊆Ｒｎ收敛于隐式互补问题(１)的一个解ꎮ

证明　 因为 Ａ∈Ｒｎ×ｎ是一个 Ｈ＋ ￣矩阵ꎬＡ ＝Ｍ－Ｎ 是矩阵 Ａ 的 Ｈ￣相容分裂ꎬ故有‹Ａ› ＝ ‹Ｍ› － ｜Ｎ ｜是一个

Ｍ￣矩阵ꎮ 因此ꎬＭ 是一个 Ｈ￣矩阵ꎮ 由引理 １ 可得 ｜Ｍ－１ ｜≤‹Ｍ› －１ꎮ 注意到

Ｌ ＝ ｜Ｍ－１ ｜􀅰( ｜Ｎ ｜ ＋ ｜Ω－Ａ ｜ ＋ΩΨ)
≤‹Ｍ› －１􀅰( ｜Ｎ ｜ ＋ ｜Ω－Ａ ｜ ＋ΩΨ)
＝ ‹Ｍ› －１􀅰(‹Ｍ›－‹Ａ›＋ ｜Ω－Ａ ｜ ＋ΩΨ)
＝ Ｉ－‹Ｍ› －１􀅰(‹Ａ›－ ｜Ω－Ａ ｜ －ΩΨ)
:＝ Ｉ－‹Ｍ› －１Ｊꎬ (１１)

其中 Ｊ＝‹Ａ›－ ｜Ω－Ａ ｜ －ΩΨꎮ 如果 Ｊｅ>０ꎬ意味着

Ｌｅ≤ｅ－‹Ｍ› －１Ｊｅ<ｅꎮ
从而根据引理 ２ꎬ可以得出 ρ(Ｌ)<１ꎮ

下面考虑条件 Ｊｅ>０ꎮ 假设 Ａ＝ＤＡ－ＬＡ－ＵＡ ＝ＤＡ－ＢＡꎬ Ω＝ｄｉａｇ(ω１１ꎬω２２ꎬ􀆺ꎬωｎｎ)ꎬΨ＝(Ψｉｊ)ꎬ有

(Ｊｅ) ｉ ＝ａｉｉ－∑
ｊ≠ｉ

｜ ａｉｊ ｜ － ｜ωｉｉ－ａｉｉ ｜ －∑
ｊ≠ｉ

｜ ａｉｊ ｜ －ωｉｉ (∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ )ꎮ

情形 １　 当 ωｉｉ≥ａｉｉ时ꎬ有

(Ｊｅ) ｉ ＝ ２ (ａｉｉ－∑
ｊ≠ｉ

｜ ａｉｊ ｜ ) －ωｉｉ (１＋∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ ) >０ꎬ

可以得出

ａｉｉ≤ωｉｉ<
２ (ａｉｉ －∑

ｊ≠ｉ
｜ ａｉｊ ｜ )

１＋∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ

(１２)

和

ａｉｉ<
２ (ａｉｉ －∑

ｊ≠ｉ
｜ ａｉｊ ｜ )

１＋∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ

(１３)
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式(１３)成立当且仅当如下条件成立:

２∑
ｊ≠ｉ

｜ ａｉｊ ｜ <ａｉｉ (１－∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ )ꎬ　 １－ ∑

ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ>０ꎮ (１４)

情形 ２　 当 ωｉｉ<ａｉｉ时ꎬ有

(Ｊｅ) ｉ ＝－ ２∑
ｊ≠ｉ

｜ ａｉｊ ｜ ＋ωｉｉ (１－ ∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ ) >０ꎬ

可以得出

１－∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ>０ꎬ　 ωｉｉ>

２∑
ｊ≠ｉ

｜ ａｉｊ ｜

１－∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ

(１５)

和

２∑
ｊ≠ｉ

｜ ａｉｊ ｜

１－∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ

<ａｉｉꎮ (１６)

根据式(１２)、式(１４)、式(１５)和式(１６)ꎬ如果条件

１－ ∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ>０ꎬ　 ２∑

ｊ≠ｉ
｜ ａｉｊ ｜ <ａｉｉ (１－ ∑

ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ )ꎬ

２∑
ｊ≠ｉ

｜ ａｉｊ ｜

１－∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ

<ωｉｉ<
２(ａｉｉ －∑

ｊ≠ｉ
｜ ａｉｊ ｜ )

１＋∑
ｎ

ｊ ＝１
Ψｉｊ

ꎬ

成立ꎬ则可以得到 ρ(Ｌ)<１ꎮ 证毕ꎮ
值得注意的是ꎬ当系统矩阵 Ａ 是 Ｈ＋ ￣矩阵时ꎬ定理 １、定理 ２ 以及定理 ４ 分别为迭代格式(２)、迭代格式

(３)以及算法 １ 提供了收敛的充分条件ꎮ 然而ꎬ定理 ４ 的条件较容易验证ꎮ

３　 数值实验

本章将给出一些数值例子来验证算法 １ 的有效性ꎮ 主要是将本文提出的算法(Ｎｅｗ￣ＭＪ、Ｎｅｗ￣ＭＧＳ、
Ｎｅｗ￣ＭＳＯＲ)与修正的 ＭＭＳ 算法(３)(ＭＪ、ＭＧＳ、ＭＳＯＲ)从以下三方面进行对比:迭代步数( ＩＴ)、迭代时间

(ＣＰＵ)和残差向量范数(ＲＥＳ)ꎮ 所有的计算都是在 Ｉｎｔｅｌ(Ｒ)Ｃｏｒｅ(ＴＭ)上运行的ꎬ其中 ＣＰＵ 为 ２.３０ ＧＨｚꎬ内
存为 １６.００ ＧＢꎬ编程软件为 ＭＡＴＬＡＢꎮ 当迭代次数大于 １ ０００ 或残余向量满足 ＲＥＳ(ｋ)≤１０－６ꎬ测试方法停

止ꎮ 本章数值实验定义残差向量范数如下:
ＲＥＳ(ｋ):＝‖ｍｉｎ{ｚ(ｋ) －φ(ｚ(ｋ))ꎬＡｚ(ｋ) ＋ｑ}‖ꎮ

在下面的数值实验中ꎬ选择正对角矩阵 Ω 为 Ω＝ωＤＡ(ω>０)ꎬ其中 ＤＡ 是矩阵 Ａ 的正对角部分ꎬ实验中取初

始向量为零和 ｈ＝ １ꎮ
例 １　 设 ｍ 为给定的正整数且 ｎ＝ｍ２ꎮ 考虑隐式互补问题(１)ꎬ

Ａ＝

Ｓ －０.５Ｉｍ
－１.５Ｉｍ Ｓ －０.５Ｉｍ

⋱ ⋱ ⋱
－１.５Ｉｍ Ｓ －０.５Ｉｍ

－１.５Ｉｍ Ｓ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

∈Ｒｎ×ｎꎬ　 ｑ＝

－１
１
⋮

(－１) ｎ－１

(－１) ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

∈Ｒｎꎬ

其中 Ｓ＝ ｔｒｉｄｉａｇ(－１.５ꎬ４＋μꎬ－０.５)∈Ｒｓ×ｓ (μ≥０)ꎮ 随着不同的 ｎ 和 φ( ｚ)ꎬ本实验所有算法都收敛ꎮ 映射

φ:Ｒｎ→Ｒｎ设为以下几种情况:(１) φ(ｚ)＝ ０.７ ｜ ｚ ｜ ꎻ (２) φ( ｚ)＝ ０.９ ｜ ｚ ｜ ꎻ (３) φ( ｚ)＝ ０.７ ｓｉｎ( ｚ)ꎻ (４) φ( ｚ)＝
０.９ ｓｉｎ(ｚ)ꎮ 具体数值结果见表 １—４ꎮ
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表 １　 例 １ 的数值结果(μ＝ ４ꎬ φ(ｚ)＝ ０.７ ｜ ｚ ｜ )
Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ １ ｗｉｔｈ μ＝ ４ ａｎｄ φ(ｚ)＝ ０.７ ｜ ｚ ｜

Ω 方法
ｍ＝ ６０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １００

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １４０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １８０

ＩＴ ＣＰＵ
ＭＪ ４１ ０.４５０ ９ ４２ １.７１６ ４ ４３ ３.２０３ ３ ４４ ６.２５１ ５

ＤＡ

ＭＧＳ ３７ ０.４５０ ２ ３９ １.３７３ ４ ４０ ３.２４１ ０ ４０ ５.２２２ ２
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.００１ ６ １１ ０.００６ ４ １１ ０.０１２ ３ １１ ０.０２０ ３
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ ３１ ０.００６ ３ ３２ ０.０２１ １ ３２ ０.０３８ ５ ３３ ０.０６６ ９

ＭＪ ３０ ０.３６２ ０ ３１ １.０６７ ９ ３２ ３.２１３ ５ ３３ ５.５１５ ２

２ＤＡ

ＭＧＳ ２８ ０.４７０ ５ ２９ ０.９７８ ８ ３０ ２.１９３ ０ ３０ ４.２６２ ４
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.００２ ０ １１ ０.００６ ０ １１ ０.０１４ ３ １１ ０.０３０ ４
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ １３ ０.００４ １ １４ ０.０１０ ０ １４ ０.０２０ ０ １４ ０.０３４ ８

ＭＪ ２８ ０.３４８ ４ ２９ ０.９９３ １ ３０ ２.２６６ ２ ３０ ３.９６３ ０

３ＤＡ

ＭＧＳ ２５ ０.３４０ ３ ２６ ０.８９６ ８ ２７ ２.１３６ ９ ２７ ３.３４２ ６
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.００１ ９ １１ ０.００６ ３ １１ ０.０１４ ６ １１ ０.０１９ １
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ １９ ０.００４ ４ １９ ０.０１２ ４ ２０ ０.０２４ ５ ２０ ０.０４３ ９

表 ２　 例 １ 的数值结果(μ＝ ４ꎬ φ(ｚ)＝ ０.９ ｜ ｚ ｜ )
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ １ ｗｉｔｈ μ＝ ４ ａｎｄ φ(ｚ)＝ ０.９ ｜ ｚ ｜

Ω 方法
ｍ＝ ６０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １００

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １４０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １８０

ＩＴ ＣＰＵ
ＭＪ １２３ ０.７６８ ５ １２８ ２.５２７ ４ １３１ ６.００１ ４ １３３ １１.８３８ ３

ＤＡ

ＭＧＳ １１５ ０.７２６ ３ １１９ ２.３７４ ５ １２２ ５.６０４ ８ １２４ １０.７６５ １
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.０００ ８ １１ ０.００２ ６ １１ ０.００５ ０ １１ ０.０１０ １
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ ９２ ０.００８ ７ ９６ ０.０２７ ９ ９９ ０.０５８ ０ １０１ ０.１０１ ８

ＭＪ ９５ ０.５９８ ７ ９８ １.１１０ ０ ３２ １.９５５ ０ １０３ ９.０８０ ９

２ＤＡ

ＭＧＳ ９０ ０.５６７ ８ ９４ １.０４１ １ ３０ １.８９８ ８ ９８ ８.４５１ １
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.０００ ９ １１ ０.００６ ０ １１ ０.００２ ７ １１ ０.００８ ８
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ ４６ ０.００４ ９ ４８ ０.０２８ ０ ４９ ０.０１３ ９ ５０ ０.０５１ ４

ＭＪ ８５ ０.５３５ ８ ８８ １.７７７ ８ ９０ ４.２２７ １ ９２ ８.０８９ ５

３ＤＡ

ＭＧＳ ８２ ０.５１５ ６ ８５ １.７０９ ３ ８７ ４.０４６ ６ ８８ ７.５５９ ９
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.０００ ９ １１ ０.００２ ４ １１ ０.００５ ３ １１ ０.００９ １
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ ３０ ０.００３ ７ ３１ ０.００９ ３ ３２ ０.０１７ １ ３２ ０.０３１ ２

表 ３　 例 １ 的数值结果(μ＝ ４ꎬ φ(ｚ)＝ ０.７ ｓｉｎ(ｚ))
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ １ ｗｉｔｈ μ＝ ４ ａｎｄ φ(ｚ)＝ ０.７ ｓｉｎ(ｚ)

Ω 方法
ｍ＝ ６０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １００

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １４０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １８０

ＩＴ ＣＰＵ
ＭＪ ４０ ０.２５８ ２ ４１ ０.８２７ ２ ４２ １.９２７ ３ ４３ ３.５５０ ８

ＤＡ

ＭＧＳ ３７ ０.２４５ １ ３８ ０.７６７ ４ ３９ １.７７１ ０ ３９ ３.１９６ ７
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.００１ １ １１ ０.００２ ７ １１ ０.００５ ２ １１ ０.０１０ １
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ ３１ ０.００４ １ ３２ ０.０１０ ５ ３２ ０.０１７ ８ ３３ ０.０３２ ９

ＭＪ ２７ ０.１７１ １ ２８ ０.５５７ １ ２８ １.３０５ ６ ２９ ２.３７７ ０

２ＤＡ

ＭＧＳ ２５ ０.１６０ ２ ２６ ０.５１７ ２ ２６ １.２０５ ６ ２７ ２.１８４ ９
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.００１ ０ １１ ０.００２ ８ １１ ０.００４ ８ １１ ０.００９ ０
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ １３ ０.００２ ４ １４ ０.００５ ５ １４ ０.００８ ８ １４ ０.０１５ １

ＭＪ ２９ ０.１９５ ８ ３０ ０.５８９ ８ ３１ １.４２８ ２ ３１ ２.５２２ ８

３ＤＡ

ＭＧＳ ２７ ０.１７９ ０ ２８ ０.５６１ ７ ２９ １.３６３ ６ ２９ ２.３６５ ３
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.００１ ０ １１ ０.００２ ８ １１ ０.００５ ０ １１ ０.００８ ６
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ ８ ０.００２ ０ ８ ０.００５ ５ ８ ０.００５ ７ ８ ０.００９ ９
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表 ４　 例 １ 的数值结果(μ＝ ４ꎬ φ(ｚ)＝ ０.９ ｓｉｎ(ｚ))
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ １ ｗｉｔｈ μ＝ ４ ａｎｄ φ(ｚ)＝ ０.９ ｓｉｎ(ｚ)

Ω 方法
ｍ＝ ６０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １００

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １４０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １８０

ＩＴ ＣＰＵ
ＭＪ １２２ ０.７８２ ５ １２７ ２.５３０ ５ １３０ ６.２０７ ９ １３３ １２.１５８ ０　

ＤＡ

ＭＧＳ １１３ ０.７２５ ８ １１７ ２.３７７ ３ １２０ ５.６５０ ５ １２２ １０.６５１ ６　
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.００１ ０ １１ ０.００２ ９ １１ ０.００５ ０ １１ ０.００９ ９
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ ９２ ０.０１０ １ ９６ ０.０２９ ７ ９９ ０.０５８ ９ １０１ ０.１１１ ５

ＭＪ ９０ ０.５４７ ２ ９４ １.８５７ ７ ９６ ４.２６６ ４ ９８ ８.５６９ ６

２ＤＡ

ＭＧＳ ８５ ０.５２９ ７ ８９ １.７６５ ７ ９１ ４.０２９ ７ ９３ ７.８１３ ５
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.０００ ９ １１ ０.００２ ７ １１ ０.００５ ４ １１ ０.０１０ ２
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ ４６ ０.００５ ４ ４８ ０.０１３ ９ ４９ ０.０２６ ２ ５０ ０.０５３ ２

ＭＪ ７９ ０.５０２ ３ ８２ １.７０２ ９ ８４ ３.９１２ ８ ８６ ７.５８７ １

３ＤＡ

ＭＧＳ ７６ ０.５００ １ ７９ １.７１３ ３ ８１ ３.７２０ ２ ８２ ６.９７１ ０
Ｎｅｗ￣ＭＪ １０ ０.０００ ９ １１ ０.００３ ３ １１ ０.００５ ４ １１ ０.００８ ７
Ｎｅｗ￣ＭＧＳ ３０ ０.００４ ２ ３１ ０.０１０ ７ ３２ ０.０１８ ９ ３２ ０.０３４ ９

　 　 例 ２　 设 ｍ 为给定的正整数且 ｎ＝ｍ２ꎮ 考虑隐式互补问题(１)ꎬ其中

Ａ＝

Ｓ －Ｉｓ －Ｉｓ
Ｓ －Ｉｓ －Ｉｓ

⋱ ⋱
Ｓ －Ｉｓ

Ｓ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

∈Ｒｎ×ｎꎬ　 ｑ＝

－１
１
⋮

(－１) ｎ－１

(－１) ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

∈Ｒｎꎬ

其中 Ｓ＝ ｔｒｉｄｉａｇ(－１.５ꎬ４＋μꎬ－０.５)∈Ｒｓ×ｓ (μ≥０)ꎮ 随着不同的 ｎ 和 φ( ｚ)ꎬ本实验所有算法都收敛ꎮ 映射

φ:Ｒｎ→Ｒｎ设为以下几种情况:(１) φ(ｚ)＝ ０.４ ｃｏｓ(ｚ)＋０.４ ｜ ｚ ｜ ꎻ (２) φ(ｚ)＝ ０.４ ｃｏｓ( ｚ) －０.４ ｜ ｚ ｜ ꎮ 具体数值结

果见表 ５、表 ６ꎮ
表 ５　 例 ２ 的数值结果(φ(ｚ)＝ ０.４ ｃｏｓ(ｚ)＋０.４ ｜ ｚ ｜ )

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ ２ ｗｉｔｈ φ(ｚ)＝ ０.４ ｃｏｓ(ｚ)＋０.４ ｜ ｚ ｜

Ω 方法 α
ｍ＝ ６０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １００

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １４０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １８０

ＩＴ ＣＰＵ

ＤＡ

ＭＳＯＲ １.２０ ４９ ０.０１５ ３ ６８ ０.０４２ ２ ７７ ０.０８６ ８ ８１ ０.２０７ ８
Ｎｅｗ￣ＳＯＲ １.１５ ４８ ０.００７ ５ ５３ ０.０１６ ８ ５５ ０.０２９ ９ ５６ ０.０４６ ８

２ＤＡ

ＭＳＯＲ ５.００ ６２ ０.０１８ １ ８３ ０.０５５ ０ ９１ ０.１２０ ２ ９５ ０.２７２ ９
Ｎｅｗ￣ＳＯＲ １.０５ ５０ ０.００７ ８ ５７ ０.０１７ ５ ５９ ０.０２９ ８ ６０ ０.０４９ ０

３ＤＡ

ＭＳＯＲ ５.００ ９４ ０.０２５ ４ １２２ ０.０７５ ９ １３１ ０.１７３ ０ １３６ ０.３７２ ５
Ｎｅｗ￣ＳＯＲ ０.７０ ８０ ０.０１１ ２ ８９ ０.０２３ ３ ９２ ０.０４６ ７ ９４ ０.０７６ ８

表 ６　 例 ２ 的数值结果(φ(ｚ)＝ ０.４ ｃｏｓ(ｚ)－０.４ ｜ ｚ ｜ )
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ ２ ｗｉｔｈ φ(ｚ)＝ ０.４ ｃｏｓ(ｚ)－０.４ ｜ ｚ ｜

Ω 方法 α
ｍ＝ ６０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １００

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １４０

ＩＴ ＣＰＵ
ｍ＝ １８０

ＩＴ ＣＰＵ

ＤＡ

ＭＳＯＲ １.１５ ５２ ０.０１３ ８ ７１ ０.０４６ ６ ８０ ０.１１６ ７ ８４ ０.２２５ ３
Ｎｅｗ￣ＳＯＲ １.１０ ４９ ０.００７ ６ ５４ ０.０１７ ３ ５６ ０.０３１ １ ５８ ０.０４６ ７

２ＤＡ

ＭＳＯＲ ０.７０ １０５ ０.０２４ ６ １３９ ０.０８７ ９ １５２ ０.２３３ ９ １６０ ０.４０６ ２
Ｎｅｗ￣ＳＯＲ ０.６０ ９６ ０.０１２ ６ １０６ ０.０２６ ８ １１０ ０.０５５ ２ １１２ ０.０９３ １

３ＤＡ

ＭＳＯＲ ０.５０ １５５ ０.０３５ ９ ２０６ ０.１３２ ４ ２２５ ０.３６０ ９ ２３７ ０.５８６ ６
Ｎｅｗ￣ＳＯＲ ０.４０ １４９ ０.０１７ １ １６３ ０.０４５ ５ １６９ ０.０８４ ７ １７３ ０.１４１ ８

　 　 表 １—６ 给出了例 １ 和例 ３ 的数值结果ꎮ 从这些数值结果中ꎬ可以观察到以下事实ꎮ
(１) 随着维数 ｎ 和映射 φ(ｚ)的改变ꎬ所有测试方法都能快速计算出隐式互补问题(１)的近似解ꎮ 数值
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实验表明ꎬ与修正的 ＭＭＳ 算法(３)相比ꎬ新的矩阵分裂迭代方法具有更好的数值性能ꎬ且计算时间更短ꎮ
(２) 在例 ２ 中ꎬ随着维数 ｎ 的增加ꎬ所有测试方法的迭代次数也都随之增加ꎮ 然而ꎬ经过实验对比ꎬ本文

提出的算法在收敛速度上相比修正的算法(３)要快ꎬ收敛时间更短ꎮ
(３) 图 １ 给出了例 ２ 中迭代次数 ＩＴ 和参数 α 之间的关系ꎮ 图 ２ 给出了当 ｍ ＝ １８０ 时ꎬ例 ２ 中 ＭＳＯＲ 方

法和 Ｎｅｗ￣ＭＳＯＲ 方法的迭代次数和 ＲＥＳ 之间的关系ꎮ 从这些图中可以看出ꎬＮｅｗ￣ＭＳＯＲ 方法产生的误差

{ＲＥＳ(ｋ)}是单调递减的ꎬ并且下降速度要比 ＭＳＯＲ 方法快ꎮ

图 １　 例 ２ 中 ＳＯＲ 方法中参数 α 与迭代次数 ＩＴ 的关系
Ｆｉｇ.１　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｐｌｏｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ＩＴ ａｎｄ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ α ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ ２

图 ２　 例 ２ 中 ｍ＝ １８０ 时 ＩＴ 与 ＲＥＳ 关系
Ｆｉｇ.２　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ＲＥＳ ｆｏｒ Ｅｘａｍｐｌｅ ２ ｗｉｔｈ ｍ＝ １８０

４　 小结

本文提出了一种新的迭代方法求解隐式互补问题(１)ꎮ 相比于模系矩阵分裂算法(２)和修正的模系矩

阵分裂算法(３)ꎬ所提出的算法初始向量的选取较为自由ꎬ并且在每一迭代步仅需求解一个线性方程组ꎮ 特

别地ꎬ当系统矩阵 Ａ 是 Ｈ＋ ￣矩阵时ꎬ本文给出的收敛性充分条件比较容易验证ꎮ 进一步ꎬ数值实验结果表明ꎬ
新算法在 ＣＰＵ 时间和迭代步数方面相比于修正的模系矩阵分裂算法(３)ꎬ其计算效率更高ꎮ 此外ꎬ是否存

在较弱的收敛性充分条件仍是一个值得研究的课题ꎮ
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