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Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声泛函上一类位势算子的谱性质

丁瑞鹤ꎬ王才士∗ꎬ张丽霞
(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:考虑一类作用于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声泛函的自伴算子 Ｎｕꎬ此类算子可解释为某种位势算子ꎮ 通过 Ｆｕｌｌ￣Ｗｉｅｎｅｒ 积分变换ꎬ显式

地求出一个与 Ｎｕ 酉等价的乘算子ꎬ由此进一步得到 Ｎｕ 的谱的显式表示ꎻ证明在适当条件下 Ｎｕ 仅有纯点谱ꎮ 作为应用ꎬ考虑

以 Ｎｕ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 的量子系统ꎬ证明该系统是稳定的ꎮ
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０　 引言

在量子力学的数学表述中[１]ꎬ量子系统对应于 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬ其观测则由对应 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中的自伴算子

描述ꎮ 在此情形下ꎬ自伴算子的谱就是它所代表的观测的所有可能值ꎮ 例如 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 算子表示某个量子

系统的能量观测ꎬ而 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 算子的谱就是相应量子系统的能量谱ꎮ
作用于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声泛函的湮灭和增生算子{∂ｋꎬ∂∗

ｋ ｜ ｋ≥０}满足等时的典则反交换关系ꎬ因而是一种量

子噪声ꎬ称为量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声[２]ꎮ 量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声在许多数学物理问题中都有重要的应用ꎬ例如文献

[３]将其应用于开放量子系统的不可逆演化问题ꎬ构造了相应的量子 Ｍａｒｋｏｖ 半群ꎻ文献[４￣５]运用量子

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ噪声方法研究量子游荡的极限分布和平稳测度的存在性及其特征ꎻ此外ꎬ文献[６]还运用量子

Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声方法刻画基于连续时间量子游荡的完美态转移现象ꎮ
以 Ｈ 表示平方可积 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声泛函空间ꎬ则量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声{∂ｋꎬ∂∗

ｋ ｜ ｋ≥０}为 Ｈ 上的一族有界算

子ꎬ且∂ｋ 与∂∗
ｋ 互为共轭ꎮ 为了构造基于 Ｈ 的量子 Ｍａｒｋｏｖ 半群ꎬ文献[３]针对非负整数集 Ｎ 上的非负有界

函数 ｕ 引入了如下形式的算子:
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Ｎｕ ＝∑
∞

ｋ ＝０
ｕ(ｋ)∂∗

ｋ ∂ｋꎬ (１)

并且展示其正性、自伴性以及所满足的交换关系ꎮ 本文旨在讨论算子 Ｎｕ 的谱结构及其应用ꎮ

１　 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声泛函与量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声

本章简要回顾关于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声泛函和量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声的必要概念和事实ꎬ详细内容可参考文

献[２]等ꎮ
本文中ꎬＮ 表示非负整数集ꎬＣ 表示复数集ꎬΓ 为 Ｎ 的有限幂集ꎬ即 Γ ＝ {σ ｜ σ⊂Ｎꎬ ＃σ<∞ }ꎬ其中＃σ 为

集合 σ 的基数ꎮ 若 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中的稠定线性算子ꎬ则 Ｄｏｍ Ｔ 表示其定义域ꎬＴ∗表示其共轭算子ꎮ
设(ΩꎬＦꎬＰ)是一个给定的概率空间ꎬＺ＝(Ｚｎ) ｎ≥０是(ΩꎬＦꎬＰ)上的一列独立的随机变量ꎬ满足条件

Ｐ{Ｚｎ ＝εｎ} ＝ θｎꎬ　 Ｐ Ｚｎ ＝ － １
εｎ

{ } ＝ １－θｎꎬ　 ｎ≥０ꎬ

其中:(θｎ) ｎ≥０为一列给定的正数ꎬ满足 ０<θｎ<１ꎻ εｎ ＝
１－θｎ

θｎ
ꎮ 特别地ꎬＦ ＝σ(Ｚｎꎬ ｎ∈Ｎ)ꎬ即 Ｆ 是随机变量

序列 Ｚ＝(Ｚｎ) ｎ≥０生成的 σ￣代数ꎮ 根据文献[２]ꎬＺ＝(Ｚｎ) ｎ≥０称为(ΩꎬＦꎬＰ)上的(离散时间)Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声ꎬ而
概率空间(ΩꎬＦꎬＰ)上的复值随机变量则叫做 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声泛函ꎮ 设 Ｈ 表示平方可积 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声泛函空

间ꎬ即
Ｈ＝Ｌ２(ΩꎬＦꎬＰ)ꎮ (２)

以‹􀅰ꎬ􀅰›表示空间 Ｈ 中的通常内积ꎬ并约定‹􀅰ꎬ􀅰›关于第 ２ 个变量线性ꎬ‖􀅰‖为相应的范数ꎮ 根据文献

[７]ꎬＺ 具有混沌表示性质ꎬ从而{Ｚσ ｜σ∈Γ}构成 Ｈ 的标准正交基ꎬ其中 Ｚ⌀ ＝ １ꎬ

Ｚσ ＝∏
ｊ∈σ

Ｚ ｊꎬ　 σ∈Γꎬ　 σ≠⌀ꎮ (３)

因此 Ｈ 是一个无穷维的复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎮ 下称{Ｚσ ｜σ∈Γ}为 Ｈ 的典则标准正交基ꎮ
根据文献[２]ꎬ对每个非负整数 ｋ≥０ꎬ在空间 Ｈ 上存在有界算子∂ｋ:Ｈ→Ｈꎬ满足‖∂ｋ‖＝１ꎬ且

∂ｋＺσ ＝ １σ(ｋ)Ｚσ ＼ｋꎬ　 ∂∗
ｋ Ｚσ ＝[１－１σ(ｋ)]Ｚσ∪ｋꎬ　 σ∈Γꎬ (４)

其中ꎬ∂∗
ｋ 表示∂ｋ 的共轭算子ꎬσ ＼ ｋ ＝σ ＼ {ｋ}ꎬ σ∪ｋ ＝σ∪{ｋ}ꎬ而 １σ(ｋ)表示 σ 作为集合 Ｎ 的子集时的示性

函数ꎮ
将∂∗

ｋ 和∂ｋ 分别称为增生算子和湮灭算子ꎬ而将算子族{∂ｋꎬ∂∗
ｋ ｜ ｋ≥０}称为量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声ꎮ 可以证

明量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声满足一种等时典则反交换关系ꎬ即
∂ｋ∂ｌ ＝∂ｌ∂ｋꎬ　 ∂∗

ｋ ∂∗
ｌ ＝∂∗

ｌ ∂∗
ｋ ꎬ　 ∂∗

ｋ ∂ｌ ＝∂ｌ∂∗
ｋ ꎬ　 ｌꎬｋ≥０ꎬ　 ｋ≠ｌꎬ (５)

且

∂ｋ∂ｋ ＝∂∗
ｋ ∂∗

ｋ ＝ ０ꎬ　 ∂ｋ∂∗
ｋ ＋∂∗

ｋ ∂ｋ ＝ Ｉꎬ (６)
其中 Ｉ 是 Ｈ 上的单位算子ꎮ

２　 主要结果

本章首先显式地求出一个与算子 Ｎｕ 酉等价的乘算子ꎬ在此基础上进一步得到 Ｎｕ 的谱的显式表示ꎮ 然

后探究 Ｎｕ 的谱结构ꎬ证明在适当条件下 Ｎｕ 仅有纯点谱ꎮ 最后考虑以 Ｎｕ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 的量子系统的演化

行为ꎮ
２.１　 算子 Ｎｕ 的谱性质

为便于讨论ꎬ首先明确算子 Ｎｕ 的确切定义ꎮ 对于一个非负有界函数 ｕ:Ｎ→[０ꎬ＋∞ )ꎬＮｕ 是空间 Ｈ 中如

下定义的线性算子:

Ｎｕξ＝∑
∞

ｋ ＝０
ｕ(ｋ)∂∗

ｋ ∂ｋξꎬ　 ξ∈ＤｏｍＮｕꎬ (７)



　 第 １２ 期 丁瑞鹤ꎬ等:Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声泛函上一类位势算子的谱性质 １７５　　 　

其中ꎬＮｕ 的定义域

ＤｏｍＮｕ ＝{ξ∈ｈ ｜∑
∞

ｋ ＝０
ｕ(ｋ)∂∗

ｋ ∂ｋξ 收敛}ꎮ (８)

此处所称的收敛指依空间 Ｈ 中的范数收敛ꎮ 根据量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声{∂ｋꎬ∂∗
ｋ ｜ ｋ≥０}的性质可以知道ꎬ对于

非负有界函数 ｕꎬＮｕ 是 Ｈ 中的稠定正算子ꎮ 引理 １ 表明ꎬＮｕ 还是自伴算子ꎮ
引理 １[３] 　 设 ｕ:Ｎ→[０ꎬ＋∞ )是一个非负有界函数ꎬ则

Ｎｕ ＝∑
σ∈Γ

＃ｕ(σ) ｜Ｚσ›‹Ｚσ ｜ (９)

成立ꎮ 其中ꎬ＃ｕ(σ)＝∑
∞

ｋ ＝０
１σ(ｋ)ｕ(ｋ)ꎬ符号 ｜Ｚσ›‹Ｚσ ｜表示与基向量 Ｚσ 相联系的 Ｄｉｒａｃ 算子ꎮ

文献[３]中ꎬ算子 Ｎｕ 被称为 １Ｄ￣ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｎｕｍｂｅｒ ｏｐｅｒａｔｏｒꎬ该算子在量子Ｍａｒｋｏｖ 半群的构造问题中有着

重要的应用ꎮ 下面的命题给出了算子 Ｎｕ 有界的一个充分必要条件ꎮ

命题 １　 设 ｕ:Ｎ→[０ꎬ＋∞ )是一个非负有界函数ꎬ则 Ｎｕ 有界当且仅当 ｜ ｕ ｜ :＝∑
∞

ｋ ＝０
ｕ(ｋ)<∞ ꎮ 在此情形下

ＤｏｍＮｕ ＝Ｈꎬ且‖Ｎｕ‖＝ ｜ ｕ ｜ ꎮ
证明　 设 ｜ ｕ ｜ <∞ ꎬ则对每个 σ∈Γꎬ直接计算可得＃ｕ(σ)≤｜ ｕ ｜ ꎮ 结合引理 １ 进一步可得

‖Ｎｕξ‖２ ＝∑
σ∈Γ

(＃ｕ(σ)) ２ ｜ ‹Ｚσꎬξ› ｜ ２≤｜ ｕ ｜ ２ ∑
σ∈Γ

｜ ‹Ｚσꎬξ› ｜ ２ ＝ ｜ ｕ ｜ ２‖ξ‖２ꎬ　 ξ∈ＤｏｍＮｕꎮ

这表明 Ｎｕ 是有界的ꎬ并且‖Ｎｕ‖≤｜ ｕ ｜ ꎮ
反过来ꎬ若 Ｎｕ 有界ꎬ则‖Ｎｕ‖<∞ꎮ 取 σｎ ＝ １Ｎｎ

ꎬ其中Ｎｎ:＝{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎮ 当 ｎ→∞时ꎬ有

｜ ｕ ｜ ２ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

(∑
ｎ

ｋ ＝０
ｕ(ｋ) )

２
＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
(∑

∞

ｋ ＝０
ｕ(ｋ)１σｎ

(ｋ) )
２
＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
‖ＮｕＺσｎ

‖２≤‖Ｎｕ‖２<∞ ꎮ

这表明 ｜ ｕ ｜ <∞ ꎬ并且 ｜ ｕ ｜≤‖Ｎｕ‖ꎮ 此外ꎬ在 ｜ ｕ ｜ <∞的情形下ꎬ对于所有 ξ∈Ｈꎬ有

∑
σ∈Γ

(＃ｕ(σ)) ２ ｜ ‹Ｚσꎬξ› ｜ ２≤｜ ｕ ｜ ２ ∑
σ∈Γ

｜ ‹Ｚσꎬξ› ｜ ２ ＝ ｜ ｕ ｜ ２‖ξ‖２<∞ ꎮ

由此并结合引理 １ꎬ可得 ＤｏｍＮｕ ＝Ｈꎮ 最后ꎬ由上述 ｜ ｕ ｜≤‖Ｎｕ‖和‖Ｎｕ‖≤｜ ｕ ｜可得‖Ｎｕ‖＝ ｜ ｕ ｜ ꎮ
如前所示ꎬΓ 表示非负整数集 Ｎ 的有限幂集ꎬ所以 Γ 是一个可数无限集合ꎮ 以 ｌ ２(Γ)表示 Γ 上的平方

可和复值函数构成的复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬ则 ｌ ２(Γ)有标准正交基{Φσ ｜ σ∈Γ}ꎬ其中 Φσ 为 Γ 上的如下定义的

函数:

Φσ(τ)＝
１ꎬ　 τ＝σꎻ
０ꎬ　 τ≠σꎬ τ∈Γꎮ{

{Ｚσ ｜σ∈Γ}为 Ｈ 的典则标准正交基ꎬ由 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间的一般理论ꎬ可知存在酉同构 Ｊ:ｌ ２(Γ)→Ｈꎬ使得

ＪΦσ ＝Ｚσꎬ　 σ∈Γꎮ (１０)
根据文献[２]ꎬ酉同构 Ｊ 称为 Ｆｕｌｌ￣Ｗｉｅｎｅｒ 积分变换ꎮ 注意到 Ｊ 是 ｌ ２(Γ)到 Ｈ 的酉同构ꎬ所以由式(１０)可得 Ｊ
的一个表示

ＪΦ＝∑
σ∈Γ

‹ΦσꎬΦ› ｌ ２(Γ)Ｚσꎬ　 Φ∈ｌ ２(Γ)ꎬ (１１)

其中ꎬ‹􀅰ꎬ􀅰› ｌ ２(Γ)表示空间 ｌ ２(Γ)中的内积ꎬ等式右边的级数依 ｈ 的范数‖􀅰‖收敛ꎮ

如同引理 １ 中一样ꎬ对于 σ∈Γ 和函数 ｕ:Ｎ→[０ꎬ∞ )ꎬ规定＃ｕ(σ):＝∑
∞

ｋ ＝０
ｕ(ｋ)１σ(ｋ)ꎬ这实际上定义了一

个 Γ 上的函数 σ ｜→＃ｕ(σ)ꎮ ｌ ２(Γ)到 ｌ ２(Γ)的一个交换图可表示为

ｌ ２(Γ)
Ｊ

→Ｈ

Ｎｕ
＾ ＝ Ｊ －１ＮｕＪ

↓
Ｎｕ

↓
ｌ ２(Γ)

Ｊ －１← Ｈ
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这表明映射Ｎｕ
＾

和 Ｎｕ 是同构的ꎮ

命题 ２　 设函数 ｕ:Ｎ→[０ꎬ＋∞ )满足 ｜ ｕ ｜ <∞ ꎬ则Ｎｕ
＾:＝ Ｊ－１ＮｕＪ 是 ｌ ２(Γ)上的由函数 σ ｜→＃ｕ(σ)所确定的

乘算子ꎬ即对于每个 Φ∈ｌ ２(Γ)ꎬ有
(Ｎｕ
＾Φ)(σ)＝ ＃ｕ(σ)Φ(σ)ꎬ　 σ∈Γꎮ (１２)

证明　 设 Φ∈ｌ ２(Γ)ꎬ σ∈Γꎮ 易见ꎬｕ 满足命题 １ 中的条件ꎬ因而 Ｎｕ 是 Ｈ 上的一个有界自伴算子ꎮ 又

由于 Ｆｕｌｌ￣Ｗｉｅｎｅｒ 积分变换 Ｊ 是酉同构ꎬ所以Ｎｕ
＾:＝ Ｊ －１ＮｕＪ 是 ｌ ２(Γ)上的一个有界自伴算子ꎮ 记 ξ ＝ ＪΦꎬ则由

ｌ ２(Γ)中内积的定义以及 Ｊ 的性质可得

(Ｎｕ
＾Φ)(σ)＝ ‹ΦσꎬＮｕ

＾Φ› ｌ ２(Γ)＝ ‹ＺσꎬＮｕξ› ＝＃ｕ(σ)‹Ｚσꎬξ› ＝＃ｕ(σ)‹ΦσꎬΦ› ｌ ２(Γ)＝ ＃ｕ(σ)Φ(σ)ꎮ
注意到函数 σ ｜→＃ｕ(σ)是 Γ 的有界函数ꎬ因而该函数所确定的乘算子也是 ｌ ２(Γ)上的有界算子ꎮ

在数学物理研究中ꎬ位势算子常表现为一个函数空间中的乘算子ꎮ 命题 ２ 表明ꎬ算子 Ｎｕ 本质上属于位

势算子的范畴ꎮ
定理 １　 设函数 ｕ:Ｎ→[０ꎬ＋∞ )满足 ｜ ｕ ｜ <∞ ꎬ则算子 Ｎｕ 的谱 Ｓｐｅｃ(Ｎｕ)有如下显式表示:

Ｓｐｅｃ(Ｎｕ)＝ {＃ｕ(σ) ｜σ∈Γ}ꎬ (１３)
特别地ꎬＮｕ 的点谱 Ｓｐｅｃｐ(Ｎｕ)有表示 Ｓｐｅｃｐ(Ｎｕ)＝ {＃ｕ(σ) ｜σ∈Γ}ꎮ

证明　 根据命题 ２ 和乘算子谱的一般结论[８]ꎬＮｕ
＾

的谱 Ｓｐｅｃ(Ｎｕ
＾)有如下显式表示:

Ｓｐｅｃ(Ｎｕ
＾)＝ {＃ｕ(σ) ｜σ∈Γ}ꎬ

另一方面ꎬ由于 Ｎｕ 与Ｎｕ
＾

酉等价ꎬ所以 Ｓｐｅｃ(Ｎｕ)＝ Ｓｐｅｃ(Ｎｕ
＾)＝ {＃ｕ(σ) ｜σ∈Γ}ꎮ 至于点谱 Ｓｐｅｃｐ(Ｎｕ)的表示ꎬ

可由引理 １ 直接得出ꎮ
定义 １　 若函数 ｕ:Ｎ→[０ꎬ＋∞ )满足 ｜ ｕ ｜ <∞ ꎬ则 ｕ 称为 Ｎ 上的一个权函数ꎮ 称 Ｎ 上的权函数 ｕ 为 Γ￣完

美的ꎬ如果{＃ｕ(σ) ｜σ∈Γ}在区间[０ꎬ ｜ ｕ ｜ ]中稠密ꎮ
定义中的符号＃ｕ(σ)和 ｜ ｕ ｜如前所示(例如可参见引理 １ 和命题 １)ꎮ 下面的例子表明ꎬＮ 上确实存在 Γ￣

完美的权函数ꎮ

例 １　 定义函数ｕ０:Ｎ→[０ꎬ＋∞ )如下 ｕ０(ｋ)＝
１

２ｋ＋１ꎬ ｋ∈Ｎꎬ则 ｕ０ 是 Ｎ 上的一个 Γ￣完美的权函数ꎮ

证明　 显然ꎬｕ０ 是 Ｎ 上的一个权函数ꎮ 下证 ｕ０ 还是 Γ￣完美的ꎬ为此记 Ｄ ＝ {＃ｕ０(σ) ｜σ∈Γ}ꎮ 易知 ０ ＝
＃ｕ０(⌀)且

｜ ｕ０ ｜ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

∑
ｎ

ｋ ＝０
ｕ０(ｋ)＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
＃ｕ０(σｎ)ꎬ

其中σｎ:＝{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ}∈Γꎮ 这表明 ０ 和 ｜ ｕ０ ｜都属于 Ｄꎮ 设 ｔ∈(０ꎬ ｜ ｕ０ ｜ )ꎬ则由 ｜ ｕ０ ｜ ＝ １ 知 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ从而 ｔ 有
二进制表示

ｔ＝∑
∞

ｋ ＝０

ｘｋ

２ｋ＋１ ꎬ

其中ꎬｘｋ∈{０ꎬ１}ꎬ ｋ≥０ꎮ 对每一个 ｎ≥０ꎬ定义 τｎ ＝{ｋ≥０ ｜ ｋ≤ｎꎬ ｘｋ ＝ １}ꎬ则τｎ∈Γꎮ 于是ꎬ

ｔ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

∑
ｎ

ｋ ＝０

ｘｋ

２ｋ＋１ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

＃ｕ０(τｎ)∈Ｄꎮ

综上ꎬ[０ꎬ ｜ ｕ０ ｜ ]⊂Ｄ ＝ {＃ｕ０(σ) ｜σ∈Γ}ꎮ 这表明{＃ｕ０(σ) ｜ σ∈Γ}在区间[０ꎬ ｜ ｕ０ ｜ ]中稠密ꎬ从而 ｕ０ 是 Γ￣完
美的ꎮ

定理 ２　 设 ｕ 是 Ｎ 上的一个 Γ￣完美的权函数ꎬ则算子 Ｎｕ 的谱 Ｓｐｅｃ(Ｎｕ)与紧区间[０ꎬ ｜ ｕ ｜ ]重合ꎬ即 Ｓｐｅｃ
(Ｎｕ)＝ [０ꎬ ｜ ｕ ｜ ]ꎮ

证明　 对于任意 σ∈Γꎬ由 Γ 的定义知 σ 是 Ｎ 的有限子集ꎬ结合 ｕ 的权函数性质得

０≤＃ｕ(σ)＝∑
∞

ｋ ＝０
１σ(ｋ)ｕ(ｋ)≤∑

∞

ｋ ＝０
ｕ(ｋ)＝ ｜ ｕ ｜ ꎮ
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这表明{＃ｕ(σ) ｜σ∈Γ}⊂[０ꎬ ｜ ｕ ｜ ]ꎬ从而{＃ｕ(σ) ｜σ∈Γ}⊂[０ꎬ ｜ ｕ ｜ ]ꎮ 此式连同权函数 ｕ 的 Γ￣完美性一起蕴

含{＃ｕ(σ) ｜σ∈Γ} ＝[０ꎬ ｜ ｕ ｜ ]ꎮ 因此ꎬ使用定理 １ 便得 Ｓｐｅｃ(Ｎｕ)＝ [０ꎬ ｜ ｕ ｜ ]ꎮ
定理 ３　 设 ｕ 是 Ｎ 上的一个权函数ꎬ则算子 Ｎｕ 仅有纯点谱ꎮ
证明　 设 ξ∈Ｈ 是空间 Ｈ 中的任意一个向量ꎬ则对 Ｒ 上的任意一个有界可测函数 φꎬ使用引理 １ 和自伴

算子的函数演算法则可得 φ(Ｎｕ)＝∑
σ∈Γ

φ(＃ｕ(σ)) ｜Ｚσ›‹Ｚσ ｜ ꎮ 由此经计算可得

‹ξꎬφ(Ｎｕ)ξ› ＝∑
σ∈Γ

φ(＃ｕ(σ)) ｜ ‹Ｚσꎬξ› ｜ ２ꎮ

这意味着算子 Ｎｕ 的与向量 ξ 相联系的谱测度 μξ 可表示为如下形式:

μξ ＝∑
σ∈Γ

｜ ‹Ｚσꎬξ› ｜ ２δ＃ｕ(σ)ꎬ

其中 δ＃ｕ(σ)表示由点＃ｕ(σ)所确定的 Ｒ 上的点测度ꎮ 此式连同向量 ξ∈Ｈ 的任意性意味着 Ｎｕ 的连续谱为空

集ꎬ从而 Ｎｕ 仅有纯点谱ꎮ
２.２　 应用

作为应用ꎬ本章考虑一个以 Ｎｕ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 的封闭量子系统的演化行为ꎬ其中 ｕ 是 Ｎ 上的一个给定

的权函数ꎮ 根据封闭量子系统演化的 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 图景[９]ꎬ该演化由下列方程(１４)描述:

ｉ ｄξ( ｔ)
ｄｔ

＝Ｎｕ ξ( ｔ)ꎬ (１４)

其中ꎬｉ 表示虚单位ꎬ系统的普朗克常数取为 ｈ＝ １ꎬ ξ( ｔ)表示 ｔ 时刻的态ꎮ 易知ꎬ上述方程的解可表示为

ξ( ｔ)＝ ｅ－ｉｔＮｕξ(０)ꎬ　 ｔ∈Ｒꎬ (１５)
其中ꎬξ(０)为初始态ꎬ{ｅ－ｉｔＮｕ ｜ ｔ∈Ｒ}为 Ｎｕ 生成的酉算子群ꎮ 这种演化的动力学性质与其生成元的谱特性密

切相关ꎮ
定理 ４　 以算子 Ｎｕ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 的封闭量子系统具有基态 Ｚ⌀ꎬ其基态能量为 ０ꎮ 此外ꎬＺ⌀还是该系

统演化的不变态ꎮ
证明 　 由定理 １ 可知ꎬ算子 Ｎｕ 的最小特征值为 ０ꎬ对应的特征向量为 Ｚ⌀ꎮ 这意味着以 Ｎｕ 为

Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 的封闭量子系统的基态能量为 ０ꎬ相应的基态为 Ｚ⌀ꎮ 根据自伴算子的函数演算法则以及引理

１ꎬ可以算出

ｅ－ｉｔＮｕＺ⌀ ＝Ｚ⌀ꎬ　 ∀ｔ∈Ｒꎮ
这表明 Ｚ⌀是不变态ꎮ

注 １　 由于以 Ｎｕ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 的量子系统的基态能量存在ꎬ所以该量子系统是稳定的ꎮ 此外ꎬ当该量

子系统的基态能量为 ０ 时ꎬ相应的基态 Ｚ⌀为纯态ꎮ
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算子乘积 ＡＢ 及 ＢＡ 的 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理

刘妮ꎬ焦红英ꎬ王亚利
(空军工程大学基础部ꎬ 陕西 西安 ７１００５１)

摘要:设 Ｈ 为复可分无限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬＡ、Ｂ 为 Ｈ 上的有界线性算子ꎮ 利用算子分块技巧ꎬ证明了算子乘积 ＡＢ 满足

Ｂｒｏｗｄｅｒ定理当且仅当 ＢＡ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎬ也等价于 ＡＢ⊕ＢＡ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ
关键词:Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎻＢｒｏｗｄｅｒ 定理ꎻＷｅｙｌ 定理ꎻ谱
中图分类号:Ｏ１７７.２　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:刘妮ꎬ焦红英ꎬ王亚利. 算子乘积 ＡＢ 及 ＢＡ 的 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(１２):１７８￣１８２.

Ｔｈｅ Ｂｒｏｗｄｅｒ̓ｓ ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ＡＢ ａｎｄ ＢＡ

ＬＩＵ Ｎｉꎬ ＪＩＡＯ Ｈｏｎｇｙｉｎｇꎬ ＷＡＮＧ Ｙａｌｉ
(Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｂａｓｉｃꎬ Ａｉｒ Ｆｏｒｃｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｘｉ̓ａｎ ７１００５１ꎬ Ｓｈａａｎｘｉꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ Ｈ ｂｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｅｐａｒａｂｌｅ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅｓ. Ｌｅｔ ＡꎬＢ ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｂｏｕｎｄｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｏｎ Ｈ. Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ
ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｂｌｏｃｋꎬ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｏｆ Ｂｒｏｗｄｅｒ̓ｓ ｔｈｅｏｒｅｍ ｈｏｌｄｉｎｇ ｆｏｒ ＡＢ ａｎｄ ＢＡ ｉｓ ｇｉｖｅｎꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ Ｂｒｏｗｄｅｒ̓ｓ
ｔｈｅｏｒｅｍ ｈｏｌｄｉｎｇ ｆｏｒ ＡＢ⊕ＢＡ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅｓꎻ Ｂｒｏｗｄｅｒ̓ｓ ｔｈｅｏｒｅｍꎻ Ｗｅｙｌ̓ｓ ｔｈｅｏｒｅｍꎻ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

０　 引言

设 Ｈ 与 Ｋ 表示无限(可分)复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬＢ(Ｈ )与 Ｂ(ＨꎬＫ )分别表示 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上和从 Ｈ
到 Ｋ 上全体有界线性算子之集ꎮ 对算子 Ａ∈Ｂ(ＨꎬＫ )ꎬ分别用 Ａ∗、Ｎ(Ａ) 、Ｒ(Ａ)和 σ(Ａ)表示 Ａ 的伴随

算子、核空间、值域和谱ꎮ 记 ｎ(Ａ)＝ ｄｉｍ Ｎ(Ａ)为零空间的维数ꎬｄ(Ａ)＝ ｄｉｍ Ｒ(Ａ)⊥为值域正交补空间维数ꎮ
设算子 Ｔ∈Ｂ(ＨꎬＫ )ꎬ若 Ｒ(Ｔ)是闭空间且 Ｎ(Ｔ)为有限维空间ꎬ则称 Ｔ 为左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎮ 若 Ｔ∗是左

Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ则称 Ｔ 为右 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎮ Ｔ 称为 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ如果 Ｔ 和 Ｔ∗都是左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎮ 记

Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子 Ｔ 的指标为 ｉｎｄ(Ｔ)＝ ｎ(Ｔ)－ｄ(Ｔ)ꎮ 若 Ｔ 是 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子且 ｉｎｄ(Ｔ)＝ ０ꎬ则称 Ｔ 为 Ｗｅｙｌ 算子ꎮ
当 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )时ꎬ记 Ｔ 的左本质谱、右本质谱和 Ｗｅｙｌ 谱为别为

σｌｅ(Ｔ):＝{λ∈Ｃ:Ｔ－λＩ 不是左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子}ꎬ
σｒｅ(Ｔ):＝{λ∈Ｃ:Ｔ－λＩ 不是右 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子}ꎬ

σｗ(Ｔ):＝{λ∈Ｃ:Ｔ－λＩ 不是 Ｗｅｙｌ 算子}ꎮ
记 ｉｓｏ σ(Ｔ)为 Ｔ 的全体孤立谱点之集ꎬ且 π００(Ｔ)＝ {λ∈ｉｓｏ σ(Ｔ):０<ｎ(Ｔ－λＩ) <∞ }为全体有限重孤立特征

值之集ꎮ 若 σ(Ｔ) ＼σｗ(Ｔ)⊆π００(Ｔ)ꎬ则称 Ｔ∈Ｂ(Ｈ)满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ 尤其ꎬ如果 σ(Ｔ) ＼σｗ(Ｔ)＝ π００(Ｔ)ꎬ
则称 Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎮ

Ｗｅｙｌ 定理指 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间自伴算子的 Ｗｅｙｌ 谱恰好等于它的谱集去掉有限重孤立特征值[１]ꎬ许多学者研

究了哪些算子类能够满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎬ满足 Ｗｅｙｌ 定理的算子类不断得到扩大[２￣７]ꎮ 另外ꎬ许多学者尝试利用
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不同的谱集提出算子满足 Ｗｅｙｌ 型定理的各种判定方法[８￣１０]ꎮ 特别是作为 Ｗｅｙｌ 定理的拓广形式ꎬＨａｒｔｅ 等[６]

定义并研究了算子的 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ 本文主要证明算子乘积 ＡＢ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理当且仅当 ＢＡ 满足

Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎬ也等价于 ＡＢ⊕ＢＡ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ

１　 主要结果

为证明本文主要结论ꎬ需要下面 ２ 个引理:
引理 １[１１] 　 设 Ａ∈Ｂ(ＨꎬＫ )且 Ｂ∈Ｂ(ＫꎬＨ )则
(１) σ(ＡＢ) ＼{０} ＝σ(ＢＡ) ＼{０}且 σｗ(ＡＢ) ＼{０} ＝σｗ(ＢＡ) ＼{０}ꎻ
(２) σｌｅ(ＡＢ) ＼{０} ＝σｌｅ(ＢＡ) ＼{０}且对 λ∈Ｃ ＼σｌｅ(ＡＢ)ꎬ都有 ｉｎｄ(ＡＢ－λＩ)＝ ｉｎｄ(ＢＡ－λＩ)ꎻ
(３) ｎ(ＡＢ－λＩ)＝ ｎ(ＢＡ－λＩ)且 ｄ(ＡＢ－λＩ)＝ ｄ(ＢＡ－λＩ)对 λ≠０ꎮ
引理 ２[１２] 　 若 λ∉σｌｅ(Ａ)∩σｒｅ(Ａ)ꎬ则存在 δ>０ꎬ使得对所有的 ０< ｜ μ－λ ｜ <δ 都有 ｎ(Ａ－ μＩ)和 ｄ(Ａ－ μＩ)

为常值ꎮ
定理 １　 设 Ａ∈Ｂ(ＨꎬＫ )且 Ｂ∈Ｂ(ＫꎬＨ )ꎬ则下面命题等价:
(ａ) Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对对角算子矩阵 ＡＢ⊕ＢＡ:Ｈ⊕Ｋ 成立ꎻ
(ｂ) Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＡＢ 成立ꎻ
(ｃ) Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＢＡ 成立ꎻ

(ｄ) Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对ＭＣ:＝
ＡＢ Ｃ
０ ＢＡ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :Ｈ⊕Ｋ 成立ꎬ其中 Ｃ∈Ｂ(ＫꎬＨ )是任意的ꎮ

证明　 (ａ)⇒(ｂ)ꎮ 设 λ∈σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)ꎮ
情形 １　 若 λ≠０ꎬ则 ＡＢ－λＩ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ但 ＡＢ－λＩ 不可逆ꎬ故 ０<ｎ(ＡＢ－λＩ)<∞ ꎮ 由引理 ２ 可知 ＢＡ－λＩ

是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ故 (ＡＢ －λＩ) ⊕(ＢＡ －λＩ) 也是 Ｗｅｙｌ 算子ꎮ 因此ꎬ由 ( ａ) 知 λ∈ ｉｓｏ σ (ＡＢ⊕ＢＡ)ꎬ则 λ∈

ｉｓｏσ(ＡＢ)ꎬ又 ０<ｎ(ＡＢ－λＩ)<∞ ꎬ从而 λ∈π００(ＡＢ)ꎮ
情形 ２　 若 λ＝ ０ꎬ则 ＡＢ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ但 ＡＢ 不可逆ꎬ故 ０<ｎ(ＡＢ)<∞ ꎮ 需要证明 ０∈ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎮ 反设

０∉ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎬ则存在非 ０ 序列{λｍ}∞
ｍ＝１⊆σ(ＡＢ)使得 ｌｉｍ

ｍ→∞
λｍ ＝ ０ꎮ 又由于 ０∈σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)ꎬ则由引理 ２

知ꎬ存在 δ>０ 使得对所有的 ０< ｜ μ ｜ <δ 都有 ＡＢ－μＩ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ且 ｎ(ＡＢ－μＩ)＝ ｄ(ＡＢ－ μＩ)为大于 ０ 的常数ꎮ
因此ꎬ当 ｍ０ 充分大时ꎬ０< ｜λｍ０

｜ <δꎬ从而

λｍ０
∈σ(ＡＢ⊕ＢＡ) ＼σｗ(ＡＢ⊕ＢＡ)⊆ｉｓｏ σ(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎬ

即有λｍ０
∈ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎮ 所以存在 ０< ｜ μ０ ｜ <δ 使得 ＡＢ－μ０Ｉ 是可逆的ꎬ故对任意的 ０< ｜ μ ｜ <δ 都有

ｎ(ＡＢ－μＩ)＝ ｎ(ＡＢ－μ０Ｉ)＝ ０ꎬ
矛盾ꎮ 因此 ０∈ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎬ从而 ０∈π００(ＡＢ)ꎬ这蕴含 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＡＢ 成立ꎮ

(ｂ)⇒(ｃ)ꎮ 设 ０≠λ∈σ(ＢＡ) ＼σｗ(ＢＡ)ꎬ则 ０<ｎ(ＢＡ－λＩ)<∞ ꎮ 由引理 １ 可知 λ∈σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)ꎮ 因

此 λ∈ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎬ再次应用引理 １ 知ꎬλ∈ｉｓｏ σ(ＢＡ)ꎬ故有 λ∈π００(ＢＡ)ꎮ
若 ０∈σ(ＢＡ) ＼σｗ(ＢＡ)ꎬ则 ＢＡ 是不可逆的Ｗｅｙｌ 算子ꎬ故有 ０<ｎ(ＢＡ)<∞ ꎮ 需要证明 ０∈ｉｓｏ σ(ＢＡ)ꎮ 反

设 ０∉ｉｓｏ σ(ＢＡ)ꎬ则存在非 ０ 序列{λｍ}∞
ｍ＝１⊆σ(ＢＡ)使得 ｌｉｍ

ｍ→∞
λｍ ＝ ０ꎮ 因为 ０∈σ(ＢＡ) ＼σｗ(ＢＡ)ꎬ则由引理 ２

知存在 δ>０ 使得对所有的 ０< ｜ μ ｜ <δ 都有 ＢＡ－ μＩ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ且 ｎ(ＢＡ－ μＩ) >０ 是常数ꎬ因此当 ｍ０ 充分大

时ꎬ有 ０< ｜λｍ０
｜ <δꎬ再由引理 １ 知

λｍ０
∈σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)⊆ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎬ

即有λｍ０
∈ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎮ 所以存在 ０< ｜ μ０ ｜ <δ 使得 ＡＢ－μ０Ｉ 是可逆的ꎬ故对任意的 ０< ｜ μ ｜ <δ 都有

ｎ(ＢＡ－μＩ)＝ ｎ(ＡＢ－μＩ)＝ ｎ(ＡＢ－μ０Ｉ)＝ ０ꎬ
矛盾ꎮ 因此 ０∈ｉｓｏ σ(ＢＡ)ꎬ从而 ０∈π００(ＢＡ)ꎬ这蕴含 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＢＡ 成立ꎮ

(ｃ)⇒(ａ)ꎮ 若 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＢＡ 成立ꎬ则应用上面(ｂ)⇒(ｃ)的方法ꎬ可得 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＡＢ 也成

立ꎬ即有
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σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)⊆π００(ＡＢ)且 σ(ＢＡ) ＼σｗ(ＢＡ)⊆π００(ＢＡ)ꎬ
因此

σ(ＡＢ⊕ＢＡ) ＼σｗ(ＡＢ⊕ＢＡ)⊆[σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)]∪[σ(ＢＡ) ＼σｗ(ＢＡ)]
⊆π００(ＡＢ)∪π００(ＢＡ)
⊆π００(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎮ

(ｄ)⇔(ａ)ꎮ 首先证明对任意的 Ｃ∈Ｂ(ＫꎬＨ )ꎬ都有 σｗ(ＭＣ)＝ σｗ(ＡＢ)∪σｗ(ＢＡ)ꎮ 显然 σｗ(ＭＣ)⊆
σｗ(ＡＢ)∪σｗ(ＢＡ)ꎮ

设 λ∉σｗ(ＭＣ)ꎮ
情形 １　 若 λ≠０ꎬ则 ＡＢ－λＩ 是左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子且 ＢＡ－λＩ 是右 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ则由引理 １ꎬＢＡ－λＩ 也是

左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ故 ＢＡ－λＩ 是 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ从而有 ＡＢ－λＩ 也是 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎮ 因为

ＡＢ－λＩ Ｃ
０ ＢＡ－λＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

Ｉ ０
０ ＢＡ－λＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｉ Ｃ
０ Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ＡＢ－λＩ ０
０ Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１)

所以

０＝ ｉｎｄ
ＡＢ－λＩ Ｃ

０ ＢＡ－λＩ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｉｎｄ(ＡＢ－λＩ)＋ｉｎｄ(ＢＡ－λＩ)＝ ２ ｉｎｄ(ＡＢ－λＩ)ꎬ

故有 ＡＢ－λＩ 和 ＢＡ－λＩ 都是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ从而 λ∉σｗ(ＡＢ)∪σｗ(ＢＡ)ꎮ
情形 ２　 若 λ＝ ０ꎬ则 ＡＢ 是左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子且 ＢＡ 是右 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ故有 Ｂ 和 Ａ 都是 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ

ｉｎｄ(ＡＢ)＝ ｉｎｄ(ＢＡ)ꎬ从而

２ ｉｎｄ(ＡＢ)＝ ｉｎｄ(ＡＢ)＋ｉｎｄ(ＢＡ)＝ ｉｎｄ(ＭＣ)＝ ０ꎬ
则有 ０∉σｗ(ＡＢ)∪σｗ(ＢＡ)ꎮ

同理可以证明:对任意 Ｃ∈Ｂ(ＫꎬＨ )ꎬ都有

σ(ＭＣ)＝ σ(ＡＢ)∪σ(ＢＡ)ꎬ
则对任意 Ｃ∈Ｂ(ＫꎬＨ )ꎬ都有 σ(ＭＣ) ＼σｗ(ＭＣ)＝ σ(ＡＢ⊕ＢＡ) ＼σｗ(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎮ

容易验证 ｉｓｏ σ(ＭＣ)＝ ｉｓｏ σ(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎬ因此

σ(ＭＣ) ＼σｗ(ＭＣ)⊆ｉｓｏ σ(ＭＣ)⇔σ(ＡＢ⊕ＢＡ) ＼σｗ(ＡＢ⊕ＢＡ)⊆ｉｓｏ σ(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎬ
则有 σ(ＭＣ) ＼σｗ(ＭＣ)⊆π００(ＭＣ)⇔σ(ＡＢ⊕ＢＡ) ＼σｗ(ＡＢ⊕ＢＡ)⊆π００(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎮ

设 Ｔ＝Ｕ ｜Ｔ ｜是算子 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )的典型极分解ꎬ即 Ｕ 是唯一的部分等距算子满足 Ｎ(Ｕ)＝ Ｎ(Ｔ)成立ꎬ其

中 ｜Ｔ ｜ ＝ (Ｔ∗Ｔ)
１
２ 是正算子 Ｔ∗Ｔ 的唯一正平方根算子ꎮ 算子 Ｔ∈Ｂ (Ｈ )的广义 Ａｌｕｔｈｇｅ 变换算子

~Ｔ 定义为
~Ｔ ＝ ｜Ｔ ｜ ｓＵ ｜Ｔ ｜ ｔꎬ这里 ｓꎬｔ>０ 且 ｓ＋ｔ＝ １ꎮ

推论 １　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ则 Ｔ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理当且仅当
~Ｔ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ

证明　 记 Ｓ＝Ｕ ｜Ｔ ｜ ｔ 且 Ｒ＝ ｜Ｔ ｜ ｓꎬ则 Ｔ＝ＳＲ 且
~Ｔ ＝ＲＳꎬ故定理 １ 蕴含 Ｔ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理当且仅当

~Ｔ 满足
Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ

上面的推论 １ 还可以进一步拓广ꎬ即 Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理当且仅当
~Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎮ

引理 ３　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ则
(１) σ(Ｔ)＝ σ( ~Ｔ )且 σｗ(Ｔ)＝ σｗ(

~Ｔ )ꎻ
(２) π００(Ｔ)＝ π００(

~Ｔ )ꎮ
证明　 (１) 记 Ｓ＝Ｕ ｜Ｔ ｜ ｔ 且 Ｒ＝ ｜Ｔ ｜ ｓꎬ则由引理 １ 知

σ(Ｔ) ＼{０} ＝σ(ＳＲ) ＼{０} ＝σ(ＲＳ) ＼{０} ＝σ( ~Ｔ ) ＼{０}ꎬ (２)
且

σｗ(Ｔ) ＼{０} ＝σｗ(ＳＲ) ＼{０} ＝σｗ(ＲＳ) ＼{０} ＝σｗ(
~Ｔ ) ＼{０}ꎮ (３)

容易验证
０∈σｗ(Ｔ)⇔０∈σｗ(

~Ｔ )且 ０∈σ(Ｔ)⇔０∈σ( ~Ｔ )ꎮ (４)
事实上ꎬ若 Ｔ＝Ｕ ｜Ｔ ｜是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ则 ｜Ｔ ｜是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ故有 Ｕ ｜Ｔ ｜ ｔ 和 ｜Ｔ ｜ ｓ 都是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ因此

~Ｔ ＝ ｜Ｔ ｜ ｓＵ ｜Ｔ ｜ ｔ

是 Ｗｅｙｌ 算子ꎮ 反之ꎬ若 ~Ｔ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ则 ｜Ｔ ｜ ｔ 是左 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ从而 ｜ Ｔ ｜是 Ｗｅｙｌ 算子ꎮ 又由于 Ｒ( ｜ Ｔ ｜ ｔ)＝
Ｒ( ｜Ｔ ｜ )是闭子空间且 Ｕ 是从闭子空间 Ｒ( ｜Ｔ ｜ )到闭子空间 Ｒ(Ｔ)的酉算子ꎬ所以 Ｕ ｜ Ｔ ｜ ｔ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ故有
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Ｔ＝Ｕ ｜Ｔ ｜ ｔ ｜Ｔ ｜ ｓ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎮ 组合上面的(２)—(４)ꎬ可得
σ(Ｔ)＝ σ( ~Ｔ )且 σｗ(Ｔ)＝ σｗ(

~Ｔ )ꎮ (５)
(２) 因为(５)蕴含 ｉｓｏ σ(Ｔ)＝ ｉｓｏ σ( ~Ｔ )ꎬ只需证明对任意复数 λꎬ都有

０<ｎ( ~Ｔ －λＩ)<∞⇔０<ｎ(Ｔ－λＩ)<∞ ꎮ (６)
当 λ≠０ 时ꎬ由引理 １ 知

ｎ( ~Ｔ －λＩ)＝ ｎ(ＲＳ－λＩ)＝ ｎ(ＳＲ－λＩ)＝ ｎ(Ｔ－λＩ)ꎬ
故式(６)成立ꎮ 若 ｎ(Ｔ)＝ ０ꎬ则 Ｕ 是等距算子ꎬ故 ｎ( ~Ｔ )＝ ｎ( ｜Ｔ ｜ ｓＵ ｜Ｔ ｜ ｔ)＝ ０ꎮ 另一方面ꎬ若 ｎ( ~Ｔ )＝ ０ꎬ则 ｎ(Ｔ)＝
ｎ( ｜Ｔ ｜ )＝ ０ꎮ 显然 ｎ(Ｔ)≤ｎ( ~Ｔ )<∞ ꎮ 反之若 ｎ(Ｔ)<∞ ꎬ则 ｎ(Ｔ)＝ ｎ( ｜Ｔ ｜ )＝ ｎ(Ｕ ｜Ｔ ｜ ｔ)ꎬ故有 ｎ( ~Ｔ )<∞ ꎬ因此
π００(Ｔ)＝ π００(

~Ｔ )ꎮ
例 １ 说明“ＡＢ 满足 Ｗｅｙｌ 定理”与“ＢＡ 满足 Ｗｅｙｌ 定理”并不等价ꎮ

例 １　 令ℓ２:＝{(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬ􀆺):ｘｉ∈Ｃ 且∑
∞

ｉ ＝１
｜ ｘｉ ｜ ２<∞}ꎬ则 ℓ２是复可分希尔伯特空间ꎮ 定义算子 ＫꎬＳꎬＴ∈

Ｂ(ℓ ２)分别有下面的形式:

Ｋ(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬ􀆺)＝ ０ꎬ０ꎬ０ꎬ １
２
ｘ２ꎬ０ꎬ

１
３
ｘ３ꎬ０ꎬ

１
４
ｘ４ꎬ０ꎬ

１
５
ｘ５ꎬ􀆺

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｓ(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬ􀆺)＝ (０ꎬｘ１ꎬ０ꎬｘ２ꎬ０ꎬｘ３ꎬ０ꎬｘ４ꎬ􀆺)ꎬ
且

Ｔ(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬ􀆺)＝ (ｘ２ꎬｘ４ꎬｘ６ꎬｘ８ꎬ􀆺)ꎮ
令

Ａ＝
Ｉ ０
０ Ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :ℓ ２⊕ℓ ２→ℓ ２⊕ℓ ２ꎬ　 Ｂ＝

Ｋ ０
０ Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :ℓ ２⊕ℓ ２→ℓ ２⊕ℓ ２ꎬ

显然 ＴＳ＝ Ｉ 且 ＳＴ(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬ􀆺)＝ (０ꎬｘ２ꎬ０ꎬｘ４ꎬ０ꎬｘ６ꎬ０ꎬｘ８ꎬ􀆺)ꎬ则

ＡＢ＝
Ｋ ０
０ Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :ℓ ２⊕ℓ ２→ℓ ２⊕ℓ ２ꎬ　 ＢＡ＝

Ｋ ０
０ ＳＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :ℓ ２⊕ℓ ２→ℓ ２⊕ℓ ２ꎮ

容易验证下面 ３ 个结论成立:
(１) σ(Ｋ)＝ {０}ꎬ ｎ(Ｋ)＝ １ꎻ
(２) σ(ＡＢ)＝ σｗ(ＡＢ)＝ σ(ＢＡ)＝ σｗ(ＢＡ)＝ {０ꎬ１}ꎻ
(３) π００(ＡＢ)＝ {０}ꎬ π００(ＢＡ)＝ ⌀＝π００(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎮ
令

Ｃ０ ＝
Ｓ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ :Ｎ(ＢＡ)⊕Ｎ(ＢＡ)⊥→Ｒ(ＡＢ)⊥⊕Ｒ(ＡＢ)ꎬ

其中 Ｓ 是从 Ｎ(ＢＡ)到 Ｒ(ＡＢ)⊥上的可逆算子(由于 ｎ(ＢＡ)＝ ∞ ＝ｄ(ＡＢ))ꎮ 容易计算

σ(ＭＣ０
)＝ σｗ(ＭＣ０

)＝ {０ꎬ１}ꎬ　 ｎ(ＭＣ０
)＝ １ 且 π００(ＭＣ０

)＝ {０}ꎬ
则 ＢＡ 和 ＡＢ⊕ＢＡ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎬ但是 ＡＢ 和 ＭＣ０

不满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎮ
定理 ２　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ则下面命题成立:
(ａ) Ｔ⊕ ~Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎻ
(ｂ) Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎻ
(ｃ) ~Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎻ

(ｄ) ＮＣ:＝
Ｔ Ｃ

０ ~Ｔ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ :Ｈ⊕Ｈ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎬ其中 Ｃ∈Ｂ(Ｈ )是任意的ꎮ

证明　 容易验证:对任意的 Ｃ∈Ｂ(ＫꎬＨ )ꎬ都有

Ｎ
Ｔ－λＩ Ｃ

０ ~Ｔ －λＩ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ⊆

Ｎ(Ｔ－λＩ)
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

(Ｔ－λＩ) －１(Ｃｙ)
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (７)

成立ꎬ其中 ｙ∈Ｎ( ~Ｔ －λＩ)满足 Ｃｙ∈Ｒ(Ｔ－λＩ)且(Ｔ－λＩ) －１(Ｃｙ)⊆Ｎ(Ｔ－λＩ)⊥ꎬ(Ｔ－λＩ) －１表示 Ｔ－λＩ 的逆算子ꎬ

即是从Ｒ(Ｔ－λＩ)到 Ｎ(Ｔ－λＩ)⊥上的稠定闭算子ꎮ 因此由引理 ３ 知
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０<ｎ( ~Ｔ －λＩ)<∞⇔０<ｎ(Ｔ－λＩ)<∞⇔０<ｎ(ＮＣ－λＩ)<∞ ꎮ (８)
再由引理 ３ 可得 ｉｓｏ σ(Ｔ)＝ ｉｓｏ σ( ~Ｔ )ꎬ故有 ｉｓｏ σ(Ｔ)＝ ｉｓｏ σ( ~Ｔ )＝ ｉｓｏ σ(ＮＣ)ꎬ所以对任意的 Ｃ∈Ｂ(Ｈ )都有

π００(Ｔ)＝ π００(Ｔ⊕
~Ｔ )＝ π００(ＮＣ)ꎮ (９)

又由引理 ３ 知ꎬσ(Ｔ)＝ σ( ~Ｔ )且 σｗ(Ｔ)＝ σｗ(
~Ｔ )ꎬ这 ２ 个等式蕴含

σ(Ｔ)＝ σ( ~Ｔ )＝ σ(ＮＣ)且 σｗ(Ｔ)＝ σｗ(
~Ｔ )＝ σｗ(ＮＣ) (１０)

对任意的 Ｃ∈Ｂ(Ｈ )成立ꎬ因此由等式(９)和(１０)可得(ａ)⇒(ｂ)⇔(ｃ)⇒(ｄ)ꎮ
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