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摘要:利用具有抽象形式的 Ｃａｕｃｈｙ－Ｋｏｖａｌｅｖｓｋｙ 定理研究一个 ｒｏｔａｔｉｏｎ￣μ￣Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ 方程 Ｃａｕｃｈｙ 问题解的局部解析性ꎬ通
过推广的 Ｏｖｓｙａｎｎｉｋｏｖ 定理ꎬ讨论一个 ｒｏｔａｔｉｏｎ￣Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ 方程 Ｃａｕｃｈｙ 问题的解在某些 Ｓｏｂｏｌｅｖ－Ｇｅｖｒｅｙ 空间中的局部解

析性ꎬ并给出解析解存在的时间区间ꎮ
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１　 引言与主要结果

本文首先考虑 ｒｏｔａｔｉｏｎ￣μ￣Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ (Ｒ￣μ￣ＣＨ) 方程

ｍｔ＋ｕｍｘ＋２ｕｘｍ＋ｃｕｘ－
β０

β
ｕｘｘｘ＋

ω１

α２ ｕ
２ｕｘ＋

ω２

α３ ｕ
３ｕｘ ＝ ０ꎬ　 ｔ>０ꎬ　 ｘ∈Ｓ (１)

的 Ｃａｕｃｈｙ 问题解的局部解析性ꎬ其中ꎬｍ＝μ(ｕ)－ｕｘｘꎬ μ(ｕ)＝∫
Ｓ
ｕ( ｔꎬｘ)ｄｘꎬ Ｓ＝Ｒ / Ｚ≅(０ꎬ１)ꎮ 方程(１)中的各

参数具体如下:

ｃ＝ １＋Ω ２ －Ωꎬ　 α＝ ｃ２

１＋ｃ２ꎬ　 β０ ＝
ｃ(ｃ４＋６ｃ２－１)
６(ｃ２＋１) ２ ꎬ　 β＝ ３ｃ４＋８ｃ２－１

６(ｃ２＋１) ２ ꎬ
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ω１ ＝
－３ｃ(ｃ２－１)(ｃ２－２)

２(１＋ｃ２) ３ ꎬ　 ω２ ＝
(ｃ２－２)(ｃ２－１) ２(８ｃ２－１)

２(１＋ｃ２) ５ ꎬ

其中 Ω 是由地球自转引起的 Ｃｏｒｉｏｌｉｓ 效应产生的恒定旋转频率ꎮ 方程(１)是由 Ｍｏｏｎ[１]提出来的ꎬ同时作者

还说明了该方程在周期情形下不具有尖的行波解ꎮ 事实上ꎬ该方程可看成如下 ｒｏｔａｔｉｏｎ￣Ｃａｍａｓｓａ －Ｈｏｌｍ
(Ｒ￣ＣＨ)方程

ｍｔ＋ｕｍｘ＋２ｕｘｍ＋ｃｕｘ－
β０

β
ｕｘｘｘ＋

ω１

α２ ｕ
２ｕｘ＋

ω２

α３ ｕ
３ｕｘ ＝ ０ꎬ　 ｔ>０ꎬ　 ｘ∈Ｒ (２)

的一个 μ 形式推广ꎬ其中 ｍ＝ｕ－ｕｘｘꎬ αꎬ βꎬ β０ꎬ ω１ꎬ ω２ 和上述定义一样ꎮ 方程(２)是由 Ｇｕｉ 等[２]提出来的ꎬ描
述了具有 Ｃｏｒｉｏｌｉｓ 效应的流体在赤道区域中不可压缩浅水区中的运动ꎮ 它和浅水波方程 Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ
(ＣＨ)方程[３]类似ꎬ也具有形式上的双哈密顿结构ꎮ 许多学者已经对该方程的 Ｃａｕｃｈｙ 问题解的一些基本数

学性质进行了详细研究和探讨ꎬ比如证明了周期和非周期情形下解在不同能量空间的局部适定性以及解对

初值的不一致连续依赖性[４￣６]ꎮ 当 Ω ＝ ０ 时ꎬ通过一定的变换ꎬ方程(１)可化简为 μ￣Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ(μ￣ＣＨ)
方程[７]

μ(ｕｔ)－ｕｔｘｘ＋２μ(ｕ)ｕｘ ＝ ２ｕｘｕｘｘ＋ｕｕｘｘｘꎬ
方程(２)可化简为 Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ(ＣＨ)方程[３]

ｍｔ＋ｕｍｘ＋２ｕｘｍ＝ ０ꎬ　 ｍ＝ｕ－ｕｘｘꎮ
对于一个方程来说ꎬ研究其 Ｃａｕｃｈｙ 问题解的局部解析性是极其重要的ꎬ它不仅在研究方程解的适定性

方面起着很大作用ꎬ而且在弹性力学和流体力学方面也有着很强的应用ꎮ 诸多学者已经根据具有抽象形式

的 Ｃａｕｃｈｙ－Ｋｏｖａｌｅｖｓｋｙ 定理对一些方程 Ｃａｕｃｈｙ 问题解的局部解析性进行了详细的探讨[８￣９]ꎬ例如 Ｃａｍａｓｓａ－
Ｈｏｌｍ 方程[１０]和修正的 μ￣Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ 方程[１１] 等ꎮ 然而这一定理对于在 Ｓｏｂｏｌｅｖ－Ｇｅｖｒｅｙ 空间中研究解
析性是无效的ꎬ于是 Ｇａｌｓｔｉａｎ 等[１２] 建立了一个新的辅助函数ꎬ得到了推广的 Ｏｖｓｙａｎｎｉｋｏｖ 定理ꎬ同时利用这

个定理对一些 ＣＨ 型方程在 Ｓｏｂｏｌｅｖ－Ｇｅｖｒｅｙ 空间中的局部解析性进行了研究ꎮ
本文首先利用抽象的 Ｃａｕｃｈｙ－Ｋｏｖａｌｅｖｓｋｙ 定理[８￣９] 研究周期情形下 ｒｏｔａｔｉｏｎ￣μ￣Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ 方程即方

程(１)的 Ｃａｕｃｈｙ 问题解的局部解析性ꎻ然后ꎬ通过推广的 Ｏｖｓｙａｎｎｉｋｏｖ 定理[１２] 研究具有混合次非线性项的

ｒｏｔａｔｉｏｎ￣Ｃａｍａｓｓａ－Ｈｏｌｍ 方程即方程(２)的 Ｃａｕｃｈｙ 问题的解在 Ｓｏｂｏｌｅｖ－Ｇｅｖｒｅｙ 空间中的局部解析性ꎬ并给出

了解析解的存在区间ꎬ具体结论如下ꎮ
定理 １　 如果初值 ｕ０ 是 Ｓ 上的一个实解析函数ꎬ则存在 ε>０ 使得方程(１)的 Ｃａｕｃｈｙ 问题存在一个唯一

的解 ｕ( ｔꎬｘ)且其在(－εꎬε)×Ｓ 上是解析的ꎮ
注 １　 定理 １ 表明当初值是实解析的ꎬ对应方程 Ｃａｕｃｈｙ 问题的解ꎬ关于时间变量局部解析ꎬ关于空间变

量全局解析ꎮ

定理 ２　 假设 σ≥１ꎬ ｑ> ３
２
ꎬ若ｕ０∈Ｇ１

σꎬｑ(Ｒ)ꎬ则对于任意的 ０<δ<１ꎬ存在时间 Ｔ０ 使得方程(２)的 Ｃａｕｃｈｙ 问

题有唯一的解 ｕ∈Ｇ δ
σꎬｑ(Ｒ)ꎬ并且 ｜ ｔ ｜ <

Ｔ０(１－δ)σ

２σ－１
时该解解析ꎬ且 Ｔ０≈

１
‖ｕ０‖Ｇ１

σꎬｑ(Ｒ) ＋‖ｕ０‖２
Ｇ１
σꎬｑ(Ｒ) ＋‖ｕ０‖３

Ｇ１
σꎬｑ(Ｒ)

ꎮ

注 ２　 当 σ＝ １ 时ꎬｕ０ꎬｕ 被称为常规解析函数ꎬ进一步可以得到方程(２)的 Ｃａｕｃｈｙ 问题有类似于定理 １
的结论ꎮ

２　 定理 １ 的证明

２.１　 预备知识

首先ꎬ给出一个抽象形式的 Ｃａｕｃｈｙ－Ｋｏｖａｌｅｖｓｋｙ 定理ꎮ
定理 ３[８￣９] 　 假定{Ｅｓ} ０<ｓ<１ 是一族递减的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ也就是说对任意的 ０< ｓ′< ｓꎬ有 Ｅｓ⊂Ｅｓ′ꎬ且有

｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓ′≤｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓꎬ现考虑如下的 Ｃａｕｃｈｙ 问题

ｄｕ
ｄｔ

＝Ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))ꎬ

ｕ ｔ＝０ ＝ｕ０ꎮ

ì

î

í
ïï

ïï
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令 ＴꎬＲ 都是正数ꎬ对于给定的实解析函数 ｕ０ꎬ假设函数 Ｆ 满足下面的 ３ 个条件:
(１) 若对任意的函数 ｕ∈Ｅｓꎬ当 ０<ｓ′<ｓ<１ 时ꎬ函数 ｔ ｜→ｕ( ｔ)在 ｜ ｔ ｜ <Ｔ 上解析ꎬ在 ｜ ｔ ｜ <Ｔ 上连续ꎬ并且

ｓｕｐ
｜ ｔ ｜≤Ｔ

｜｜｜ ｕ( ｔ) ｜｜｜ ｓ<Ｒꎬ

那么函数 ｔ ｜→Ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))在 ｜ ｔ ｜ <Ｔ 上解析ꎮ

(２) 对任意的 ０<ｓ′<ｓ≤１ꎬ以及任意的 ｕꎬｖ∈Ｂ(ｕ０ꎬＲ)⊂Ｅｓꎬ存在一个依赖于初值 ｕ０ 和 Ｒ 的正数 Ｃꎬ使得

ｓｕｐ
｜ ｔ ｜≤Ｔ

｜｜｜Ｆ( ｔꎬｕ)－Ｆ( ｔꎬｖ) ｜｜｜ ｓ′≤
Ｃ

ｓ－ｓ′
｜｜｜ ｕ－ｖ ｜｜｜ ｓꎮ

(３) 存在一个正数 Ｍ>０ꎬ其中 Ｍ 依赖于初值 ｕ０ꎬ使得对任意的 ０<ｓ<１ꎬ有

ｓｕｐ
｜ ｔ ｜≤Ｔ

｜｜｜Ｆ( ｔꎬｕ０) ｜｜｜ ｓ≤
Ｍ
１－ｓ

ꎬ

则存在Ｔ０∈(０ꎬＴ)和唯一的函数 ｕ( ｔ)∈Ｅｓꎬ当 ｜ ｔ ｜ <(１－ｓ) Ｔ０ 时ꎬ其中 ０<ｓ<１ꎬ ｕ( ｔ)解析并且恰好是上述

Ｃａｕｃｈｙ 问题的解ꎮ
设 γ 为三次多项式方程(３)的实根[４]:

ｃ－
β０

β
－２γ＋

ω１

α２ γ
２－
ω２

α３ γ
３ ＝ ０ꎬ (３)

且考虑如下变换:

ｘ→ｘ－
β０

β
－γ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔꎬ　 ｕ→ｕ－γꎬ　 ｔ→ｔꎬ (４)

可以将方程(１)化为

μ(ｕｔ)－ｕｔｘｘ－ｕｕｘｘｘ＋２μ(ｕ)ｕｘ＋
β０

β
ｕｘ－２ｕｘｕｘｘ＋

３ω２γ２

α３ －
２ω１γ
α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｕｘ＋

ω１

α２ －
３ω２γ
α３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ２ｕｘ＋

ω２

α３ ｕ
３ｕｘ ＝ ０ꎬ (５)

为了计算方便ꎬ上述方程(５)的 Ｃａｕｃｈｙ 问题可以化为如下非局部形式:

ｕｔ ＝ － １
２

∂ｘ(ｕ２)－(μ－∂２
ｘ)

－１∂ｘＰꎬ　 ｘ∈Ｓꎬ ｔ>０ꎬ

ｕ(０ꎬｘ)＝ ｕ０(ｘ)ꎬ ｘ∈Ｓꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(６)

其中ꎬ

Ｐ(ｘꎬｔ)＝ ２μ(ｕ)ｕ＋ｃ１ｕ＋ｃ２ｕ２＋ｃ３ｕ３＋ｃ４ｕ４＋ １
２
ｕ２
ｘꎬ

ｃ１ ＝
β０

β
ꎬ　 ｃ２ ＝

３ω２γ２

２α３ －
ω１γ
α２ ꎬ　 ｃ３ ＝

ω１

３α２－
ω２γ
α３ ꎬ　 ｃ４ ＝

ω２

４α３ꎮ

下面介绍证明问题(６)解的局部解析性ꎬ即定理 １ 所需要的一些定义以及引理ꎮ
定义 １[１３] 　 称一个函数 ｗ:Ｒｎ→Ｒ 在点 ｘ０ ＝(ｘ０

１ꎬｘ０
２ꎬ􀆺ꎬｘ０

ｎ)是实解析的ꎬ若存在 ｒ>０ 以及常数{ｗα}使得

在 ｜ ｘ－ｘ０ ｜ <ｒ 内ꎬｗ(ｘ)＝∑
α
ｗα(ｘ－ｘ０) α 成立ꎬ其中 α 表示多重指标ꎮ

定义 ２[１０￣１１] 　 对于任意的 ｓ>０ꎬ定义空间:

Ｅｓ ＝ ｕ∈Ｃ∞ (Ｓ): ｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓ ＝ ｓｕｐ
ｋ∈Ｎ０

ｓｋ‖∂ｋｕ‖Ｈ ２(Ｓ)

ｋ! / (ｋ＋１) ２ <∞{ } ꎬ

其中ꎬＨ ２(Ｓ)表示具有二阶实指数的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间ꎬＮ０ 表示非负整数集ꎬ当为空间 Ｅｓ 赋予范数 ｜｜｜􀅰｜｜｜ ｓ 之后ꎬ
Ｅｓ 便成为 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ并对任意的 ０<ｓ′<ｓ 有嵌入关系 Ｅｓ⊂Ｅｓ′ꎬ从而有 ｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓ′≤｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓꎮ 另外ꎬ任何 ｕ∈Ｅｓ

在 Ｓ 上均为实解析函数ꎮ
定义 ３[１０￣１１] 　 对任意的 ｕꎬｖ∈Ｅｓꎬ定义

｜｜｜ (ｕꎬｖ) ｜｜｜ ｓ ＝ ｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓ＋ ｜｜｜ ｖ ｜｜｜ ｓꎮ
引理 １[１０ꎬ１４] 　 如果 ０<ｓ<１ꎬ那么存在一个常数 ｃ>０ꎬ其中 ｃ 不依赖于 ｓꎬ对任意的 ｕꎬｖ∈Ｅｓꎬ都有

｜｜｜ ｕｖ ｜｜｜ ｓ≤ｃ ｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓ＋ ｜｜｜ ｖ ｜｜｜ ｓꎮ
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引理 ２[１１] 　 根据范数 ｜｜｜􀅰｜｜｜ ｓ 的定义ꎬ存在一个常数 ｃ>０ꎬ使得

｜｜｜ μ(ｕ) ｜｜｜ ｓ ＝ ｜ μ(ｕ) ｜≤‖ｕ‖Ｌ２≤ｃ ｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓꎮ
引理 ３[１０￣１１] 　 存在常数 ｃ>０ꎬ使得对任意的 ０<ｓ′<ｓ<１ꎬ都有

｜｜｜ ∂ｘｕ ｜｜｜ ｓ′≤
ｃ

ｓ－ｓ′
｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓꎬ

｜｜｜ (μ－∂２
ｘ)

－１ｕ ｜｜｜ ｓ≤ｃ ｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓꎬ
｜｜｜ (μ－∂２

ｘ)
－１∂ｘｕ ｜｜｜ ｓ≤ｃ ｜｜｜ ｕ ｜｜｜ ｓꎮ

２.２　 定理 １ 的证明

利用定理 ３ 来证明定理 １ꎬ假设初值 ｕ０ 是 Ｓ 上的一个实解析函数ꎬ首先令

ｈ(ｕ)＝ ｕ２ꎬ　 Ｐ１ｕ＝ －∂ｘｕꎬ　 Ｐ２ｕ＝ －(μ－∂２
ｘ)

－１∂ｘｕꎬ
则可以把问题(６)中的方程化成下面的形式:

∂ｔｕ＝
１
２
Ｐ１ｈ(ｕ)＋Ｐ２ ２μ(ｕ)ｕ＋ｃ１ｕ＋ｃ２ｈ(ｕ)＋ｃ３ｕｈ(ｕ)＋ｃ４ｈ(ｈ(ｕ))＋

１
２
ｈ(Ｐ１ｕ)

é

ë
êê

ù

û
úú ꎮ

令 ｕ１ ＝ｕꎬ ｕ２ ＝Ｐ１ｕ＝ －∂ｘｕ１ꎬ则

∂ｔｕ１ ＝∂ｔｕ＝
１
２
Ｐ１ｈ(ｕ１)＋Ｐ２ ２μ(ｕ１)ｕ１＋ｃ１ｕ１＋ｃ２ｈ(ｕ１)＋ｃ３ｕ１ｈ(ｕ１)＋ｃ４ｈ(ｈ(ｕ１))＋

１
２
ｈ(ｕ２)

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ Ｈ１(ｕ１ꎬｕ２)ꎬ

进一步有

∂ｔｕ２ ＝
１
２
Ｐ２

１ｈ(ｕ１)＋Ｐ１Ｐ２ ２μ(ｕ１)ｕ１＋ｃ１ｕ１＋ｃ２ｈ(ｕ１)＋ｃ３ｕ１ｈ(ｕ１)＋ｃ４ｈ(ｈ(ｕ１))＋
１
２
ｈ(ｕ２)

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ Ｐ１(ｕ１ｕ２)＋Ｐ１Ｐ２ ２μ(ｕ１)ｕ１＋ｃ１ｕ１＋ｃ２ｈ(ｕ１)＋ｃ３ｕ１ｈ(ｕ１)＋ｃ４ｈ(ｈ(ｕ１))＋
１
２
ｈ(ｕ２)

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ Ｈ２(ｕ１ꎬｕ２)ꎬ

因此ꎬ问题(６)可以写成

∂ｔｕ１ ＝Ｈ１(ｕ１ꎬｕ２)ꎬ
∂ｔｕ２ ＝Ｈ２(ｕ１ꎬｕ２)ꎬ
ｕ１(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬ
ｕ２(ｘꎬ０)＝ －∂ｘｕ１(ｘꎬ０)＝ －∂ｘｕ０(ｘ)ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

定义

Ｕ＝(ｕ１ꎬｕ２)ꎬ
Ｈ(Ｕ)＝ Ｈ(ｕ１ꎬｕ２)＝ (Ｈ１(ｕ１ꎬｕ２)ꎬＨ２(ｕ１ꎬｕ２))ꎬ

则上述 Ｃａｕｃｈｙ 问题等价于下面的形式:
ｄＨ
ｄｔ

＝Ｈ( ｔꎬＵ( ｔ))ꎬ

Ｕ(０)＝ (ｕ０(ｘ)ꎬ－∂ｘｕ０(ｘ))ꎮ

ì

î

í
ïï

ïï

接下来证明问题(６)中的方程满足定理 ３ 中的条件(１)、(２)以及(３)ꎮ 根据定义 ３ꎬ可以得到

｜｜｜Ｈ(ｕ１ꎬｕ２) ｜｜｜ ｓ′ ＝ ｜｜｜Ｈ１(ｕ１ꎬｕ２) ｜｜｜ ｓ′＋ ｜｜｜Ｈ２(ｕ１ꎬｕ２) ｜｜｜ ｓ′ꎬ (７)
通过引理 １—３ 可得

｜｜｜Ｈ１(ｕ１ꎬｕ２) ｜｜｜ ｓ′≤
ｃ２

２(ｓ－ｓ′)
｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ２ｓ ＋２ｃ３ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ２ｓ ＋ｃ ｜ ｃ１ ｜ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ｓ＋ｃ２ ｜ ｃ２ ｜ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ２ｓ ＋ｃ３ ｜ ｃ３ ｜ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ３ｓ

＋ｃ４ ｜ ｃ４ ｜ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ４ｓ ＋
ｃ２

２
｜｜｜ ｕ２ ｜｜｜ ２ｓ

≤ｃ ｜ ｃ１ ｜Ｒ＋
ｃ２

２(ｓ－ｓ′)
＋２ｃ３＋ｃ２ ｜ ｃ２ ｜ ＋

ｃ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷Ｒ２＋ｃ３ ｜ ｃ３ ｜Ｒ３＋ｃ４ ｜ ｃ４ ｜Ｒ４

≤
ＣＲꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβ０ꎬβ

ｓ－ｓ′
ꎬ (８)

类似地ꎬ利用同样的方法可以得到
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｜｜｜Ｈ２(ｕ１ꎬｕ２) ｜｜｜ ｓ′≤
ｃ２

ｓ－ｓ′
｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ｓ ｜｜｜ ｕ２ ｜｜｜ ｓ＋

ｃ２

ｓ－ｓ′ [２ｃ２ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ２ｓ ＋ ｜ ｃ１ ｜ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ｓ＋ｃ ｜ ｃ２ ｜ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ２ｓ

＋ｃ２ ｜ ｃ３ ｜ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ３ｓ ＋ｃ３ ｜ ｃ４ ｜ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ４ｓ ＋
ｃ
２

｜｜｜ ｕ２ ｜｜｜ ２ｓ ]

≤
ＣＲꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβ０ꎬβ

ｓ－ｓ′
ꎬ (９)

于是结合 ０<ｓ－ｓ′<１ 以及式(７)—(９)可得 Ｈ(ｕ１ꎬｕ２)有界ꎬ从而定理 ３ 中条件(１)成立ꎮ 特别地ꎬ当 ｔ ＝ ０ 时ꎬ
式(８)、(９)依旧成立ꎬ从而问题(６)中的方程满足条件(３)ꎮ

下面证明问题(６)中的方程满足定理 ３ 中的条件(２)ꎬ令 ｜｜｜ｕ１－ｕ０ ｜｜｜ ｓ≤Ｒꎬ ｜｜｜ｕ２－(－ｕ′０) ｜｜｜ ｓ≤Ｒꎬ ｜｜｜ ｖ１－ｕ０ ｜｜｜ ｓ≤
Ｒꎬ ｜｜｜ ｖ２－(－ｕ′０) ｜｜｜ ｓ≤Ｒꎬ根据定义 ３ꎬ可以得到

｜｜｜Ｈ(ｕ１ꎬｕ２)－Ｈ(ｖ１ꎬｖ２) ｜｜｜ ｓ′ ＝ ｜｜｜Ｈ１(ｕ１ꎬｕ２)－Ｈ１(ｖ１ꎬｖ２) ｜｜｜ ｓ′＋ ｜｜｜Ｈ２(ｕ１ꎬｕ２)－Ｈ２(ｖ１ꎬｖ２) ｜｜｜ ｓ′ꎬ
根据引理 ３ꎬ有

　 ｜｜｜Ｈ１(ｕ１ꎬｕ２)－Ｈ１(ｖ１ꎬｖ２) ｜｜｜ ｓ′

≤ １
２

｜｜｜Ｐ１(ｕ２
１－ｖ２

１) ｜｜｜ ｓ′＋２ ｜｜｜Ｐ２[μ(ｕ１)ｕ１－μ(ｖ１)ｖ１] ｜｜｜ ｓ′＋ ｜｜｜Ｐ２ｃ１(ｕ１－ｖ１) ｜｜｜ ｓ′＋ ｜｜｜Ｐ２ｃ２(ｕ２
１－ｖ２

１) ｜｜｜ ｓ′

＋ ｜｜｜Ｐ２ｃ３(ｕ３
１－ｖ３

１) ｜｜｜ ｓ′＋ ｜｜｜Ｐ２ｃ４(ｕ４
１－ｖ４

１) ｜｜｜ ｓ′＋
１
２

｜｜｜Ｐ２(ｕ２
２－ｖ２

２) ｜｜｜ ｓ′

≤ １
２

ｃ
ｓ－ｓ′

｜｜｜ (ｕ１＋ｖ１)(ｕ１－ｖ１) ｜｜｜ ｓ＋２ｃ ｜｜｜ μ(ｕ１)(ｕ１－ｖ１) ｜｜｜ ｓ＋２ｃ ｜｜｜ μ(ｕ１－ｖ１)ｖ１ ｜｜｜ ｓ＋ｃ ｜ ｃ１ ｜ ｜｜｜ ｕ１－ｖ１ ｜｜｜ ｓ

＋ｃ ｜ ｃ２ ｜ ｜｜｜ (ｕ１＋ｖ１)(ｕ１－ｖ１) ｜｜｜ ｓ＋ｃ ｜ ｃ３ ｜ ｜｜｜ (ｕ２
１＋ｕ１ｖ１＋ｖ２

１)(ｕ１－ｖ１) ｜｜｜ ｓ

＋ｃ ｜ ｃ４ ｜ ｜｜｜ (ｕ３
１＋ｕ２

１ｖ１＋ｕ１ｖ２
１＋ｖ３

１)(ｕ１－ｖ１) ｜｜｜ ｓ＋
ｃ
２

｜｜｜ (ｕ２＋ｖ２)(ｕ２－ｖ２) ｜｜｜ ｓꎬ

进一步根据引理 １ 和引理 ２ꎬ有
　 ｜｜｜Ｈ１(ｕ１ꎬｕ２)－Ｈ１(ｖ１ꎬｖ２) ｜｜｜ ｓ′

≤ [ ｃ２

２(ｓ－ｓ′)
｜｜｜ ｕ１＋ｖ１ ｜｜｜ ｓ＋２ｃ３ ｜｜｜ ｕ１ ｜｜｜ ｓ＋２ｃ３ ｜｜｜ ｖ１ ｜｜｜ ｓ＋ｃ ｜ ｃ１ ｜ ＋ｃ２ ｜ ｃ２ ｜ ｜｜｜ ｕ１＋ｖ１ ｜｜｜ ｓ＋ｃ２ ｜ ｃ３ ｜ ｜｜｜ ｕ２

１＋ｕ１ｖ１＋ｖ２
１ ｜｜｜ ｓ

＋ｃ２ ｜ ｃ４ ｜ ｜｜｜ ｕ３
１＋ｕ１

２ｖ１＋ｕ１ｖ１
２＋ｖ１

３ ｜｜｜ ｓ ] × ｜｜｜ ｕ１－ｖ１ ｜｜｜ ｓ＋
ｃ２

２
｜｜｜ ｕ２＋ｖ２ ｜｜｜ ｓ× ｜｜｜ ｕ２－ｖ２ ｜｜｜ ｓ

≤ [ ｃ２

ｓ－ｓ′
( ｜｜｜ ｕ０ ｜｜｜ ｓ＋Ｒ)＋４ｃ３( ｜｜｜ ｕ０ ｜｜｜ ｓ＋Ｒ)＋ｃ ｜ ｃ１ ｜ ＋２ｃ２ ｜ ｃ２ ｜ ( ｜｜｜ ｕ０ ｜｜｜ ｓ＋Ｒ)＋３ｃ３ ｜ ｃ３ ｜ ( ｜｜｜ ｕ０ ｜｜｜ ｓ＋Ｒ) ２

　 ＋４ｃ４ ｜ ｃ４ ｜ ( ｜｜｜ ｕ０ ｜｜｜ ｓ＋Ｒ) ３ ] × ｜｜｜ ｕ１－ｖ１ ｜｜｜ ｓ＋ｃ２( ｜｜｜ ｕ′０ ｜｜｜ ｓ＋Ｒ)× ｜｜｜ ｕ２－ｖ２ ｜｜｜ ｓ

≤
ＣＲꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβ０ꎬβ

ｓ－ｓ′
｜｜｜ (ｕ１ꎬｕ２)－(ｖ１ꎬｖ２) ｜｜｜ ｓꎬ

结合上面的引理并用同样的方法进行估计ꎬ得
　 ｜｜｜Ｈ２(ｕ１ꎬｕ２)－Ｈ２(ｖ１ꎬｖ２) ｜｜｜ ｓ′
≤｜｜｜Ｐ１(ｕ１ｕ２－ｖ１ｖ２) ｜｜｜ ｓ′＋２ ｜｜｜Ｐ１Ｐ２[μ(ｕ１)ｕ１－μ(ｖ１)ｖ１] ｜｜｜ ｓ′＋ ｜｜｜Ｐ１Ｐ２ｃ１(ｕ１－ｖ１) ｜｜｜ ｓ′＋ ｜｜｜Ｐ１Ｐ２ｃ２(ｕ２

１－ｖ２
１) ｜｜｜ ｓ′

　 ＋ ｜｜｜Ｐ１Ｐ２ｃ３(ｕ３
１－ｖ３

１) ｜｜｜ ｓ′＋ ｜｜｜Ｐ１Ｐ２ｃ４(ｕ４
１－ｖ４

１) ｜｜｜ ｓ′＋
１
２

｜｜｜Ｐ１Ｐ２(ｕ２
２－ｖ２

２) ｜｜｜ ｓ′

≤
ＣＲꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβ０ꎬβ

ｓ－ｓ′
｜｜｜ (ｕ１ꎬｕ２)－(ｖ１ꎬｖ２) ｜｜｜ ｓꎬ

从而对任意的 ０<ｓ′<ｓ≤１ꎬ存在一个常数 Ｃ>０ꎬ使得对任意的 ｕ１ꎬｖ１∈Ｂ(ｕ０ꎬＲ)∈Ｅｓꎬ ｕ２ꎬｖ２∈Ｂ(ｕ０ꎬＲ)∈Ｅｓꎬ
都有

｜｜｜Ｈ(ｕ１ꎬｕ２)－Ｈ(ｖ１ꎬｖ２) ｜｜｜ ｓ′≤
Ｃ

ｓ－ｓ′
｜｜｜ (ｕ１ꎬｕ２)－(ｖ１ꎬｖ２) ｜｜｜ ｓꎮ
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问题(６)中的方程满足定理 ３ 中的条件(２)ꎬ由此可知问题(６)的方程满足定理 ３ 的 ３ 个条件ꎬ定理 １ 证毕ꎮ

３　 定理 ２ 的证明

３.１　 预备知识

首先ꎬ为了得到定理 ２ꎬ给出一个推广的 Ｏｖｓｙａｎｎｉｋｏｖ 定理ꎮ
定理 ４[１２] 　 假定{Ｘδ}０<δ<１是一族递减的Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ也就是说对任意的 δ′<δꎬ有Ｘδ<Ｘδ′且有‖ｕ‖δ′≤‖ｕ‖δꎬ

考虑如下 Ｃａｕｃｈｙ 问题:
ｄｕ
ｄｔ

＝Ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))ꎬ

ｕ(０)＝ ｕ０ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

令 ＴꎬＲ 都是正数ꎬσ≥１ꎬ对于给定的ｕ０∈Ｘ１ꎬ假设函数 Ｆ 满足下面的 ３ 个条件:
(１) 若对任意的函数 ｕ∈Ｘδꎬ当 ０<δ′<δ<１ 时ꎬ函数 ｔ ｜→ｕ( ｔ)在 ｜ ｔ ｜ <Ｔ 上解析ꎬ在 ｜ ｔ ｜ <Ｔ 上连续ꎬ并且

ｓｕｐ
｜ ｔ ｜ <Ｔ

‖ｕ( ｔ)‖δ<Ｒꎬ

那么函数 ｔ ｜→Ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))在 ｜ ｔ ｜ <Ｔ 上解析ꎮ

(２) 对任意的 ０<δ′<δ<１ꎬ以及任意的 ｕꎬｖ∈Ｂ(ｕ０ꎬＲ)⊂Ｘδꎬ存在一个常数 Ｌ>０ 使得

ｓｕｐ
｜ ｔ ｜ <Ｔ

‖Ｆ( ｔꎬｕ)－Ｆ( ｔꎬｖ)‖δ′≤
Ｌ

(δ－δ′) σ ‖ｕ－ｖ‖δꎬ

其中 Ｌ 依赖于初值 ｕ０ 和 Ｒꎮ
(３) 存在一个常数 Ｍ>０ꎬ其中 Ｍ 依赖于初值 ｕ０ꎬ使得对任意的 ０<δ<１ꎬ有

ｓｕｐ
｜ ｔ ｜ <Ｔ

‖Ｆ( ｔꎬ０)‖δ≤
Ｍ

(１－δ) σꎮ

则存在Ｔ０∈(０ꎬＴ)和唯一的函数 ｕ( ｔ)∈Ｘδꎬ当 ｜ ｔ ｜ <
Ｔ０(１－δ) σ

２σ－１
时ꎬ其中 ０<δ<１ꎬ ｕ( ｔ)解析并且恰好是上述

Ｃａｕｃｈｙ 问题的解ꎮ

注 ３　 实际上ꎬＴ０ ＝ｍｉｎ
１

２２σ＋４Ｌ
ꎬ (２σ－１)Ｒ
(２σ－１)２２σ＋３ＬＲ＋Ｍ{ }是解最大存在时间的一个下界ꎮ

注 ４　 当 σ＝ １ 时上述定理化简为定理 ３ 抽象形式的 Ｃａｕｃｈｙ－Ｋｏｖａｌｅｖｓｋｙ 定理[８￣９]ꎮ
为了估算方便ꎬ同样利用变换(４)ꎬ可以将方程(２)的 Ｃａｕｃｈｙ 问题化为如下形式[４]:

ｕｔ ＝Ｆ(ｕ):＝ － １
２

∂ｘ(ｕ２)－∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１Ｑꎬ　 ｘ∈Ｒꎬ ｔ>０ꎬ

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬ ｘ∈Ｒꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(１０)

其中

Ｑ(ｘꎬｔ)≐ｃ′１ｕ２＋
ｕ２
ｘ

２
＋ｃ′２ｕ３＋ｃ′３ｕ４ꎬ

且

ｃ′１ ＝ １＋
３γ２ω２

２α３ －
ω１γ
α２ ꎬ　 ｃ′２ ＝

ω１

３α２－
ω２γ
α３ ꎬ　 ｃ′３ ＝

ω２

４α３ꎬ

同时 γ 满足三次多项式方程(３)ꎮ
在这一部分ꎬ解析性的定义和上述定义 １ 一致ꎬ接下来ꎬ介绍 Ｓｏｂｏｌｅｖ－Ｇｅｖｒｅｙ 空间以及它的一些性质ꎮ
定义 ４[１５] 　 设 ｓ∈Ｒꎬ σꎬδ>０ 函数 ｆ∈Ｇ δ

σꎬｓ(Ｒｎ)当且仅当 ｆ∈Ｃ∞ (Ｒｎ)且满足

‖ｆ‖Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒｎ)＝ ( ∫

Ｒｎ
(１＋ ｜ ξ ｜ ２) ｓｅ２δ(１＋ ｜ ξ ｜ ２)

１
２σ ｜ ｆ^ (ξ) ｜ ２ｄξ )

１
２ <∞ ꎮ
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注 ５　 由于 ｅδＡ
１
σ ｆ＝Ｆ －１(ｅδ(１＋ ｜ ξ ｜ ２)

１
２σ ｆ^ )ꎬ于是可以推断出‖ｆ‖Ｇ δ

σꎬｓ(Ｒｎ)＝ ‖ｅδＡ
１
σ ｆ‖Ｈｓ(Ｒｎ)ꎬ又由于 Ｈ ｓ空间的完

备性ꎬ可知‖􀅰‖Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒｎ)是 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ

注 ６　 设 ０<δ′<δꎬ ０<σ′<σꎬ ｓ′< ｓꎬ则有嵌入关系 Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒｎ)⊂Ｇδ′

σꎬｓ(Ｒｎ)ꎬ Ｇ δ
σ′ꎬｓ(Ｒｎ)⊂Ｇ δ

σꎬｓ(Ｒｎ)以及

Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒｎ)⊂Ｇ δ

σꎬｓ′(Ｒｎ)ꎬ其中嵌入系数 Ｃ＝ １ꎮ
引理 ４[１２] 　 设 ｓ∈Ｒꎬ σ>０ꎬ则对任意的 ０<δ′<δꎬ有

‖∂ｘ ｆ‖Ｇ δ′
σꎬｓ(Ｒｎ)≤

ｅ－σσσ

(δ－δ′) σ‖ｆ‖Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒｎ)ꎮ

引理 ５[１２] 　 设 ｓ> １
２
ꎬ σ≥１ꎬ δ>０ꎬ则存在一个常数 Ｃｓ>０ꎬ对任意的 ｆꎬｇ∈Ｇ δ

σꎬｓ(Ｒ)ꎬ都有

‖ｆｇ‖Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒ)≤Ｃｓ‖ｆ‖Ｇ δ

σꎬｓ(Ｒ)‖ｇ‖Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒ)ꎮ

引理 ６[１２] 　 对于任意的 ｓ∈Ｒꎬ σꎬδ>０ꎬ ｕ∈Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒ)ꎬ有

‖∂ｘｕ‖Ｇ δ
σꎬｓ－１(Ｒ)≤‖ｕ‖Ｇ δ

σꎬｓ(Ｒ)ꎬ

‖(１－∂２
ｘ)

－１ｕ‖Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒ)＝ ‖ｕ‖Ｇ δ

σꎬｓ－２(Ｒ)≤‖ｕ‖Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒ)ꎬ

‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１ｕ‖Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒ)≤‖ｕ‖Ｇ δ

σꎬｓ－１(Ｒ)≤‖ｕ‖Ｇ δ
σꎬｓ(Ｒ)ꎮ

３.２　 定理 ２ 的证明

下面证明问题(１０)中的方程满足定理 ４ 中的条件(１)、(２)以及(３)ꎬ所有的函数空间都在 Ｒ 上ꎬ为了简

单起见ꎬ在下面省略 Ｒꎬ对于任意的 ０<δ′<δꎬ需要估计:

‖Ｆ(ｕ)‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤ １
２
‖∂ｘ(ｕ２)‖Ｇ δ′

σꎬｑ
＋‖∂ｘ(１－∂２

ｘ)
－１Ｑ‖Ｇ δ′

σꎬｑ
ꎬ

利用引理 ４ 以及引理 ５ꎬ有
１
２

‖∂ｘ(ｕ２)‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤ ｅ－σσσ

２(δ－δ′) σ ‖ｕ２‖Ｇ δ
σꎬｑ

≤Ｃｑ
ｅ－σσσ

２(δ－δ′) σ ‖ｕ‖２
Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ

结合引理 ６ 可以得到

‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１ｃ′１ｕ２‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤｜ ｃ′１ ｜‖ｕ２‖Ｇ δ′
σꎬｑ－１

≤｜ ｃ′１ ｜Ｃｑ‖ｕ‖２
Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ
类似地ꎬ可以得到

∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１ １
２
ｕ２
ｘ

Ｇ δ′
σꎬｑ

≤ １
２

‖ｕ２
ｘ‖Ｇ δ′

σꎬｑ－１
≤ １

２
Ｃｑ‖ｕ‖２

Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ

‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１ｃ′２ｕ３‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤｜ ｃ′２ ｜Ｃ ２
ｑ‖ｕ‖３

Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ

‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１ｃ′３ｕ４‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤｜ ｃ′３ ｜Ｃ ３
ｑ‖ｕ‖４

Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ
从而

‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１Ｑ‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤｜ ｃ′１ ｜Ｃｑ‖ｕ‖２
Ｇ δ
σꎬｑ

＋ １
２
Ｃｑ‖ｕ‖２

Ｇ δ
σꎬｑ

＋ ｜ ｃ′２ ｜Ｃｑ‖ｕ‖３
Ｇ δ
σꎬｑ

＋ ｜ ｃ′３ ｜Ｃｑ‖ｕ‖４
Ｇ δ
σꎬｑ

≤Ｃｑꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβꎬβ０(‖ｕ‖２
Ｇ δ
σꎬｑ

＋‖ｕ‖３
Ｇ δ
σꎬｑ

＋‖ｕ‖４
Ｇ δ
σꎬｑ

)ꎬ
又由于 δ－δ′<１ꎬ进一步有

‖Ｆ(ｕ)‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤ １
２
‖∂ｘ(ｕ２)‖Ｇ δ′

σꎬｑ
＋‖∂ｘ(１－∂２

ｘ)
－１Ｑ‖Ｇ δ′

σꎬｑ

≤Ｃｑꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβꎬβ０

(ｅ－σσσ＋２)‖ｕ‖２
Ｇ δ
σꎬｑ

＋２(‖ｕ‖３
Ｇ δ
σꎬｑ

＋‖ｕ‖４
Ｇ δ
σꎬｑ

)

２(δ－δ′) σ ꎬ

于是可以得出定理 ４ 中条件(１)成立ꎬ进一步可以得到问题(１０)的方程满足条件(３)ꎬ即存在 Ｍ>０ꎬ使得对

任意的 ０<δ<１ꎬ有

‖Ｆ(ｕ０)‖Ｇ δ
σꎬｑ

≤Ｃｑꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβꎬβ０

(ｅ－σσσ＋２)‖ｕ０‖２
Ｇ１
σꎬｑ

＋２(‖ｕ０‖３
Ｇ１
σꎬｑ

＋‖ｕ０‖４
Ｇ１
σꎬｑ

)

２(１－δ) σ ꎬ
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其中 Ｍ＝Ｃｑꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβꎬβ０

ｅ－σσσ

２
＋１æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ０‖２

Ｇ１
σꎬｑ

＋‖ｕ０‖３
Ｇ１
σꎬｑ

＋‖ｕ０‖４
Ｇ１
σꎬｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

下面证明问题(１０)中的方程满足定理 ４ 中的条件(２)ꎬ假设‖ｕ－ｕ０‖Ｇ δ
σꎬｑ

≤Ｒꎬ ‖ｖ－ｕ０‖Ｇ δ
σꎬｑ

≤Ｒꎬ根据引

理 ４ 有

‖Ｆ(ｕ)－Ｆ(ｖ)‖Ｇ δ′
σꎬｑ

＝ － １
２

∂ｘ(ｕ２－ｖ２)－∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１[Ｑ(ｘꎬｔ)－Ｍ(ｘꎬｔ)]
Ｇ δ′
σꎬｑ

≤ ｅ－σσσ

２(δ－δ′) σ ‖(ｕ＋ｖ)(ｕ－ｖ)‖Ｇ δ
σꎬｑ

＋‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１[Ｑ(ｘꎬｔ)－Ｍ(ｘꎬｔ)]‖Ｇ δ′
σꎬｑ

ꎬ

其中

Ｍ(ｘꎬｔ)≐ｃ′１ｖ２＋
ｖ２
ｘ

２
＋ｃ′２ｖ３＋ｃ′３ｖ４ꎬ

且

Ｑ(ｘꎬｔ)－Ｍ(ｘꎬｔ)＝ ｃ′１(ｕ２－ｖ２)＋ １
２
(ｕ２

ｘ－ｖ２
ｘ)＋ｃ′２(ｕ３－ｖ３)＋ｃ′３(ｕ４－ｖ４)ꎮ

根据引理 ５ 可以得到

‖(ｕ＋ｖ)(ｕ－ｖ)‖Ｇ δ
σꎬｑ

≤Ｃｑ‖ｕ＋ｖ‖Ｇ δ
σꎬｑ

‖ｕ－ｖ‖Ｇ δ
σꎬｑ

≤Ｃｑ(２‖ｕ０‖Ｇ δ
σꎬｑ

＋２Ｒ)‖ｕ－ｖ‖Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ
另外通过引理 ４—６ 有

‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１ｃ′１(ｕ２－ｖ２)‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤｜ ｃ′１ ｜‖(ｕ＋ｖ)(ｕ－ｖ)‖Ｇ δ′
σꎬｑ－１

≤｜ ｃ′１ ｜Ｃｑ(２‖ｕ０‖Ｇ δ
σꎬｑ

＋２Ｒ)‖ｕ－ｖ‖Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ
类似地ꎬ有

∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１ １
２
(ｕ２

ｘ－ｖ２
ｘ)

Ｇ δ′
σꎬｑ

≤ １
２
Ｃｑ‖(ｕｘ＋ｖｘ)(ｕｘ－ｖｘ)‖Ｇ δ′

σꎬｑ－１

≤Ｃｑ(‖ｕ０‖Ｇ δ
σꎬｑ

＋Ｒ)‖ｕ－ｖ‖Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ

‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１ｃ′２(ｕ３－ｖ３)‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤｜ ｃ′２ ｜Ｃｑ‖(ｕ２＋ｕｖ＋ｖ２)(ｕ－ｖ)‖Ｇ δ′
σꎬｑ－１

≤６ ｜ ｃ′２ ｜Ｃ ２
ｑ(‖ｕ０‖２

Ｇ δ
σꎬｑ

＋Ｒ２)‖ｕ－ｖ‖Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ

‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１ｃ′３(ｕ４－ｖ４)‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤｜ ｃ′３ ｜Ｃｑ‖(ｕ３＋ｕ２ｖ＋ｕｖ２＋ｖ３)(ｕ－ｖ)‖Ｇ δ′
σꎬｑ－１

≤１６ ｜ ｃ′ ｜Ｃ ３
ｑ(‖ｕ０‖３

Ｇ δ
σꎬｑ

＋Ｒ３)‖ｕ－ｖ‖Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ

从而可以得到

　 ‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１[Ｑ(ｘꎬｔ)－Ｍ(ｘꎬｔ)]‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤Ｃｑꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβꎬβ０[３(‖ｕ０‖Ｇ δ
σꎬｑ

＋Ｒ)＋６(‖ｕ０‖２
Ｇ δ
σꎬｑ

＋Ｒ２)＋１６(‖ｕ０‖３
Ｇ δ
σꎬｑ

＋Ｒ３)]‖ｕ－ｖ‖Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ
综合上述估计可得

‖Ｆ(ｕ)－Ｆ(ｖ)‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤ ｅ－σσσ

２(δ－δ′)σ ‖(ｕ＋ｖ)(ｕ－ｖ)‖Ｇ δ
σꎬｑ

＋‖∂ｘ(１－∂２
ｘ)

－１[Ｑ(ｘꎬｔ)－Ｍ(ｘꎬｔ)]‖Ｇ δ′
σꎬｑ

≤Ｃｑꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβꎬβ０

(ｅ－σσσ＋３)(‖ｕ０‖Ｇ１
σꎬｑ

＋Ｒ)＋６(‖ｕ０‖２
Ｇ１
σꎬｑ

＋Ｒ２)＋１６(‖ｕ０‖３
Ｇ１
σꎬｑ

＋Ｒ３)

(δ－δ′)σ ‖ｕ－ｖ‖Ｇ δ
σꎬｑ

ꎬ

以上就证明了定理 ４ 中的条件(２)ꎬ并且

Ｌ＝Ｃｑꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβꎬβ０[(ｅ
－σσσ＋３)(‖ｕ０‖Ｇ１

σꎬｑ
＋Ｒ)＋６(‖ｕ０‖２

Ｇ１
σꎬｑ

＋Ｒ２)＋１６(‖ｕ０‖３
Ｇ１
σꎬｑ

＋Ｒ３)]ꎮ

根据定理 ４ 以及注 ２ 知ꎬ存在Ｔ０∈(０ꎬＴ)和唯一的解 ｕ( ｔ)∈Ｇ δ
σꎬｑꎬ当 ｜ ｔ ｜ <

Ｔ０(１－δ) σ

２σ－１
时ꎬ其中 ０<δ<１ꎬ ｕ( ｔ)解

析ꎬ且 Ｔ０ ＝ｍｉｎ
１

２２σ＋４Ｌ
ꎬ (２σ－１)Ｒ
(２σ－１)２２σ＋３ＬＲ＋Ｍ{ } ꎮ 设 Ｒ＝‖ｕ０‖Ｇ１

σꎬｑ
ꎬ由以上证明可知

Ｌ＝Ｃｑꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβꎬβ０[２(ｅ
－σσσ＋３)‖ｕ０‖Ｇ１

σꎬｑ
＋１２‖ｕ０‖２

Ｇ１
σꎬｑ

＋３２‖ｕ０‖３
Ｇ１
σꎬｑ

]ꎬ
通过简单估算可知 Ｍ≤２２σ＋３ＬＲꎬ于是有
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Ｔ０ ＝
１

２２σ＋５Ｃｑꎬγꎬω１ꎬω２ꎬαꎬβꎬβ０[(ｅ
－σσσ＋３)‖ｕ０‖Ｇ１

σꎬｑ
＋６‖ｕ０‖２

Ｇ１
σꎬｑ

＋１６‖ｕ０‖３
Ｇ１
σꎬｑ

]
ꎬ

定理 ２ 证毕ꎮ
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