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调和映射空间Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α

黄琼ꎬ唐树安∗

(贵州师范大学数学科学学院ꎬ 贵州 贵阳 ５５０００１)

摘要:引进单位圆盘 Ｄ 上的一类调和空间 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α并给出这个空间的一些基本性质ꎬ然后将经典 Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｗｏｏｄ 定理推广至

调和映射情形ꎮ 考虑小调和空间 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０并证明它是空间 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α的一个闭子空间并给出一个判别准则ꎮ
关键词:调和 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α空间ꎻ小调和 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０空间ꎻＨａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｗｏｏｄ 定理
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Ｈꎬ１－αꎬ０ꎬ ａｎｄ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｉｔ ｉｓ ａ ｃｌｏｓｅｄ ｓｕｂｓｐａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α ａｎｄ ｐｒｏｖｉｄｅ ａ ｃｒｉｔｅｉｔｏｎ ｆｏｒ

ｂｅｌｏｎｇｉｎｇ ｔｏ Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０ .

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｈａｒｍｏｎｉｃ Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α ｓｐａｃｅꎻ ｔｈｅ ｌｉｔｔｌｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－αꎬ０ ｓｐａｃｅꎻ Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｗｏｏｄ ｔｈｅｏｒｅｍ

１　 研究背景及主要结果

用 Ｄ＝{ｚ∈Ｃ: ｜ ｚ ｜ <１}表示开单位圆盘ꎬ􀭺Ｄ＝{ ｚ∈Ｃ: ｜ ｚ ｜ ≤１}表示闭单位圆盘ꎬＨ(Ｄ)表示 Ｄ 上的所有解

析函数组成的空间ꎮ 如果 Ｄ 内的一个复值函数 ｈ 满足拉普拉斯方程

Δｈ＝ ４ｈｚ􀭰ｚ ＝ ０ꎬ
则称它是调和的ꎬ其中 ｈｚ􀭰ｚ表示 ｈ 的混合复数二阶偏导数ꎮ 单位圆 Ｄ 内的调和映射 ｈ 具有标准的分解 ｈ ＝ ｆ＋􀭵ｇꎬ
其中 ｆ 和 ｇ 在 Ｄ 内解析且 ｇ(０)＝ ０ꎮ 更多调和映射的知识见文献[１]ꎮ

调和映射是解析函数的自然推广ꎬ近年来ꎬ很多专家学者对经典解析函数空间的调和扩展进行了大量的

研究ꎬ得到了很多重要而有趣的结果ꎮ Ａｌｊｕａｉｄ 等[２￣３] 研究调和 α￣Ｂｌｏｃｈ 空间以及调和 Ｚｙｇｍｕｎｄ 空间 ＺＨꎬ文
献[４]研究调和 ＶＨ空间ꎬ文献[５] 研究调和 Ｑ 型空间ꎬＣｈｅｎ 等[６]研究调和 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ￣ｔｙｐｅ 空间ꎮ 更多相关研

究见文献[７]ꎮ 本文将研究一类调和的光滑函数空间 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ首先给出一些相关定义ꎮ

设 ０<ｐ<∞ ꎬ ｆ∈Ｈ(Ｄ)ꎬ如果

ｓｕｐ
０<ｒ<１

Ｍｐ(ｒꎬ ｆ)<∞ ꎬ

则称 ｆ 属于 Ｈ ｐ空间ꎬ这里
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Ｍｐ(ｒꎬ ｆ)＝ ( １
２π ∫

２π

０
｜ ｆ(ｒ ｅｉθ) ｜ ｐｄθ )

１
ｐ ꎮ

关于经典解析 Ｈ ｐ空间的性质ꎬ见文献[８]ꎮ
设 １≤ｐ<∞ ꎬ ０≤α≤１ꎬ空间 Ｈ ｐ

１－α定义为

Ｈ ｐ
１－α ＝{ ｆ∈Ｈ(Ｄ):‖ｆ‖１－αꎬｐ ＝ ｓｕｐ

ｚ∈Ｄ
(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－αＭｐ( ｜ ｚ ｜ ꎬ ｆ ′)<∞ }ꎮ

当 α＝ ０ 时ꎬ此空间称为 Ｆｐ 空间[９]ꎬ当 α＝ １ 时ꎬ此空间是 Ｓ ｐ空间ꎬ且
Ｓ ｐ⊂Ｈ ｐ

１－α⊂Ｆｐꎮ
用 Ｈ ｐ

１－αꎬ０表示小 Ｈ ｐ
１－α空间ꎬ由所有 ｆ∈Ｈ ｐ

１－α组成并满足

ｓｕｐ
ｒ→１

(１－ｒ２) １－αＭｐ(ｒꎬ ｆ ′)＝ ０ꎮ

本文将研究解析函数空间 Ｈ ｐ
１－α的调和推广ꎬ首先给出调和映射空间 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α的定义ꎮ 设 １≤ｐ<∞ ꎬ ０≤
α≤１ꎬ ｈ 是 Ｄ 上的调和映射ꎬｚ∈Ｄ 且 ｜ ｚ ｜ ＝ ｒꎬ如果

‖ｈ‖∗ ＝ ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－αＭｐ(ｒꎬｈｚ＋ｈ􀭰ｚ)<∞ ꎬ (１)

则称 ｈ 属于调和 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α空间ꎮ 其中

Ｍｐ(ｒꎬｈｚ＋ｈ􀭰ｚ)＝ ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｒ ｅｉθ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｒ ｅ

ｉθ) ｜ ) ｐｄθ )
１
ｐ ꎮ

如果调和映射 ｈ∈Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α且满足

ｌｉｍ
｜ ｚ ｜→１

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ ＝ ０ꎬ

则称 ｈ 属于小调和 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０空间ꎮ 如果 ｈ∈Ｈ(Ｄ)ꎬ那么 ｈ􀭰ｚ ＝ ０ꎬ因此调和映射空间 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α与 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０和解析

函数空间 Ｈ ｐ
１－α与 Ｈ ｐ

１－αꎬ０重合ꎮ
本文给出调和映射空间 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α的一些基本刻画ꎬ首先证明在一定范数下ꎬ它成为 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ
定理 １　 设 １≤ｐ<∞ ꎬ ０≤α≤１ꎬ Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α空间在范数

‖ｈ‖＝ ｜ ｈ(０) ｜ ＋‖ｈ‖∗

下是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ
接下来证明 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α具有 Ｍöｂｉｕｓ 不变性ꎮ
定理 ２　 设 １≤ｐ<∞ ꎬ ０≤α≤１ꎮ Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α是一个 Ｍöｂｉｕｓ 不变空间ꎮ
设 φ∈Ｌｐ(０ꎬ２π)ꎬ １≤ｐ<∞ ꎬ ０<α≤１ꎮ 如果 ωｐ( ｔ)＝ Ｏ( ｔα)ꎬ则称 φ 属于空间 Λｐ

αꎮ 这里

ωｐ( ｔ)＝ ωｐ( ｔꎻφ)＝ ｓｕｐ
０<ｈ≤ｔ

( ∫２π

０
｜φ(ｘ＋ｈ)－φ(ｘ) ｜ ｐｄｘ )

１
ｐ

称为 ｐ 阶连续积分模ꎮ 著名的 Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ 定理给出了函数空间 Λｐ
α 一个充分必要的刻画ꎮ

定理 ３[８] (Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ)　 设 １≤ｐ<∞ ꎬ ０≤α≤１ꎬ ｆ∈Ｈ ｐꎬ则 ｆ(ｅｉθ)∈Λｐ
α当且仅当 ｆ∈Ｈ ｐ

１－αꎮ
本文将定理 ３ 推广至调和映射情形ꎮ
定理 ４　 设 １≤ｐ<∞ ꎬ ０≤α≤１ꎬ ｈ(ｚ)是 Ｄ 上的调和映射ꎬ则 ｈ(ｅｉθ)∈Λｐ

α当且仅当 ｈ∈Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎮ

对于小调和映射空间 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０ꎬ证明它是一个闭子空间ꎮ

定理 ５　 设 １≤ｐ<∞ ꎬ Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０是 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α 的一个闭子空间ꎮ
本文也给出 ｈ∈Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－αꎬ０的一个判别准则ꎮ
定理 ６　 设 １≤ｐ<∞ ꎬ ｈ∈Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－αꎬ则 ｈ∈Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０当且仅当‖ｈｔ－ｈ‖∗→０ꎬ ｔ→１ꎬ其中 ｈｔ(ｚ)＝ ｈ( ｔｚ)ꎬ这里

ｚ∈Ｄꎬ ｔ∈(０ꎬ１)ꎮ

２　 调和映射空间 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α的基本性质

本章将证明调和映射空间 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间并具有 Ｍöｂｉｕｓ 不变性ꎮ 如果 ｈ 在 Ｄ 上解析ꎬ则



　 第 １２ 期 黄琼ꎬ等:调和映射空间 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α １５１　　 　

ｈ􀭰ｚ ＝ ０ꎬ因此‖ｈ‖∗ ＝‖ｆ‖１－αꎬｐꎮ 当 ｈ 是 Ｄ 上的调和映射ꎬ由标准分解有 ｈ＝ ｆ＋􀭵ｇꎬ直接计算得到 ｈｚ ＝ ｆ ′ꎬ ｈ􀭰ｚ ＝􀭵ｇ′ꎬ
所以式(１)可以写为

‖ｈ‖∗ ＝ ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｆ ′(ｒ ｅｉθ) ｜ ＋ ｜ ｇ′(ｒ ｅｉθ) ｜ ｐｄθ )

１
ｐ <∞ ꎮ

因此可以得到

１
２
(‖ｆ‖１－αꎬｐ＋‖ｇ‖１－αꎬｐ)≤ｍａｘ{‖ｆ‖１－αꎬｐꎬ‖ｇ‖１－αꎬｐ}≤‖ｈ‖∗≤‖ｆ‖１－αꎬｐ＋‖ｇ‖１－αꎬｐꎮ (２)

定理 １ 的证明　 假设{ｈｎ}是 Ｃａｕｃｈｙ 列ꎮ 只需要证明存在 ｈ∈Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ使得‖ｈｎ－ｈ‖→０ꎬ当 ｎ→∞ꎬ对

任意的 ｎ∈Ｎꎬ设 ｆｎꎬｇｎ∈Ｈ ｐ
１－αꎬ ｇｎ(０)＝ ０ꎬ ｈｎ ＝ ｆｎ＋􀭵ｇｎꎮ 对 ε>０ꎬ由于{ｈｎ}是 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α中的 Ｃａｕｃｈｙ 列ꎬ因此存在

Ｎ∈Ｎꎬ使得当 ｎꎬｍ≥Ｎ 时ꎬ有
‖ｈｎ－ｈｍ‖<εꎬ

由式(２)ꎬ对于所有的 ｎꎬｍ≥Ｎꎬ有
‖ｆｎ－ｆｍ‖１－αꎬｐ≤‖ｈｎ－ｈｍ‖<εꎬ
‖ｇｎ－ｇｍ‖１－αꎬｐ≤‖ｈｎ－ｈｍ‖<εꎬ

因此{ ｆｎ}和{ｇｎ}是 Ｈ ｐ
１－α中的 Ｃａｕｃｈｙ 列ꎮ 注意到 Ｈ ｐ

１－α空间在范数

‖ｆ‖Ｈ ｐ
１－α

＝ ｜ ｆ(０) ｜ ＋‖ｆ‖１－αꎬｐ

下是 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ所以存在 ｆꎬｇ∈Ｈ ｐ
１－αꎬ使得

‖ｆｎ－ｆ‖Ｈ ｐ
１－α

→０ꎬ　 ‖ｇｎ－ｇ‖Ｈ ｐ
１－α

→０ꎬ　 ｎ→∞ꎮ

注意到对所有的 ｎ∈Ｎꎬ ｇｎ(０)＝ ０ꎬ所以 ｇ(０)＝ ０ꎮ
设 ｈ＝ ｆ＋􀭵ｇꎬ由式(２)ꎬ有 ｈ∈Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－αꎮ 下面证明

ｌｉｍ
ｎ→∞

‖ｈｎ－ｈ‖＝０ꎮ (３)

实际上ꎬ对任意给定的 ε>０ꎬ存在 Ｎ∈Ｎꎬ使得对所有的 ｎ≥Ｎꎬ有

‖ｆｎ－ｆ‖Ｈ ｐ
１－α

< ε
２
ꎬ　 ‖ｇｎ－ｇ‖Ｈ ｐ

１－α
< ε
２
ꎮ

所以对所有的 ｎ≥Ｎꎬ有
‖ｈｎ－ｈ‖＝ ｜ ｆｎ(０)＋􀭵ｇｎ(０)－ｆ(０)－􀭵ｇ(０) ｜

＋ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α { １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｆ ′ｎ(ｚ)－ｆ ′(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｇ′ｎ(ｚ)－ｇ′(ｚ) ｜ ) ｐｄθ }

１
ｐ

≤｜ ｆｎ(０)－ｆ(０) ｜ ＋ ｜ ｇｎ(０)－ｇ(０) ｜

＋ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α { １
２π ∫

２π

０
｜ ｆ ′ｎ(ｚ)－ｆ ′(ｚ) ｜ ｐｄθ }

１
ｐ

＋ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α { １
２π ∫

２π

０
｜ ｇ′ｎ(ｚ)－ｇ′(ｚ) ｜ ｐｄθ }

１
ｐ

＝‖ｆｎ－ｆ‖Ｈ ｐ
１－α

＋‖ｇｎ－ｇ‖Ｈ ｐ
１－α

< ε
２
＋ ε
２

＝εꎬ

因此ꎬ式(３)成立ꎬ这说明调和映射空间 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α在范数‖ｈ‖＝ ｜ ｈ(０) ｜ ＋‖ｈ‖∗下是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ 定理

证明完毕ꎮ
下面开始证明调和映射空间 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α具有 Ｍöｂｉｕｓ 不变性ꎮ
定理 ２ 的证明　 设 ｂ∈Ｄꎮ 对任意 ｚ＝ ｒ ｅｉθ∈Ｄꎬ令

φｂ(ｚ)＝
ｂ－ｚ
１－􀭵ｂｚ

ꎮ

为说明 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－α具有 Ｍöｂｉｕｓ 不变性ꎬ只需证明对于任意 ｈ∈Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－αꎬ都有ｈ 􀳱φｂ∈Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎮ

通过简单计算ꎬ得到
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｜φ′ｂ(ｚ) ｜ ＝ １－ ｜ ｂ ｜ ２

｜ １－􀭵ｂｚ ｜ ２
ꎬ

１－ ｜φｂ(ｚ) ｜ ２ ＝(１－ ｜ ｂ ｜ ２)(１－ ｜ ｚ ｜ ２)
｜ １－􀭵ｂｚ ｜ ２

＝(１－ ｜ ｚ ｜ ２) ｜φ′ｂ(ｚ) ｜ ꎮ

因此

∂
∂ｚ

(ｈ 􀳱φｂ)(ｚ) ＝ ｜φ′ｂ(ｚ)(ｈｚ 􀳱φｂ)(ｚ) ｜ ꎬ

∂
∂􀭰ｚ

(ｈ 􀳱φｂ)(ｚ) ＝ ｜φ′ｂ(ｚ)(ｈ􀭰ｚ 􀳱φｂ)(ｚ) ｜ ꎬ

所以

‖(ｈ 􀳱φｂ)(ｚ)‖∗ ＝ ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜φ′ｂ(ｚ)(ｈｚ 􀳱φｂ)(ｚ) ｜ ＋ ｜φ′ｂ(ｚ)(ｈ􀭰ｚ 􀳱φｂ)(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ ꎮ

作变量替换 ｒ ｅｉ ｔ ＝φｂ(ｚ)ꎬ有
　 ‖(ｈ 􀳱φｂ)(ｚ)‖∗

＝ ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜φｂ(ｒ ｅｉ ｔ) ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｒ ｅｉ ｔ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｒ ｅ

ｉ ｔ) ｜ ) ｐ ｜φ′ｂ[φｂ(ｒ ｅｉ ｔ)] ｜ ｐ ｜φ′ｂ(ｒ ｅｉ ｔ) ｜ ｄｔ )
１
ｐ

＝ ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜ ｒ ｅｉ ｔ ｜ ２) １－α ｜φ′ｂ(ｒ ｅｉ ｔ) ｜ １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｒ ｅｉ ｔ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｒ ｅ

ｉ ｔ) ｜ ) ｐ ｜φ′ｂ(ｒ ｅｉ ｔ) ｜ １－ｐｄｔ )
１
ｐ

≤ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜ ｒ ｅｉ ｔ ｜ ２) １－α １＋ ｜ ｂ ｜
１－ ｜ ｂ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

１－α １＋ ｜ ｂ ｜
１－ ｜ ｂ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｐ －１

( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｒ ｅｉ ｔ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｒ ｅ

ｉ ｔ) ｜ ) ｐｄｔ )
１
ｐ

＝ １＋ ｜ ｂ ｜
１－ ｜ ｂ ｜

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｐ －α

‖ｈ‖∗ꎮ

因此ｈ 􀳱φｂ∈Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎮ 所以调和 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α空间具有 Ｍöｂｉｕｓ 不变性ꎮ 证毕ꎮ

３　 Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ 定理的调和推广

证明定理 ４ꎬ这个结果将经典的 Ｈａｒｄｙ－Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ 定理推广至调和映射情形ꎮ
定理 ４ 的证明　 设‖ｈ‖∗<∞ ꎮ 设 ｈ＝ ｆ＋􀭵ｇꎬ ｇ(０)＝ ０ꎬ ｆꎬｇ∈Ｈ(Ｄ)ꎬ则有 ｈｚ ＝ ｆ ′ꎬ ｈ􀭰ｚ ＝􀭵ｇ′ꎮ 设 ０<ρ<ｒ<１ꎬ ０<

φ－θ<２πꎮ 则

｜ ｈ(ｒ ｅｉ φ)－ｈ(ｒ ｅｉ θ) ｜ ＝ ｜ ｆ(ｒ ｅｉ φ)＋􀭵ｇ(ｒ ｅｉ φ)－ｆ(ｒ ｅｉ θ)－􀭵ｇ(ｒ ｅｉ θ) ｜
≤ ｜ ｆ(ｒ ｅｉ φ)－ｆ(ｒ ｅｉ θ) ｜ ＋ ｜ ｇ(ｒ ｅｉ φ)－ｇ(ｒ ｅｉ θ) ｜

≤∫ｒ

ρ
｜ ｆ ′(ｓ ｅｉ θ) ｜ ｄｓ＋ ∫ｒ

ρ
｜ ｆ ′(ｓ ｅｉ φ) ｜ ｄｓ＋ ∫φ

θ
｜ ｆ ′(ρ ｅｉ ｔ) ｜ ｄｔ

＋ ∫ｒ

ρ
｜ ｇ′(ｓ ｅｉ θ) ｜ ｄｓ＋ ∫ｒ

ρ
｜ ｇ′(ｓ ｅｉ φ) ｜ ｄｓ＋ ∫φ

θ
｜ ｇ′(ρ ｅｉ ｔ) ｜ ｄｔ

＝ ∫ｒ

ρ
( ｜ ｆ ′(ｓ ｅｉ θ) ｜ ＋ ｜ ｇ′(ｓ ｅｉ θ) ｜ )ｄｓ＋ ∫ｒ

ρ
( ｜ ｆ ′(ｓ ｅｉ φ) ｜ ＋ ｜ ｇ′(ｓ ｅｉ φ) ｜ )ｄｓ

＋ ∫φ

θ
( ｜ ｆ ′(ρ ｅｉ ｔ) ｜ ＋ ｜ ｇ′(ρ ｅｉ ｔ) ｜ )ｄｔꎮ

选择 ｋꎬ ０<ｋ< １
２
ꎬ设 φ＝ θ＋ｋꎮ 应用广义 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ̓ｓ 不等式[１０]ꎬ得到

( ∫２π

０
｜ ｈ(ｒ ｅｉ(θ＋ｋ))－ｈ(ｒ ｅｉθ) ｜ ｐｄθ )

１
ｐ ≤ ( ∫２π

０
( ∫ｒ

ρ
( ｜ ｆ ′(ｓ ｅｉθ) ｜ ＋ ｜ ｇ′(ｓ ｅｉθ) ｜ )ｄｓ )

ｐ
ｄθ )

１
ｐ

＋ ( ∫２π

０
( ∫ｒ

ρ
( ｜ ｆ ′(ｓ ｅｉ(θ＋ｋ)) ｜ ＋ ｜ ｇ′(ｓ ｅｉ(θ＋ｋ)) ｜ )ｄｓ )

ｐ
ｄθ )

１
ｐ
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＋ ( ∫２π

０
( ∫(θ＋ｋ)

θ
( ｜ ｆ ′(ρ ｅｉ ｔ) ｜ ＋ ｜ ｇ′(ρ ｅｉ ｔ) ｜ )ｄｔ )

ｐ
ｄθ )

１
ｐ

≤２∫ｒ

ρ
Ｍｐ(ｓꎬｈｚ＋ｈ􀭰ｚ)ｄｓ＋ｋＭｐ(ρꎬｈｚ＋ｈ􀭰ｚ)ꎮ

这里 ｒ 和 ρ 是任意的ꎮ 假设 ｒ>１－ｋꎬ令 ρ＝ ｒ－ｋꎮ 由于‖ｈ‖∗<∞ ꎬ对所有的 ｒ>１－ｋꎬ

２∫ｒ

ρ
Ｍｐ(ｓꎬｈｚ＋ｈ􀭰ｚ)ｄｓ＋ｋＭｐ(ρꎬｈｚ＋ｈ􀭰ｚ)≤ ２∫ｒ

ρ

Ｃ
(１－ｓ２) １－α ｄｓ＋ｋ

Ｃ
(１－ρ２) １－α

≤ ２∫ｒ

ρ

Ｃ
(１－ｓ) １－α ｄｓ＋ｋ

Ｃ
(１－ρ) １－α

＝ ２Ｃ
α

(１－ρ) α－２Ｃ
α

(１－ｒ) α＋ｋ Ｃ
(１－ρ) １－α

≤Ｃ(１－ｒ＋ｋ) α ２
α
＋ ｋ
１－ｒ＋ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

≤Ｃ(２ｋ) α ２
α
＋１æ

è
ç

ö

ø
÷

≤Ｃ′ｋαꎮ
因此有

( ∫２π

０
｜ ｈ(ｒ ｅｉ(θ＋ｋ))－ｈ(ｒ ｅｉθ) ｜ ｐｄθ )

１
ｐ ≤Ｃ′ｋαꎬ

其中 Ｃ′与 ｒ 无关ꎮ 令 ｒ→１ꎬ就有 ｈ(ｅｉθ)∈Λｐ
αꎮ

反过来ꎬ设 ｈ(ｅｉθ)∈Λｐ
αꎮ ｈ(ｚ)在 Ｄ 上调和ꎬ则

ｈ(ｚ)＝ １
２π ∫

２π

０

１－ ｜ ｚ ｜ ２

｜ ｅｉ ｔ－ｚ ｜ ２
ｈ(ｅｉ ｔ)ｄｔꎬ　 ｚ＝ ｒ ｅｉθ∈Ｄꎮ

令 ｚ＝ ｜ ｚ ｜ ｅｉτ∈Ｄꎮ 由文献[４]中定理 １.８ 及注 １.１ꎬ得到

｜ ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ＝ １
π ∫

π

－π

｜ ｈ(ｅｉ( ｔ＋τ))－ｈ(ｅｉτ) ｜
｜ ｅｉ ｔ－ ｜ ｚ ｜ ｜ ２

ｄｔꎮ

因此根据广义 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ̓ｓ 不等式ꎬ有

　 ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ

≤ ( １
２π ∫

２π

０
( １
π ∫

π

－π

｜ ｈ(ｅｉ( ｔ＋τ))－ｈ(ｅｉτ) ｜
｜ ｅｉｔ－ ｜ ｚ ｜ ｜ ２

ｄｔ )
ｐ
ｄθ )

１
ｐ

≤ １
π ∫

π

－π
( １
２π ∫

２π

０
｜ ｈ(ｅｉ( ｔ＋τ))－ｈ(ｅｉτ) ｜ ｐｄθ )

１
ｐ １
１－２ ｜ ｚ ｜ ｃｏｓ ｔ＋ ｜ ｚ ｜ ２

ｄｔ

≤ １
π ∫

π

－π

Ｃ ｜ ｔ ｜ α

１－２ ｜ ｚ ｜ ｃｏｓ ｔ＋ ｜ ｚ ｜ ２
ｄｔꎮ

分两种情形:

(Ⅰ) ｜ ｚ ｜≤ １
２
ꎮ 此时有(１－ ｜ ｚ ｜ ２)≥ １

４
ꎬ推出

∫π

０

ｔα

１－２ ｜ ｚ ｜ ｃｏｓ ｔ＋ ｜ ｚ ｜ ２
ｄｔ≤ ∫π

０

ｔα

(１－ ｜ ｚ ｜ ) ２＋４ ｜ ｚ ｜ ｔ
２

π２

ｄｔ≤４ ∫π

０
ｔαｄｔ＝ ４πα＋１

α＋１
ꎮ

所以

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｒ ｅｉθ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｒ ｅ

ｉθ) ｜ ) ｐｄθ )
１
ｐ ≤８πα

α＋１
<∞ ꎮ (４)

(Ⅱ) １
２
≤｜ ｚ ｜ <１ꎮ 令 ｓ＝ ｔ

１－ ｜ ｚ ｜
ꎬ则４ ｜ ｚ ｜

π２ <１ꎮ 于是存在常数 Ｃ>０ꎬ使得
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( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ ≤ １

π ∫
π

－π

Ｃ ｜ ｔ ｜ α

１－２ ｜ ｚ ｜ ｃｏｓ ｔ＋ ｜ ｚ ｜ ２
ｄｔ

≤Ｃ ２
π ∫

π

０

ｔα

(１－ ｜ ｚ ｜ ) ２＋４ ｜ ｚ ｜ ｔ
２

π２

ｄｔ

＝Ｃ ２
π ∫

∞

０

ｓα(１－ ｜ ｚ ｜ ) α＋１

(１－ ｜ ｚ ｜ ) ２＋４ ｜ ｚ ｜
π２ (１－ ｜ ｚ ｜ ) ２ｓ２

ｄｓ

≤Ｃ ２
π ∫

∞

０

ｓα(１－ ｜ ｚ ｜ ) α－１

４ ｜ ｚ ｜
π２ (１＋ｓ２)

ｄｓ

＝Ｃ π
２ ｜ ｚ ｜

(１－ ｜ ｚ ｜ ) α－１∫∞

０

ｓα

１＋ｓ２
ｄｓ

≤Ｃπ(１－ ｜ ｚ ｜ ２) α－１ ( ∫１

０

ｓα

１＋ｓ２
ｄｓ＋ ∫∞

１

ｓα

１＋ｓ２
ｄｓ )

≤Ｃπ(１－ ｜ ｚ ｜ ２) α－１ ( π
４
＋ ∫∞

１

ｓα

１＋ｓ２
ｄｓ )ꎮ

由于 ∫∞

１

ｓα

１＋ｓ２
ｄｓ≤ ∫∞

１

１
ｓ２－α

ｄｓ<∞ ꎬ则有

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α { １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ }

１
ｐ <Ｃ′ꎮ (５)

根据式(４)、(５)ꎬ有

ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ <∞ ꎮ

定理证明完毕ꎮ

４　 小调和映射空间 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０的一些刻画

定理 ５ 的证明　 先证明 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０是 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α的闭子空间ꎮ 考虑 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０中的一个序列 ｈｎ(ｎ∈Ｎ)ꎬ并且收

敛于 ｈ∈Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ需要证明 ｈ∈Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－αꎬ０ꎮ
由于ｈｎ∈Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－αꎬ０ꎬ对任意 ε>０ꎬ存在 ｒ０∈(０ꎬ１)ꎬ使得当 ｜ ｚ ｜ >ｒ０ 时ꎬ有

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｎꎬｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈｎꎬ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ <εꎮ

因为 ｈｎ 收敛到 ｈꎬ所以对上述 ε>０ꎬ存在 Ｎꎬ使得当 ｎ>Ｎ 时ꎬ有

ｓｕｐ
｜ ｚ ｜→１

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｎꎬｚ(ｚ)－ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈｎꎬ􀭰ｚ(ｚ)－ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ <εꎮ

因此当 ｜ ｚ ｜ >ｒ０ 时ꎬ有

　 (１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ

＝(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｚ)－ｈｎꎬｚ(ｚ)＋ｈｎꎬｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｚ)－ｈｎꎬ􀭰ｚ(ｚ)＋ｈｎꎬ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ

≤(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｎꎬｚ(ｚ)－ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈｎꎬ􀭰ｚ(ｚ)－ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ

＋(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｎꎬｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈｎꎬ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ

<２εꎮ
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所以 ｈ∈Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０ꎮ 定理证明完毕ꎮ

下面开始证明定理 ６ꎮ
定理 ６ 的证明　 假设‖ｈｔ－ｈ‖∗→０ꎬ ｔ→１ꎮ 注意到对任意固定的 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ有ｈｔ∈Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－αꎬ０ꎮ 又由定理

５ 可知 Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０是 Ｈ ｐ

Ｈꎬ１－α的闭子空间ꎬ所以 ｈ∈Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０ꎮ

反之ꎬ参考文献[１１]中的定理 ５.９ 的证明ꎮ 设 ｈ∈Ｈ ｐ
Ｈꎬ１－αꎬ０ꎬ对任意的 ε>０ꎬ存在 δ∈(０ꎬ１)使得

ｓｕｐ
ｚ∈􀭺Ｄδ

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ <εꎬ

其中􀭺Ｄδ ＝{ｚ∈Ｄ:δ２< ｜ ｚ ｜ <１}ꎮ 考虑

‖ｈｔ－ｈ‖∗ ＝ ｓｕｐ
ｚ∈Ｄ

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－αＭｐ(ｒꎬ(ｈｔ－ｈ) ｚ＋(ｈｔ－ｈ)􀭰ｚ)

＝ ｓｕｐ
δ< ｜ ｚ ｜ <１

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－αＭｐ(ｒꎬ(ｈｔ－ｈ) ｚ＋(ｈｔ－ｈ)􀭰ｚ)

＋ ｓｕｐ
｜ ｚ ｜≤δ

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－αＭｐ(ｒꎬ(ｈｔ－ｈ) ｚ＋(ｈｔ－ｈ)􀭰ｚ)ꎮ (６)

对于 ｜ ｚ ｜≤δꎬ ｔｈｚ( ｔｚ)→ｈｚ(ｚ)ꎬ ｔｈ􀭰ｚ( ｔｚ)→ｈ􀭰ｚ( ｚ)关于 ｚ 是一致的ꎬ所以当 ｔ→１ 时ꎬ式(６)第二项趋于 ０ꎮ 如果

δ<ｔ<１并且 δ< ｜ ｚ ｜ <１ꎬ则 δ２<ｔ ｜ ｚ ｜ <１ꎬ于是

　 (１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｔｈｚ( ｔｚ) ｜ ＋ ｜ ｔｈ􀭰ｚ( ｔｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ

≤(１－ｔ２ ｜ ｚ ｜ ２) １－α) ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ( ｔｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ( ｔｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ

<εꎮ
因此ꎬ对所有的 δ<ｔ<１ꎬ有

　 ｓｕｐ
δ< ｜ ｚ ｜ <１

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｔｈｚ( ｔｚ)－ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｔｈ􀭰ｚ( ｔｚ)－ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ

≤ ｓｕｐ
δ< ｜ ｚ ｜ <１

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｔｈｚ( ｔｚ) ｜ ＋ ｜ ｔｈ􀭰ｚ( ｔｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ

＋ ｓｕｐ
δ< ｜ ｚ ｜ <１

(１－ ｜ ｚ ｜ ２) １－α ( １
２π ∫

２π

０
( ｜ ｈｚ(ｚ) ｜ ＋ ｜ ｈ􀭰ｚ(ｚ) ｜ ) ｐｄθ )

１
ｐ

<２εꎮ
　 　 综上ꎬ对所有的 δ<ｔ<１ꎬ有

‖ｈｔ－ｈ‖∗<２εꎮ
定理证明完毕ꎮ
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