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迭代级亚纯函数结合其导数与差分算子的 Ｂｏｒｅｌ 例外值

刘建明ꎬ王钦ꎬ向旭旭ꎬ王师文
(贵州师范大学数学科学学院ꎬ 贵州 贵阳 ５５００２５)

摘要:利用 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ 值分布理论ꎬ研究迭代级的亚纯函数结合其导数与 ｎ 阶平移差分算子的 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎬ刻画迭代级亚纯

函数结合其导数与 ｎ 阶平移差分算子的 Ｂｏｒｅｌ 例外值存在性条件ꎮ
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Ｂｏｒｅｌ ｅｘｃｅｐｔｉｏｎａｌ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｅｄ ｏｒｄｅｒ ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｔｈｉｅｒ
ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ

ＬＩＵ Ｊｉａｎｍｉｎｇꎬ ＷＡＮＧ Ｑｉｎꎬ ＸＩＡＮＧ Ｘｕｘｕꎬ ＷＡＮＧ Ｓｈｉｗｅｎ
(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｇｕｉｚｈｏｕ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｇｕｉｙａｎｇ ５５００２５ꎬ Ｇｕｉｚｈｏｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ Ｂｏｒｅｌ ｅｘｃｅｐｔｉｏｎａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｅｄ ｏｒｄｅｒ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅｉｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ａｎｄ ｎ￣ｏｒｄｅｒ ｓｈｉｆｔ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ａｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ ｖａｌｕｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｄ ｏｆ Ｂｏｒｅｌ
ｅｘｃｅｐｔｉｏｎａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｅｄ ｏｒｄｅｒ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅｉｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ａｎｄ ｎ￣ｏｒｄｅｒ ｓｈｉｆｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ
ａｒｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎻ Ｂｏｒｅｌ ｅｘｃｅｐｔｉｏｎａｌ ｖａｌｕｅꎻ ｉｔｅｒａｔｅｄ ｏｒｄｅｒꎻ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ

１　 引言与主要结果

本文采用 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ 理论的标准记号[１￣４]ꎮ 为方便后面的叙述ꎬ做以下规定:对 ｒ∈[０ꎬ∞ ]ꎬ ｅｘｐ１ｒ ＝ ｅｒ

且 ｅｘｐｎ＋１ｒ＝ ｅｘｐ(ｅｘｐｎｒ)ꎬ ｎ∈Ｎꎻ对适当大的 ｒ 有 ｌｏｇ１ｒ ＝ ｌｏｇ＋ ｒꎬ ｌｏｇｎ＋１ ｒ ＝ ｌｏｇ( ｌｏｇｎｒ)ꎬ ｎ∈Ｎꎬ其中 ｌｏｇ＋ ｒ ＝
ｍａｘ{ ｌｏｇ ｒꎬ０}ꎮ 特别地ꎬ有 ｅｘｐ０ｒ＝ ｒ＝ ｌｏｇ０ｒꎬ ｅｘｐ－１ｒ＝ ｌｏｇ ｒꎬ ｌｏｇ－１ｒ＝ ｅｘｐ１ｒꎮ

定义 １.１[５] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的亚纯函数ꎬ则 ｆ 的对数级定义为

σｌｏｇ( ｆ)＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ＋Ｔ(ｒꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｌｏｇ ｒ

ꎮ

对于有穷对数级亚纯函数ꎬＣｈｅｒｎ[５]定义了亚纯函数的对数 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎮ
定义 １.２[５] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的亚纯函数ꎬａ∈􀭺Ｃ＝Ｃ∪{∞}ꎬ如果满足

σｌｏｇ(ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ))＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ＋ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｌｏｇ ｒ

<σｌｏｇ( ｆ)－１ꎬ

则称 ａ 为 ｆ 的一个对数 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎬ其中 ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)表示 ｜ ｚ ｜≤ｒ 上 ｆ(ｚ)－ａ 的零点个数(计重数)ꎮ
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例外值是值分布理论中的重要概念ꎬ它的研究可追溯到著名的 Ｐｉｃａｒｄ 定理ꎬ后来ꎬＢｏｒｅｌ 获得了 Ｂｏｒｅｌ 定
理ꎬ是 Ｐｉｃａｒｄ 定理的进一步发展ꎮ 对于无穷级函数的情况ꎬ２００５ 年ꎬ曹廷彬[６] 利用迭代级概念ꎬ研究了有穷

正迭代级亚纯函数的 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎮ 最近ꎬ刘建明等[７] 利用[ｐꎬｑ]级概念ꎬ研究了有穷正[ｐꎬｑ]级亚纯函数

的 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎮ 对于零级函数的情况ꎬ２００６ 年ꎬＣｈｅｒｎ[５]通过定义对数级的概念ꎬ刻画了慢速增长的亚纯函

数ꎬ研究有穷对数级亚纯函数 ｆ 结合其 ｋ 阶导函数 ｆ (ｋ)的对数 Ｂｏｒｅｌ 例外值存在性问题ꎬ证明了如下结果ꎮ
　 　 定理 Ａ[５] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上对数级为 σｌｏｇ(<∞ )的超越亚纯函数ꎬ则每个正整数 ｋꎬ都有

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ＋{ｎ(ｒꎬ０ꎬ ｆ)＋􀭵ｎ(ｒꎬ１ꎬ ｆ (ｋ))}
ｌｏｇ ｌｏｇ ｒ

＝σｌｏｇ－１ꎬ

其中ꎬｎ(ｒꎬ０ꎬ ｆ)表示 ｜ ｚ ｜≤ｒ 上 ｆ(ｚ)的零点个数(计重数)ꎬ􀭵ｎ(ｒꎬ１ꎬ ｆ (ｋ) )表示为 ｜ ｚ ｜ ≤ｒ 上 ｆ (ｋ)( ｚ) －１ 的零点个

数(不计重数)ꎮ
最近ꎬＹｕ 等[８]研究了有穷对数级的亚纯函数关于其 ｎ 阶平移差分算子的对数 Ｂｏｒｅｌ 例外值的存在性问

题ꎬ并且证明了以下结果ꎮ
定理 Ｂ[８] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上对数级为 σｌｏｇ(<∞ )的非常数亚纯函数ꎬｃ∈Ｃꎬ ｎ∈Ｎ ꎬ使得Δｎ

ｃ ｆ≡０ꎬ则对

ａ∈Ｃꎬ和 ｂ∈􀭺Ｃ ＼{０}ꎬ有

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ＋{ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ
ｃ ｆ)}

ｌｏｇ ｌｏｇ ｒ
＝σｌｏｇ－１ꎬ

其中ꎬΔ０
ｃ ｆ(ｚ)＝ ｆ(ｚ)ꎬ Δ１

ｃ ｆ(ｚ)＝ ｆ(ｚ＋ｃ)－ｆ(ｚ)ꎬ Δｎ
ｃ ｆ(ｚ)＝ Δｃ(Δｎ－１

ｃ ｆ(ｚ))ꎬｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)表示在 ｜ ｚ ｜≤ｒ 内 ｆ(ｚ)－ａ 零点

个数(计重数)ꎬｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ
ｃ ｆ)表示在 ｜ ｚ ｜≤ｒ 内Δｎ

ｃ ｆ(ｚ)－ｂ 的零点个数(计重数)ꎮ
定理 Ｂ 对有穷对数级的亚纯函数结合其 ｎ 阶平移差分算子进行研究ꎬ其他增长级结合差分算子的研究

可以参考文献[９]ꎮ
定理 Ａ 和定理 Ｂ 所研究的对象是有穷对数级亚纯函数ꎬ自然提出下面问题:对于无穷级亚纯函数ꎬ是否

有类似的结果? 为了描述无穷级的亚纯函数ꎬ下面先回顾迭代级的定义ꎮ
定义 １.３[６] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的亚纯函数ꎬｐ≥１ 为整数ꎬ则 ｆ 的 ｐ 次迭代级定义为

σｐꎬＴ( ｆ)＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐＴ(ｒꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

ꎻ

当 ｆ 为整函数时ꎬ其 ｐ 次迭代级为

σｐꎬＭ( ｆ)＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐ＋１Ｍ(ｒꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

ꎮ

注 １.１　 对复平面 Ｃ 上的整函数 ｆꎬ σｐꎬＴ( ｆ)＝ σｐꎬＭ( ｆ)ꎬ故下面用 σｐ( ｆ)表示 ｆ 的 ｐ 次迭代级ꎮ 当 ｐ＝ ２ 时ꎬ
σ２( ｆ)即为函数 ｆ 的超级ꎮ

定义 １.４[６] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的亚纯函数ꎬ其增长指标 ｉ( ｆ)定义为

ｉ( ｆ)＝
０ꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 　 当 ｆ 为有理函数ꎻ
ｍｉｎ{ ｊ∈Ｎ:σｊ( ｆ)<∞ }ꎬ 当 ｆ 为超越的且存在某一 ｊ∈Ｎꎬ满足 σｊ( ｆ)<∞ ꎻ

∞ ꎬ 对所有的 ｊ∈Ｎ 满足 σｊ( ｆ)＝ ∞ ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

为了研究无穷级亚纯函数的 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎬ２００５ 年ꎬ曹廷彬定义了亚纯函数的迭代 Ｂｏｒｅｌ 例外值[６]ꎮ
定义 １.５[６] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的亚纯函数ꎬｉ( ｆ)＝ ｐ∈(０ꎬ∞ )ꎬ σｐ( ｆ)＝ σ∈(０ꎬ∞ )ꎬ ａ∈􀭺Ｃꎬ若

σｐ(ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ))＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

<σꎬ

则称 ａ 为 ｆ 的迭代 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎬ当 ｐ＝ １ 时ꎬ称 ａ 为 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎮ
对于迭代级亚纯函数 ｆ 结合其 ｋ 阶导数 ｆ (ｋ)的例外值ꎬ得到如下定理ꎮ
定理 １.１　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的非常数亚纯函数ꎬｉ( ｆ)＝ ｐ∈(０ꎬ∞ )ꎬ σｐ( ｆ)＝ σ∈(０ꎬ∞ )ꎬ则对每个正整

数 ｋꎬ都有

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐ{ｎ(ｒꎬ０ꎬ ｆ)＋􀭵ｎ(ｒꎬ１ꎬ ｆ (ｋ))}
ｌｏｇ ｒ

＝σꎮ
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下面推论是定理 １.１ 的直接结果ꎮ
推论 １.１　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的一个非常数亚纯函数ꎬｉ( ｆ)＝ ｐ∈(０ꎬ∞ )ꎬ σｐ( ｆ)＝ σ∈(０ꎬ∞ )ꎬ则下面两

种情况不能同时发生:
(ⅰ) ｆ 有一个有穷的迭代 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎻ
(ⅱ) 对于一个正整数 ｋꎬ ｆ (ｋ)有一个有穷的非零精简迭代 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎮ
利用熊庆来不等式ꎬ可以得到两个导数的情况ꎮ
定理 １.２　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的一个非常数亚纯函数ꎬｉ( ｆ)＝ ｐ∈(０ꎬ∞ )ꎬ σｐ( ｆ)＝ σ∈(０ꎬ∞ )ꎬ存在 ３ 个

不同的数 ａꎬｂꎬｃ∈Ｎꎬ且 ｂ≠０ꎬ ｃ≠０ꎬ则对每个正整数 ｋꎬ都有

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐ{ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋ｎ(ｒꎬｂꎬ ｆ (ｋ))＋ｎ(ｒꎬｃꎬ ｆ (ｋ))}
ｌｏｇ ｒ

＝σꎮ

定理 Ｂ 所研究的是有穷对数级亚纯函数与其 ｎ 阶平移差分算子的情况ꎬ自然提出下面问题:对于无穷

级函数ꎬ是否有类似的结果? 通过超级的定义考虑了这个问题ꎬ证明了下面结果ꎮ
定理 １.３　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上超级为 σ２(<１)的非常数亚纯函数ꎬｃ∈Ｃꎬ ｎ∈Ｎꎬ使得Δｎ

ｃ ｆ≠０ꎬ则对 ａ∈Ｃ
和 ｂꎬｄ∈􀭺Ｃ ＼{０}ꎬ有

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２{ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ
ｃ ｆ)＋ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ

ｃ ｆ)}
ｌｏｇ ｒ

＝σ２ꎮ

２　 引理

为了证明本文的结果ꎬ下面介绍几个辅助结果ꎮ
引理 ２.１[６] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的亚纯函数ꎬｉ( ｆ)＝ ｐ∈(０ꎬ∞ )ꎬ σｐ( ｆ)＝ σ∈(０ꎬ∞ )ꎬ则对任意复数

ａꎬ都有

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐＮ(ｒꎬａꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

ꎮ

下面的引理刻画了函数 ｆ 与其 ｋ 阶导数迭代级的关系ꎮ
引理 ２.２　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上的亚纯函数ꎬｉ( ｆ)＝ ｐ∈(０ꎬ∞ )ꎬ σｐ( ｆ)＝ σ∈(０ꎬ∞ )ꎬ则 ｆ 与 ｆ (ｋ) 有相同迭

代级ꎬ即 σｐ( ｆ)＝ σｐ( ｆ (ｋ))ꎮ

证明　 一方面ꎬ根据文献[１]ꎬｍ ｒꎬ ｆ (ｋ)

ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｓ(ｒꎬ ｆ)ꎬ另外

Ｔ(ｒꎬ ｆ (ｋ))＝ ｍ(ｒꎬ ｆ (ｋ))＋Ｎ(ｒꎬ ｆ (ｋ))

≤ｍ(ｒꎬ ｆ)＋ｍ ｒꎬ ｆ (ｋ)

ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｎ(ｒꎬ ｆ)＋ｋ􀭺Ｎ(ｒꎬ ｆ)

≤(ｋ＋１)Ｔ(ｒꎬ ｆ)＋Ｓ(ｒꎬ ｆ)ꎬ
其中ꎬＳ(ｒꎬ ｆ)＝ ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))至多可能除去一个线性测度有穷的例外集ꎮ 则

σｐ( ｆ)≥σｐ( ｆ (ｋ))ꎬ
另一方面ꎬ应用庄圻泰不等式[１]和 Ｂｏｒｅｌ 引理ꎬ可得

σｐ( ｆ)≤σｐ( ｆ (ｋ))ꎬ
因此ꎬ有 σｐ( ｆ)＝ σｐ( ｆ (ｋ))ꎮ

利用类似于文献[１０ꎬ引理 ２.２]的方法ꎬ得到引理 ２.３、２.４ꎬ它在定理 １.３ 的证明中起重要作用ꎮ

引理 ２.３[１０] 　 设 ｌｏｇ Ｔ(ｒ)在 Ｒ＋是一个非减且连续的函数ꎬ假设 ０<σ<ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ ｌｏｇ Ｔ(ｒ)
ｌｏｇ ｒ

ꎬ则

ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ:＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

∫
Ｆ∩[１ꎬｒ)

ｄ( ｌｏｇ ｔ)

ｌｏｇ ｒ
> ０ꎬ

其中 Ｆ:＝{ｒ∈Ｒ＋ ｜ ｌｏｇ Ｔ(ｒ)≥ｒσ}ꎮ
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引理 ２.４　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上超级为 σ２(<１)的非常数亚纯函数ꎬｃ∈Ｃꎬ ｎ∈Ｎꎬ使得Δｎ
ｃ ｆ≠０ꎬ设 ａ( ｚ)是

周期为 ｃ 的亚纯函数ꎬ则

ｍ ｒꎬ
Δｎ

ｃ ｆ
ｆ－ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∉Ｆꎬ (１)

其中 Ｆ 为对数测度有穷的集合ꎮ
证明　 由文献[１１ꎬ定理 ５.１]知

ｍ ｒꎬ ｆ(ｚ＋ｃ)
ｆ(ｚ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∉Ｆꎬ

其中 Ｆ 为对数测度有穷的集合ꎮ
因为Δｎ

ｃ ｆ＝Δｎ
ｃ( ｆ－ａ)ꎬ ａ(ｚ＋ｊｃ)＝ ａ(ｚ)ꎬ ｊ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎꎬ所以

ｍ ｒꎬ
Δｎ

ｃ ｆ
ｆ－ａ

　
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｍ ｒꎬ

Δｎ
ｃ( ｆ－ａ)
ｆ－ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ｍ
ｒꎬ
∑

ｎ

ｊ＝０
( ｊｎ)(－１) ｎ－ｊ( ｆ(ｚ ＋ｊｃ)－ａ)

ｆ －ａ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

≤∑
ｎ

ｊ ＝０
ｍ ｒꎬ ｆ(ｚ＋ｊｃ)－ａ(ｚ＋ｊｃ)

ｆ－ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｏ(１)

＝ ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∉Ｆꎮ
结论得证ꎮ

接下来ꎬ使用文献[１２ꎬ定理 ３.１]类似的证明方法ꎬ得到引理 ２.５、２.６ꎮ
引理 ２.５　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上超级为 σ２(<１)的非常数亚纯函数ꎬｃ∈Ｃꎬ ｎ∈Ｎꎬ使得Δｎ

ｃ ｆ≠０ꎬ设 ａ１(ｚ)ꎬ􀆺
ａｐ(ｚ)(ｐ≥２)是周期为 ｃ 的亚纯函数ꎬ使得 Ｔ(ｒꎬａｋ)＝ Ｓ(ｒꎬ ｆ)ꎬ ｋ＝ １ꎬ􀆺ꎬｐꎬ则有

∑
ｐ

ｋ ＝１
ｍ(ｒꎬａｋꎬ ｆ)≤Ｔ(ｒꎬΔｎ

ｃ ｆ)－Ｎ(ｒꎬ０ꎬΔｎ
ｃ ｆ)＋ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∉Ｆꎮ (２)

其中 Ｆ⊂[１ꎬ∞ )为对数测度有穷的集合ꎮ
证明　 由文献[１２]中定理 ３.１ 的证明ꎬ有

∑
ｐ

ｋ ＝１
ｍ(ｒꎬａｋꎬ ｆ)＝ ｍ(ｒꎬ０ꎬＰ( ｆ))＋ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ (３)

其中 Ｐ( ｆ)＝ ∏
ｐ

ｋ ＝１
( ｆ－ａｋ)ꎬ对于某些常数 ｃｋ 有

１
Ｐ( ｆ)

＝∑
ｐ

ｋ ＝１

ｃｋ

ｆ－ａｋ
ꎮ

由引理 ２.４ 和 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ 第一基本定理ꎬ有

ｍ ｒꎬ １
Ｐ( ｆ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ｍ ｒꎬ

Δｎ
ｃ ｆ

Ｐ( ｆ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｍ ｒꎬ １

Δｎ
ｃ ｆ
　æ

è
ç

ö

ø
÷

≤ ∑
ｐ

ｋ ＝１
ｍ ｒꎬ

Δｎ
ｃ ｆ

ｆ－ａｋ
　

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｍ ｒꎬ １

Δｎ
ｃ ｆ
　æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｏ(１)

≤Ｔ(ｒꎬΔｎ
ｃ ｆ)－Ｎ ｒꎬ １

Δｎ
ｃ ｆ
　æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∉Ｆꎬ

其中 Ｆ⊂[１ꎬ∞ )为对数测度有穷的集合ꎮ
　 　 结合式(３)ꎬ结论得证ꎮ

注 ２.１　 因为 Ｆ⊂[１ꎬ∞ )为有穷对数测度的集合ꎬ则有

ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ:＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

∫
Ｆ∩[１ꎬｒ)

ｄ( ｌｏｇ ｔ)

ｌｏｇ ｒ
＝ ０ꎮ

注意到 ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ ｃ ＝１－ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ＝１ꎬ其中 Ｆ ｃ为集合 Ｆ 的补集ꎬ则易知式(１)和(２)在 ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ ｃ ＝ １ 的集合 Ｆ ｃ

上成立ꎮ 因为 １≥ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆｃ≥ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆｃ ＝ １ꎬ所以式(１)和(２)在 ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆｃ ＝ １ 的集合 Ｆｃ上也成立ꎮ
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引理 ２.６　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 上超级为 σ２(<１)的非常数亚纯函数ꎬ令 ｃ∈Ｃꎬ ｎ∈Ｎꎬ使得Δｎ
ｃ ｆ≡０ꎬ设 ａ( ｚ)

是周期为 ｃ 的亚纯函数ꎬ使得 Ｔ(ｒꎬａ)＝ Ｓ(ｒꎬ ｆ)ꎬ且

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

<σ２ꎬ

则有 σ２(Δｎ
ｃ ｆ)＝ σ２ꎮ

证明　 易知 σ２(Δｎ
ｃ ｆ)≤σ２ꎮ 只需证明 σ２(Δｎ

ｃ ｆ)≥σ２ꎮ 反证法ꎬ假设 σ２(Δｎ
ｃ ｆ)<σ２ꎮ 分两种情况证明:情况

(１) ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)>０ꎻ情况(２) ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＝ ０ꎮ
情况 (１) 　 如果 ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)>０ꎬ ａ∈Ｃ 是 ｆ 的一个迭代 Ｂｏｒｅｌ 例外值ꎬ由迭代 Ｂｏｒｅｌ 例外值的定义和引理

２.１得

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２Ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

<σꎮ (４)

又因 σ２(Δｎ
ｃ ｆ)<σ２ꎬ由式(４)和引理 ２.３ 知ꎬ存在一个常数 σꎬ满足

σ０:＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２{Ｔ(ｒꎬΔｎ
ｃ ｆ)＋Ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)}
ｌｏｇ ｒ

<σ<σ２ꎬ (５)

使得

ｌｏｇ Ｔ(ｒꎬ ｆ)≥ｒσꎬ　 ｒ∈Ｆꎬ (６)

其中ꎬＦ⊂[１ꎬ∞ )且 ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ>０ꎬ对任意 ε 满足 ０<ε<
σ－σ０

２
及所有足够大的 ｒꎬ由式(５)和(６)有

ｌｏｇ{Ｔ(ｒꎬΔｎ
ｃ ｆ)＋Ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)}≤ｒσ０＋ε<ｒσ≤ｌｏｇ Ｔ(ｒꎬ ｆ)ꎬ　 ｒ∈Ｆꎮ

即得

Ｔ(ｒꎬΔｎ
ｃ ｆ)＋Ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＝ ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∈Ｆꎮ (７)

另一方面ꎬ由式(７)和引理 ２.４ 得

ｍ ｒꎬ １
ｆ－ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ｍ ｒꎬ

Δｎ
ｃ ｆ

ｆ－ａ
　

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｍ ｒꎬ １

Δｎ
ｃ ｆ
　æ

è
ç

ö

ø
÷

≤Ｔ(ｒꎬΔｎ
ｃ ｆ)＋ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))＝ ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∈Ｆ１ꎮ (８)

其中 ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ１ ＝ １ꎮ
再结合式(７)、(８)和 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ 第一基本定理得

Ｔ(ｒꎬ ｆ)＝ ｍ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋Ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋Ｏ(１)＝ ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∈(Ｆ∩Ｆ１)

矛盾ꎮ 其中 ｌｏｇ ｄｅｎｓ( Ｆ∩Ｆ１ ) > ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ － ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ ｃ
１ ＝ ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ － ( １ － ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ１ ) ＝ ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ －

(１－ ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ１) > ０ꎮ

情况 (２) 　 如果 ｎ( ｒꎬａꎬ ｆ)＝ ０ꎬ由于 ｆ 是非常数ꎬ因此得 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２Ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

＝ ０<σ２ꎮ 使用类似情况

(１)的证明ꎬ易导出矛盾ꎮ 引理得证ꎮ

３　 定理的证明

定理 １.１ 的证明　 由于 ｆ 是复平面 Ｃ 上迭代级有穷的亚纯函数ꎬ根据引理 ２.１ 和引理 ２.２ 得

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐ{ｎ(ｒꎬ０ꎬ ｆ)＋􀭵ｎ(ｒꎬ１ꎬ ｆ (ｋ))}
ｌｏｇ ｒ

≤σꎮ

需证

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐ{ｎ(ｒꎬ０ꎬ ｆ)＋􀭵ｎ(ｒꎬ１ꎬ ｆ (ｋ))}
ｌｏｇ ｒ

≥σꎮ (９)

假设式(９)不成立ꎬ则有
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ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐ{ｎ(ｒꎬ０ꎬ ｆ)＋􀭵ｎ(ｒꎬ１ꎬ ｆ (ｋ))}
ｌｏｇ ｒ

<σꎬ

从而有

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐｎ(ｒꎬ０ꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

<σꎬ

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐ􀭵ｎ(ｒꎬ１ꎬ ｆ (ｋ))
ｌｏｇ ｒ

<σꎮ

不妨设 Ｎ(ｒ)＝ ｍａｘ{Ｎ(ｒꎬ０ꎬ ｆ)ꎬ􀭺Ｎ(ｒꎬ１ꎬ ｆ (ｋ))}ꎬ因此利用 Ｈａｙｍａｎ 不等式[１]ꎬ有

σ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐＴ(ｒꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

≤ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐ{Ｎ(ｒꎬ０ꎬ ｆ)＋􀭺Ｎ(ｒꎬ１ꎬ ｆ (ｋ))}
ｌｏｇ ｒ

≤ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇｐ２Ｎ(ｒ)
ｌｏｇ ｒ

<σꎮ

这与 ｆ 的迭代级为 σ 矛盾ꎬ 因此结论得证ꎮ
定理 １.２ 的证明　 利用熊庆来不等式[１]ꎬ有

Ｔ(ｒꎬ ｆ)<Ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋Ｎ(ｒꎬｂꎬ ｆ (ｋ))＋Ｎ(ｒꎬｃꎬ ｆ (ｋ))－Ｎ(ｒꎬ∞ ꎬ ｆ (ｋ＋１))＋Ｑ(ｒꎬ ｆ)ꎬ
其中 Ｑ(ｒꎬ ｆ)＝ ｏ{ ｌｏｇ(ｒＴ(ｒꎬ ｆ)}ꎮ 使用与定理 １.１ 类似的方法即证此结论ꎮ

定理 １.３ 的证明　 由于 ｆ 是复平面 Ｃ 上超级为 σ２(<１)的非常数亚纯函数ꎬ根据引理 ２.１ 和引理 ２.６ 得

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２{ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ
ｃ ｆ)＋ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ

ｃ ｆ)}
ｌｏｇ ｒ

≤σ２ꎮ

另一方面ꎬ需证

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２{ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ
ｃ ｆ)＋ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ

ｃ ｆ)}
ｌｏｇ ｒ

≥σ２ꎮ (１０)

假设式(１０)不成立ꎬ则有

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２{ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ
ｃ ｆ)＋ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ

ｃ ｆ)}
ｌｏｇ ｒ

<σ２ꎬ

其中 ａ∈Ｃ 和 ｂꎬｄ∈􀭺Ｃ ＼{０}ꎮ
首先假设 ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)>０ꎬ ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ

ｃ ｆ)>０ 和 ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ
ｃ ｆ)>０ꎮ 则由引理 ２.１ 得

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２Ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)
ｌｏｇ ｒ

<σ２ꎬ (１１)

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２Ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ
ｃ ｆ)

ｌｏｇ ｒ
＝ ｌｉｍ ｓｕｐ

ｒ→∞

ｌｏｇ２ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ
ｃ ｆ)

ｌｏｇ ｒ
<σ２ꎬ (１２)

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｒ→∞

ｌｏｇ２Ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ
ｃ ｆ)

ｌｏｇ ｒ
＝ ｌｉｍ ｓｕｐ

ｒ→∞

ｌｏｇ２ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ
ｃ ｆ)

ｌｏｇ ｒ
<σ２ꎮ (１３)

由式(７)ꎬ(１１)—(１３)和引理 ２.３ꎬ对于足够小的正数 εꎬ有
Ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋Ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ

ｃ ｆ)＋Ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ
ｃ ｆ)＝ ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∈Ｆ１ꎬ (１４)

其中 Ｆ１⊂[１ꎬ∞ )且 ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ１>０ꎮ
由式(１４)和 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ 第一基本定理得

Ｔ(ｒꎬ ｆ)＝ ｍ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋Ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋Ｏ(１)
＝ ｍ(ｒꎬａꎬ ｆ)＋ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∈Ｆ１ꎬ (１５)

又由引理 ２.５ 得

ｍ(ｒꎬａꎬ ｆ)≤Ｔ(ｒꎬΔｎ
ｃ ｆ)－Ｎ(ｒꎬ０ꎬΔｎ

ｃ ｆ)＋ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∈Ｆ２ꎬ (１６)
其中 Ｆ２⊂[１ꎬ∞ )且 ｌｏｇ ｄｅｎｓ Ｆ２ ＝ １ꎮ

应用 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ 第二基本定理到Δｎ
ｃ ｆꎬ且结合式(１４)ꎬ当 ｒ∈Ｆ１且 ｒ→∞时ꎬ有

Ｔ(ｒꎬΔｎ
ｃ ｆ)－Ｎ(ｒꎬ０ꎬΔｎ

ｃ ｆ)<Ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ
ｃ ｆ)＋Ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ

ｃ ｆ)＝ ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎮ (１７)
结合式(１５)—(１７)得

Ｔ(ｒꎬ ｆ)＝ ｏ(Ｔ(ｒꎬ ｆ))ꎬ　 ｒ∈(Ｆ１∩Ｆ２)
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矛盾ꎮ 其中ꎬ类似引理 ２.６ 的证明ꎬ易知 ｌｏｇ ｄｅｎｓ(Ｆ１∩Ｆ２)>０ꎮ
若 ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)＝ ０(或 ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ

ｃ ｆ)＝ ０ 或 ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ
ｃ ｆ)＝ ０)ꎬ则 ｎ(ｒꎬａꎬ ｆ)(或 ｎ(ｒꎬｂꎬΔｎ

ｃ ｆ)或 ｎ(ｒꎬｄꎬΔｎ
ｃ ｆ))的

超级是 ０ꎬ它严格小于 σ２ꎮ 使用上面类似的论证ꎬ易导出矛盾ꎬ定理得证ꎮ
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