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一类含有 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子的带有参数及分数阶导数的分数阶
微分方程边值问题唯一正解的存在性
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(太原师范学院数学与统计学院ꎬ 山西 晋中 ０３０６１９)

摘要:研究一类带有偏差量、分数阶导数及两个参数且边界条件中含有非线性积分项的分数阶 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 微分方程边值问题

唯一正解的存在性ꎮ 通过使用锥理论与和算子方法ꎬ 获得该边值问题存在唯一正解的最大参数存在区间ꎬ 并讨论正解对参

数的连续依赖性ꎮ 最后给出两个具体的例子作为所获结论的应用ꎮ
关键词:分数阶微分方程ꎻ边值问题ꎻｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子ꎻ唯一解

中图分类号:Ｏ１７５　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:郑艳萍ꎬ杨慧ꎬ王文霞. 一类含有 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子的带有参数及分数阶导数的分数阶微分方程边值问题唯一正解的存在性[Ｊ] . 山东

大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(１２):１１０￣１２０.

Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｕｎｉｑｕｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ
ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ
ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ

ＺＨＥＮＧ Ｙａｎｐｉｎｇꎬ ＹＡＮＧ Ｈｕｉ∗ꎬ ＷＡＮＧ Ｗｅｎｘｉａ
(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ Ｔａｉｙｕａｎ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｊｉｎｚｈｏｎｇ ０３０６１９ꎬ Ｓｈａｎｘｉꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｓ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ
ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ａ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ａｎｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｔｅｒｍｓ ｉｎ
ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｗｏ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ. Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｅ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｍｅｔｈｏｄ ｏｐｅｒａｔｏｒｓꎬ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｆｏｒ
ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｎｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｓ
ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ. Ｆｉｎａｌｌｙꎬ ｔｗｏ ｅｘａｍｐｌｅｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｒｅｓｕｌｔｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎꎻ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍꎻ ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ ｏｐｅｒａｔｏｒꎻ ｕｎｉｑｕｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

０　 引言

相比于整数阶微积分方程ꎬ 分数阶微积分方程能更全面地描述物理、生物、医学等领域的众多现象ꎮ 近

年来ꎬ 其理论及其应用的研究已成为国内外研究的热点问题之一[１￣８]ꎮ 作为非牛顿力学、弹性理论等诸多研

究领域中的重要数学模型ꎬ 带有 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子的分数阶微分方程受到越来越多的关注[９￣１６]ꎮ 文献[９￣１２]
利用锥上的不动点理得到分数阶 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 边值问题至少存在一个或两个正解的充分条件ꎮ 文献[１３￣１６]
运用单调迭代技术研究分数阶 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 边值问题最大最小解的存在性ꎮ 比如文献[１５]通过单调迭代技

术研究带有 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子的 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 型分数阶微分方程边值问题存在的最大最小解的充分条

件:
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其中ꎬ０<γ<１<β<２<α<３ꎬ νꎬω>０ꎬ ０<ξꎬ η<１ꎬ μ∈Ｒꎮ
文献[１６]研究了分数阶 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 边值问题:

(ϕｐ(－ Ｄα
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其中ꎬ０<α≤２ꎬ λꎬη>０ꎮ 利用单调迭代方法获得了正解的存在性ꎬ并建立了逼近正解的单调迭代格式ꎮ
一方面ꎬ边值问题(１)和(２)中出现的 μ 与 λ 本质上是当作常数处理的ꎮ 当它们作为参数出现在同一个

ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 边值问题中时ꎬ这些参数对正解的存在性有怎样的影响也是一个值得研究的问题ꎬ 但这种研究
并不多见ꎮ

另一方面ꎬ 边值问题正解的存在唯一性是非常重要的ꎬ 但对 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 边值问题来说ꎬ 这样的研究相
对较少ꎮ 特别是对带有两个参数且非线性项中含有偏差项及分数阶导数项的 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子的分数阶微分
方程边值问题而言ꎬ 其唯一正解存在的最大参数区间以及该正解对参数的连续依赖性结果尚未见到ꎮ

因此ꎬ本文将研究带有参数以及 ｐ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子的分数阶微分方程的积分边值问题(简记为 ＢＶＰ):
－Ｄα
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其中ꎬＤα
０＋、 Ｄ β

０＋分别是 α 阶和 β 阶 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 型分数阶导数ꎬ Ｉ νꎬＩ ω是 νꎬω 阶分数阶积分ꎬ０<γ<１< β<
２<α<３ꎬ ０< ρ< β－１ꎬ νꎬω>０ꎬ ０<ηꎬ ξ≤１ꎬ λ≥０ꎬ μ>０ 是参数ꎻ ｆ∈Ｃ([０ꎬ１] ×[０ꎬ＋∞ )×[０ꎬ＋∞ )×[０ꎬ＋∞ )ꎬ
[０ꎬ＋∞ ))ꎬ ｇ∈Ｃ([０ꎬ１] ×[０ꎬ＋∞ )ꎬ[０ꎬ＋∞ ))ꎬ θ∈Ｃ([０ꎬ１]ꎬ[０ꎬ１])ꎻ ϕｐ( ｓ) ＝ ｜ ｓ ｜ ｐ－２ ｓꎬ ｐ> １ꎮ 显然ꎬ
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１
ｐ
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ｑ
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本文利用锥理论以及算子不动点定理研究 ＢＶＰ(３)唯一正解存在的最大参数区间以及解对参数的连续
依赖性ꎮ

１　 预备知识和引理

定义 １.１[１－２] 　 设 α>０ꎮ 函数 ｘ:(０ꎬ＋∞ )→Ｒ 的 α>０ 阶 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数积分是指
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只要式(４)右端的积分在(０ꎬ＋∞)有定义ꎮ 连续函数 ｘ:(０ꎬ＋∞)→Ｒ 的 α>０ 阶 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数导数为
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只要等式右端在(０ꎬ＋∞ )有定义ꎬ其中 ｎ－１<α≤ｎꎬ Γ(α)为 Ｇａｍｍａ 函数ꎮ 若 α＝ｎꎬ 则 Ｄα
０＋ ｘ( ｔ)＝ ｘ(ｎ)( ｔ)ꎮ

定义 １.２　 若函数 ｘ∈Ｃ(０ꎬ１]是 ＢＶＰ(３)的解ꎬ 且 ｘ( ｔ)>０ꎬ ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ 称 ｘ 为 ＢＶＰ(３)的正解ꎮ
引理 １.１[１５] 　 设 ｈ∈Ｃ[０ꎬ１]ꎬ σꎬｋ∈Ｒꎬ Γ(β＋ω)≠σξ β＋ω－１ꎮ 则分数阶边值问题
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Δ＝Γ(β)(Γ(β＋ω)－σξ β＋ω－１)ꎮ
引理 １.２　 引理 １.１ 中定义的 Ｇ( ｔꎬｓ)和 Ｈ( ｔꎬｓ)满足如下性质:

(ⅰ) ０≤Ｇ( ｔꎬｓ)≤ １
Γ(α)

ｔα－１ꎬ 　 ｔꎬｓ∈[０ꎬ１]ꎻ

(ⅱ) 当 σ≥０ 且 Γ(β＋ω)>σξ β＋ω－１时ꎬ

０≤Ｈ( ｔꎬｓ)≤Γ(β＋ω) ｔ β－１

Δ
ꎬ　 ｔꎬｓ∈[０ꎬ１]ꎻ

(ⅲ) 当 ０< ρ<β－１ 且 Γ(β＋ω)>σξ β＋ω－１时ꎬ
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证明　 (ⅰ)、(ⅱ)显然ꎬ只证明(ⅲ)ꎮ
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Γ(β－ρ)

( ｔ－ｓ) β－ρ－１ꎬ　 ｓ≤ｔꎬ ｓ≤ξꎬ

[Γ(β＋ω)－σ(ξ－ｓ) β＋ω－１]􀅰 Γ(β)
Γ(β－ρ)

ｔ β－ρ－１ꎬ ｔ≤ｓ≤ξꎬ

Γ(β＋ω)􀅰 Γ(β)
Γ(β－ρ)

[ ｔ β－ρ－１－( ｔ－ｓ) β－ρ－１]

　 　 ＋σξ β＋ω－１􀅰 Γ(β)
Γ(β－ρ)

( ｔ－ｓ) β－ρ－１ꎬ ξ≤ｓ≤ｔꎬ

Γ(β＋ω)􀅰 Γ(β)
Γ(β－ρ)

ｔ β－ρ－１ꎬ ｓ≥ｔꎬ ｓ≥ξꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(８)

由此可知结论(ⅲ)成立ꎮ 证毕ꎮ
设 Ｅ 是实 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ Ｐ 是 Ｅ 中的锥ꎬ θ 是 Ｅ 中的零元素ꎮ 关于锥的相关理论见文献[１７]ꎮ 设 ｅ>θꎬ

即 ｅ∈Ｐꎬ ｅ≠θꎬ 记

Ｐｅ ＝{ｘ∈Ｅ ｜∃ｌ１ ＝ ｌ１(ｘ)>０ꎬ ｌ２ ＝ ｌ２(ｘ)>０ꎬ ｌ１ｅ≤ｘ≤ｌ２ｅ}ꎬ (９)
􀭵Ｐｅ ＝{ｘ∈Ｅ ｜∃ｌ＝ ｌ(ｘ)>０ꎬ ０≤ｘ≤ｌｅ}ꎬ (１０)

显然 Ｐｅ⊂􀭵Ｐｅ⊂Ｐꎮ
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引理 １.３[１８] 　 设 Ｐ 是 Ｅ 中的正规锥ꎬ ＡꎬＢ:Ｐ→Ｐ 皆为增算子ꎮ 若下列条件成立:
(Ｇ１) Ａ(Ｐｅ)⊂􀭵Ｐｅꎬ 且

Ａ(τｘ)≥τＡｘꎬ　 ｘ∈Ｐｅꎬ　 τ∈(０ꎬ１)ꎻ
(Ｇ２) Ｂ(Ｐｅ)⊂Ｐｅꎬ且存在 δ:(０ꎬ１)→(０ꎬ１)使得

Ｂ(τｘ)≥τδ(τ)Ｂｘꎬ　 ｘ∈Ｐｅꎬ　 τ∈(０ꎬ１)ꎮ
则存在 λ∗>０ꎬ 使得当 λ∈[０ꎬλ∗)时ꎬ算子 λＡ＋Ｂ 在 Ｐｅ 中有唯一不动点 ｘλꎻ而当 λ≥λ∗时ꎬ算子 λＡ＋Ｂ 在 Ｐｅ

中没有不动点ꎮ
特别地ꎬ当 λ∈[０ꎬλ∗)时ꎬ算子 λＡ＋Ｂ 在 Ｐｅ 中的唯一不动点 ｘλ 关于 λ 还具有如下性质:
(ⅰ) 对任意的 ｘ０∈Ｐｅꎬ 迭代序列 ｘｎ ＝λＡｘｎ－１＋Ｂｘｎ－１(ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺)收敛于唯一解 ｘλꎬ即 ｌｉｍ

ｎ→＋∞
‖ｘｎ－ｘλ‖＝０ꎻ

(ⅱ) ｘλ 关于 λ 单调递增ꎻ
(ⅲ) ｘλ 关于 λ 连续ꎮ

２　 主要结论

取 Ｘ＝{ｘ ｜ ｘ∈Ｃ[０ꎬ１]ꎬ Ｄ ρ
０＋ ｘ∈Ｃ[０ꎬ１]}ꎮ 对任意的 ｘ∈Ｘꎬ定义其范数为

‖ｘ‖＝ｍａｘ{ ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬ１]

｜ ｘ( ｔ) ｜ ꎬ ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬ１]

｜Ｄ ρ
０＋ ｘ( ｔ) ｜ }ꎬ

则 Ｘ 为 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ 再令

Ｐ＝{ｘ∈Ｘ ｜ ｘ( ｔ)≥０ꎬ Ｄ ρ
０＋ ｘ( ｔ)≥０ꎬ ｔ∈(０ꎬ１]}ꎬ (１１)

则 Ｐ 是 Ｘ 中的正规锥ꎬ且正规常数为 １ꎮ
为了方便ꎬ列出本文使用的条件:
(Ｈ１) 对任意的 ０≤ｘ１≤ｘ２ꎬ ０≤ｙ１≤ｙ２ꎬ ０≤ｚ１≤ｚ２ꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ有

ｆ( ｔꎬｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)≤ｆ( ｔꎬｘ２ꎬｙ２ꎬｚ２)ꎮ
(Ｈ２) 存在实数 σ≥０ꎬ 使得 Γ(β＋ω)>σξ β＋ω－１以及

ｇ( ｔꎬｘ２)－ｇ( ｔꎬｘ１)≥σ(ｘ２－ｘ１)ꎬ　 ｘ２≥ｘ１≥０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ

且存在[０ꎬ１]上的非负函数 φ( ｔ)满足 ∫ ξ

０
(ξ－ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ>０ꎬ使得

ｇ( ｔꎬｘ)－σｘ≤φ( ｔ)ꎬ　 ｘ≥０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ
(Ｈ′２) 对任意的 ０≤ｘ１≤ｘ２ꎬ ｔ∈[０ꎬ１]有

ｇ( ｔꎬｘ２)≥ｇ( ｔꎬｘ１)ꎬ　 ｘ２≥ｘ１≥０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ

且存在[０ꎬ１]上的非负函数 φ( ｔ)满足 ∫ ξ

０
(ξ－ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ>０ꎬ使得

ｇ( ｔꎬｘ)≤φ( ｔ)ꎬ　 ｘ≥０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ
(Ｈ３) ｆ( ｔꎬｒｘꎬｒｙꎬｒｚ)≥ｒｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)ꎬ ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ ｘꎬｙꎬｚ∈[０ꎬ＋∞ )ꎮ
(Ｈ４) ｇ( ｔꎬｒｘ)≥ｒｇ( ｔꎬｘ)ꎬ ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ ｘ∈[０ꎬ＋∞ )ꎮ
(Ｈ５) ｆ( ｔꎬｒｘꎬｒｙꎬｒｚ)≥ϕｐ(ｒ) ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)ꎬ ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ ｘꎬｙꎬｚ∈[０ꎬ＋∞ )ꎮ
注 ２.１　 在 ＢＶＰ(３)中满足条件(Ｈ２)的非线性函数可以是无界的ꎬ 这与文献[７￣８]中本质上要求其有

界是不同的ꎮ 正是由于使用了条件(Ｈ２)ꎬ 本文获得与 ＢＶＰ(３)等价的算子方程的方法与文献[７￣８]不同ꎮ
定理 ２.１ 　 设条件 (Ｈ１)—(Ｈ４) 成立ꎮ 若 ｐ≥２ꎬ 则对任意给定的 μ > ０ꎬ存在 λ∗ ( μ) > ０ꎬ使得当

λ∈[０ꎬλ∗(μ))时ꎬＢＶＰ(３)有唯一正解 ｘ(λꎬμ)ꎬ且存在正数 ｌꎬＬ>０ꎬ使得

ｌｔ β－１≤ｘ(λꎬμ)≤Ｌｔ β－１ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ
而当 λ≥λ∗(μ)时ꎬＢＶＰ(３)没有正解ꎮ

特别地ꎬ当 λ∈[０ꎬλ∗(μ))时ꎬＢＶＰ(３)的唯一正解 ｘ(λꎬμ)ꎬ关于 λ 还具有如下性质:
(ⅰ) 对任意的 ｘ０∈Ｐꎬ做迭代序列
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ｘｎ( ｔ)＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｘｎ－１(τ)ꎬ ｘｎ－１(θ(τ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘｎ－１(τ))ｄτ

＋
λΓ(α－γ) Ｉ ν(ϕｐｘｎ－１(η))ｓα

－１

Γ(α) ]ｄｓ

＋
Γ(β＋ω) ｔ β－１[ Ｉ ω(ｇ(ξꎬｘｎ－１(ξ))－σｘｎ－１(ξ))＋μ]

Γ(β)(Γ(β＋ω)－σξ β＋ω－１)
ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ

那么 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

‖ｘｎ－ｘ(λꎬμ)‖＝０ꎻ

(ⅱ) ｘ(λꎬμ)关于 λ 单调递增ꎻ
(ⅲ) ｘ(λꎬμ)关于 λ 连续ꎮ
证明　 对任意给定的 ｘ∈Ｐꎬ 构造辅助边值问题如下:

－Ｄα
０＋(ϕｐ(－Ｄ β

０＋ ｙ( ｔ)))＝ λｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬｘ(θ( ｔ))ꎬＤ ρ
０＋ ｘ( ｔ))ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ

ｙ(０)＝ ０ꎬ Ｄ β
０＋ ｙ(０)＝ ０ꎬ (ϕｐ(－Ｄ β

０＋ ｙ(０))) ′＝ ０ꎬ

Ｄγ
０＋(ϕｐ(－Ｄ β

０＋ ｙ(１)))＝ λＩ ν(ϕｐ(ｘ(η)))ꎬ

Ｄ β－１
０＋ ｙ(１)＝ Ｉ ω(ｇ(ξꎬｘ(ξ))＋σ[ｙ(ξ)－ｘ(ξ)])＋μꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１２)

根据引理 １.１ꎬ上述边值问题(１２)有唯一解ꎬ其解表示如下:

ｙ( ｔ)＝ λ
１

ｐ－１∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ ( ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｘ(τ)ꎬｘ(θ(τ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
Γ(α－γ)ｓα－１Ｉ ν(ϕｐ(ｘ(η)))

Γ(α) )ｄｓ

＋ Γ(β＋ω)[ Ｉ ω(ｇ(ξꎬｘ(ξ))－σｘ(ξ))＋μ] ｔ β－１

Δ
ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ (１３)

定义锥 Ｐ 上的算子 Ａ 和 Ｂμ 如下:对任意的 ｘ∈Ｐꎬ

(Ａｘ)( ｔ)＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ ( ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｘ(τ)ꎬｘ(θ(τ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
Γ(α－γ)ｓα－１Ｉ ν(ϕｐ(ｘ(η)))

Γ(α) )ｄｓꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ

(Ｂμｘ)( ｔ)＝
Γ(β＋ω) ｔ β－１[ Ｉ ω(ｇ(ξꎬｘ(ξ))－σｘ(ξ))＋μ]

Δ
ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ

由 ＢＶＰ(１２)及式(１３)可知ꎬ如果 ｘ(λꎬμ)∈Ｐ 是算子 λ
１

ｐ－１Ａ＋Ｂμ 的不动点ꎬ 则 ｘ(λꎬμ) 为 ＢＶＰ(３)在 Ｐ 中的解ꎬ反
之亦然ꎮ

以下证明 Ａ 和 Ｂμ 满足引理 １.３ 的所有条件ꎮ
首先ꎬ 对任意 ｘ１ꎬｘ２∈Ｐꎬ ｘ１≤ｘ２ꎬ有 ０≤ｘ１( ｔ)≤ｘ２( ｔ)ꎬ ０≤Ｄ ρ

０＋ ｘ１( ｔ)≤Ｄ ρ
０＋ ｘ２( ｔ)ꎮ 注意到 ｘ１( θ( ｔ))≤

ｘ２(θ( ｔ))ꎬ根据条件(Ｈ１)、(Ｈ２)可得

０≤ｆ( ｔꎬｘ１( ｔ)ꎬｘ１(θ( ｔ))ꎬ Ｄ ρ
０＋ ｘ１( ｔ))≤ｆ( ｔꎬｘ２( ｔ)ꎬｘ２(θ( ｔ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘ２( ｔ))ꎬ
０≤ｇ( ｔꎬ０)≤ｇ( ｔꎬｘ１( ｔ))－σｘ１( ｔ)≤ｇ( ｔꎬｘ２( ｔ))－σｘ２( ｔ)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ

于是根据引理 １.２ 可知 ＡꎬＢμ:Ｐ→Ｐ 皆为增算子ꎮ

其次ꎬ令 ｅ＝ ｅ( ｔ)＝ ｔ β－１ꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ则Ｄ ρ
０＋ ｅ( ｔ)＝

Γ(β)
Γ(β－ ρ)

ｔ β－ ρ－１ꎮ 显然有 ｅ∈Ｐꎬ且 ｅ≠θꎮ 定义 Ｐｅ 和 􀭵Ｐｅ 分

别如式(９)及式(１０)ꎮ 对任意的 ｘ∈Ｐꎬ由(Ｈ１)、(Ｈ２)可得

(Ａｘ)( ｔ)＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｘ(τ)ꎬｘ(θ(τ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
Γ(α－γ)ｓα－１Ｉ ν(ϕｐ(ｘ(η)))

Γ(α) ]ｄｓ

≤Γ(β＋ω) ｔ β－１

Δ ∫１
０
ϕｑ [ ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬ‖ｘ‖ꎬ‖ｘ‖ꎬ‖ｘ‖)ｄτ＋

Γ(α－γ)ｓα－１ϕｐ(‖ｘ‖)
Γ(α)Γ(ν＋１) ]ｄｓ
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≤Γ(β＋ω)
Δ

ϕｑ [ １
Γ(α) ∫

１

０
ｆ(τꎬ‖ｘ‖ꎬ‖ｘ‖ꎬ‖ｘ‖)ｄτ＋

Γ(α－γ)ϕｐ(‖ｘ‖)
αΓ(α)Γ(ν＋１) ] ｔ β－１ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ

Ｄ ρ
０＋(Ａｘ)( ｔ)＝ ∫１

０
Ｄ ρ

０＋ Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ ∫１
０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｘ(τ)ꎬｘ(θ(τ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
Γ(α－γ)ｓα－１Ｉ ν(ϕｐ(ｘ(η)))

Γ(α) ]ｄｓ

≤Γ(β＋ω)Γ(β)
Γ(β－ ρ)Δ

ｔ β－ ρ－１∫１
０
ϕｑ [ ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬ‖ｘ‖ꎬ‖ｘ‖ꎬ‖ｘ‖)ｄτ

＋
Γ(α－γ)ｓα－１ϕｐ(‖ｘ‖)

Γ(α)Γ(ν＋１) ]ｄｓ

≤Γ(β＋ω)Γ(β)
Γ(β－ ρ)Δ

ϕｑ [ １
Γ(α) ∫

１

０
ｆ(τꎬ‖ｘ‖ꎬ‖ｘ‖ꎬ‖ｘ‖)ｄτ

＋
Γ(α－γ)ϕｐ(‖ｘ‖)
αΓ(α)Γ(ν＋１) ] ｔ β－ ρ－１ꎬ 　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ

以及

Γ(β＋ω)μｔ
Δ

β－１

≤(Ｂμｘ)( ｔ)＝
Γ(β＋ω) ｔ β－１[ Ｉ ω(ｇ(ξꎬｘ(ξ))－σｘ(ξ))＋μ]

Δ

≤
Γ(β ＋ ω) [ １

Γ(ω)∫
ξ

０
(ξ － ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ ＋μ ]
Δ

ｔ β－１ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ

Γ(β＋ω)Γ(β)μ
Γ(β－ρ)Δ

ｔ β－ ρ－１≤Ｄ ρ
０＋(Ｂμｘ)( ｔ)＝

Γ(β＋ω)Γ(β)[ Ｉ ω(ｇ(ξꎬｘ(ξ))－σｘ(ξ))＋μ]
Γ(β－ρ)Δ

ｔ β－ ρ－１

≤Γ(β＋ω)Γ(β)
Γ(β－ ρ)Δ [ １

Γ(ω) ∫
ξ

０
(ξ－ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ＋μ ] ｔ β－ ρ－１ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ

此即 Ａ(Ｐ)⊂􀭵Ｐｅꎬ Ｂμ(Ｐ)⊂Ｐｅꎮ
再次ꎬ根据条件(Ｈ３)以及 φｐ(ｒ)＝ ｒｐ－１≤ｒꎬ ｐ≥２ꎬ对任意的 ｒ∈(０ꎬ１)和 ｘ∈Ｐｅꎬ有

Ａ(ｒｘ)( ｔ)＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｒｘ(τ)ꎬｒｘ(θ(τ))ꎬｒＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
Γ(α－γ)ｓα－１Ｉ ν(ϕｐ(ｒｘ(η)))

Γ(α) ]ｄｓ

≥ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ ｒ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｘ(τ)ꎬｘ(θ(τ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
ϕｐ(ｒ)Γ(α－γ)ｓα

－１Ｉ ν(ϕｐ(ｘ(η)))
Γ(α) ]ｄｓ

≥ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ϕｐ(ｒ) ( ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｘ(τ)ꎬｘ(θ(τ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
Γ(α－γ)ｓα－１Ｉ ν(ϕｐ(ｘ(η)))

Γ(α) ) ]ｄｓ

≥ ｒ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｘ(τ)ꎬｘ(θ(τ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
Γ(α－γ)ｓα－１Ｉ ν(ϕｐ(ｘ(η)))

Γ(α) ]ｄｓ

≥ｒＡｘ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ
此即

Ａ(ｒｘ)≥ｒＡｘꎬ　 ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ　 ｘ∈Ｐｅꎮ
故算子 Ａ 满足引理 １.３ 中的条件(Ｇ１)ꎮ
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再考察算子 Ｂμꎮ 对任意的 ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ令

δ(ｒ)＝
ｌｎ μ ＋ ｒ / Γ(ω)∫ ξ

０
(ξ － ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ( ) － ｌｎ μ ＋ １ / Γ(ω)∫ ξ

０
(ξ － ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ( )

ｌｎ ｒ
ꎮ

因为 μ > ０ 和 ∫ ξ

０
(ξ－ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ>０ꎬ 故 ０<δ(ｒ)<１ꎬ且

ｒ δ(ｒ)＝
μ ＋ ｒ / Γ(ω)∫ ξ

０
(ξ － ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ

μ ＋ １ / Γ(ω)∫ ξ

０
(ξ － ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ

ꎮ

于是ꎬ对任意的 ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ ｘ∈Ｐꎬ

(１－ｒ δ(ｒ))μ ＝ ｒ
δ(ｒ) －ｒ
Γ(ω) ∫

ξ

０
(ξ－ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ

≥ｒ δ(ｒ) －ｒ
Γ(ω) ∫

ξ

０
(ξ－ｓ) ω－１[ｇ(ｓꎬｘ(ｓ))－σｘ(ｓ)]ｄｓ

＝(ｒ δ(ｒ) －ｒ) Ｉ ω(ｇ(ξꎬｘ(ξ))－σｘ(ξ))ꎬ
此即

ｒＩ ω(ｇ(ξꎬｘ(ξ))－σｘ(ξ))＋μ≥ｒ δ(ｒ)(μ＋Ｉ ω(ｇ(ξꎬｘ(ξ))－σｘ(ξ)))ꎮ
进而由条件(Ｈ４)可得

Ｂμ(ｒｘ)( ｔ)＝
Γ(β＋ω) ｔ β－１[ Ｉ ω(ｇ(ξꎬｒｘ(ξ))－σｒｘ(ξ))＋μ]

Δ

≥Γ(β＋ω) ｔ β－１[ｒＩ ω(ｇ(ξꎬｘ(ξ))－σｘ(ξ))＋μ]
Δ

≥ｒ δ(ｒ)Γ(β＋ω) ｔ β－１[μ＋Ｉ ω(ｇ(ξꎬｘ(ξ))－σｘ(ξ))]
Δ

＝ ｒ δ(ｒ)(Ｂμｘ)( ｔ)ꎬ　 ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ ｘ∈Ｐｅꎬ ｔ∈(０ꎬ１]ꎮ
此即

Ｂμ(ｒｘ)≥ｒ δ(ｒ)Ｂμｘꎬ　 ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ　 ｘ∈Ｐｅꎮ (１４)
所以ꎬ引理 １.３ 中条件(Ｇ２)成立ꎮ

既然引理 １.３ 中所有条件皆成立ꎬ根据引理 １.３ 可知:对任意的 μ> ０ꎬ存在 λ∗( μ) > ０ꎬ使得当 λ∈

[０ꎬλ∗(μ))时ꎬ λ
１

ｐ－１Ａ＋Ｂμ 在 Ｐｅ 中有唯一不动点 ｘ(λꎬμ)ꎻ而当 λ≥λ∗(μ)时ꎬ λ
１

ｐ－１Ａ＋Ｂμ 在 Ｐｅ 中没有不动点ꎮ

特别地ꎬ 当 λ∈[０ꎬλ∗(μ))时ꎬ λ
１

ｐ－１Ａ＋Ｂμ 在 Ｐｅ 中的唯一不动点 ｘ(λꎬμ)关于 λ 还具有如下性质:

(ⅰ) 对任意的 ｘ０∈Ｐｅꎬ 迭代序列 ｘｎ ＝ λ
１

ｐ－１Ａｘｎ－１ ＋Ｂμｘｎ－１(ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺)收敛于唯一解 ｘ(λꎬμ)ꎬ即 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

‖ｘｎ －

ｘ(λꎬμ)‖＝０ꎻ
(ⅱ) ｘ(λꎬμ)关于 λ 单调递增ꎻ
(ⅲ) ｘ(λꎬμ)关于 λ 连续ꎮ

再注意到(λ
１

ｐ－１Ａ＋Ｂμ)(Ｐ)⊂Ｐｅꎬ故 λ
１

ｐ－１Ａ＋Ｂμ 在 Ｐｅ 中的唯一不动点 ｘ(λꎬμ)就是 ＢＶＰ(３)的唯一正解ꎬ本结论成

立ꎮ 证毕ꎮ
定理 ２.２　 设条件(Ｈ１)、(Ｈ２)、(Ｈ４)及(Ｈ５)成立ꎬ 对任意给定的 μ > ０ꎬ 存在 λ∗(μ) > ０ꎬ使得当 λ∈

[０ꎬλ∗(μ))时ꎬＢＶＰ(３)有唯一正解 ｘ(λꎬμ)ꎬ且 ｘ(λꎬμ)∈Ｐｅꎻ 而当 λ≥λ∗(μ)时 ＢＶＰ(３)没有正解ꎮ
特别地ꎬ 当 λ∈[０ꎬλ∗(μ))时ꎬＢＶＰ(３)的唯一正解 ｘ(λꎬμ)关于 λ 还满足定理 ２.１ 中的性质(ⅰ)、(ⅱ)、

(ⅲ)ꎮ
证明　 根据定理 ２.１ 的证明ꎬ只需证明

Ａ(ｒｘ)≥ｒＡｘꎬ　 ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ　 ｘ∈Ｐｅꎮ (１５)
事实上ꎬ对任意的 ｒ∈(０ꎬ１)和 ｘ∈Ｐｅꎬ根据条件(Ｈ５)及 ｐ>１ꎬ可得
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Ａ(ｒｘ)( ｔ)＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｒｘ(τ)ꎬｒｘ(θ(τ))ꎬｒＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
Γ(α－γ)ｓα－１Ｉ ν(ϕｐ(ｒｘ(η)))

Γ(α) ]ｄｓ

≥ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ϕｐ(ｒ) ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｘ(τ)ꎬｘ(θ(τ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
ϕｐ(ｒ)Γ(α－γ)ｓα

－１Ｉ ν(ϕｐ(ｘ(η)))
Γ(α) ]ｄｓ

＝ ｒ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ｆ(τꎬｘ(τ)ꎬｘ(θ(τ))ꎬＤ ρ

０＋ ｘ(τ))ｄτ

＋
Γ(α－γ)ｓα－１Ｉ ν(ϕｐ(ｘ(η)))

Γ(α) ]ｄｓ

≥ｒＡｘ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ
此即式(１５)成立ꎮ 证毕ꎮ

由定理 ２.１ 及 ２.２ 易知下列结论成立ꎮ
推论 ２.１　 设条件(Ｈ１)、(Ｈ′２)、(Ｈ３)及(Ｈ４)成立ꎮ 若 ｐ≥２ꎬ 则定理 ２.１ 中的结论成立ꎮ
推论 ２.２　 设条件(Ｈ１)、(Ｈ′２)、(Ｈ３)及(Ｈ５)成立ꎬ则定理 ２.２ 中的结论成立ꎮ
注 ２.２　 推论 ２.１ 及 ２.２ 是定理 ２.１ 和 ２.２ 中 σ＝０ 时的特殊情形ꎮ 即便如此ꎬ 类似的结果作者仍未见到ꎮ

３　 例子

例 ３.１　 考虑如下边值问题

－Ｄ
５
２
０＋
(ϕ１０

３
(－ Ｄ

３
２
０＋
(ｘ( ｔ)))

　 　 ＝λ ( ｔ ＋ｓｉｎ ｔ)(ｘ( ｔ))
７
６ ＋ ｃｏｓ ｔ

１ ＋ ｃｏｓ ｔ
ｘ( ｔ)＋(ｘ(ｓｉｎ ｔ))

３
４ ＋Ｄ

１
４
０＋
ｘ( ｔ)é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ

ｘ(０)＝ ０ꎬ Ｄ
３
２
０＋
ｘ(０)＝ ０ꎬ (ϕ１０

３
( － Ｄ

３
２
０＋
ｘ(０))) ′＝ ０ꎬ

Ｄ
１
２
０＋
(ϕ１０

３
(－ Ｄ

３
２
０＋
ｘ(１)))＝ λ

Γ(７ / ２) ∫
１
４

０

１
４
－ ｓæ

è
ç

ö

ø
÷

５
２

ϕ１０
３
(ｘ(ｓ))ｄｓꎬ

Ｄ
１
２
０＋
ｘ(１)＝ １

Γ(１ / ３) ∫
３
４

０

(３ / ４ － ｓ) － ２
３ [ｘ２(ｓ)＋(２ｓ ＋３)ｘ(ｓ)]
４(１＋ｘ(ｓ))

ｄｓ ＋ μꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(１６)

即在 ＢＶＰ(３)中ꎬ α＝ ５
２
ꎬ β＝ ３

２
ꎬ γ＝ １

２
ꎬ ν＝ ７

２
ꎬ ω＝ １

３
ꎬ ξ＝ ３

４
ꎬ η＝ １

４
ꎬ ｐ＝ １０

３
ꎻ

ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)＝ ( ｔ＋ｓｉｎ ｔ)ｘ
７
６ ＋ ｃｏｓ ｔ

１＋ｃｏｓ ｔ
ｘ＋ｙ

３
４ ＋ｚꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ　 ｘꎬｙꎬｚ∈[０ꎬ＋∞ )ꎬ

ｇ( ｔꎬｘ)＝ ｘ２＋(２ｔ＋３)ｘ
４(１＋ｘ)

ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ　 ｘ∈[０ꎬ＋∞ )ꎬ

显然有 ｆ∈Ｃ([０ꎬ１]×[０ꎬ＋∞ )×[０ꎬ＋∞ )×[０ꎬ＋∞ )ꎬ[０ꎬ＋∞ ))ꎬ ｇ∈Ｃ([０ꎬ１]×[０ꎬ＋∞ )ꎬ[０ꎬ＋∞ ))ꎮ 容易看

到 ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)关于 ｘꎬｙꎬｚ 不减ꎮ 取 σ＝ １
４
ꎬ 于是

Γ(β＋ω)＝ Γ １１
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０.９４３ ３> １

４
＝σ>σξ β＋ω－１ꎮ

对任意的 ０≤ｘ１≤ｘ２ꎬ有

ｇ( ｔꎬｘ２)－ｇ( ｔꎬｘ１)＝
１
４
(ｘ２－ｘ１)＋

ｔ＋１
２

ｘ２

１＋ｘ２
－

ｘ１

１＋ｘ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥σ(ｘ２－ｘ１)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ
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再取 φ( ｔ)＝ ｔ＋１
２

ꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ则 ∫ ξ

０
(ξ－ｓ) ω－１φ(ｓ)ｄｓ＝ １

２ ∫
３
４

０

３
４
－ｓæ

è
ç

ö

ø
÷

－ ２
３

(１＋ｓ)ｄｓ>０ꎬ 且

ｇ( ｔꎬｘ)－σｘ＝ ｘ
２＋(２ｔ＋３)ｘ
４(１＋ｘ)

－ １
４
ｘ＝ (１＋ｔ)ｘ

２(１＋ｘ)
≤φ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ　 ｘ≥０ꎮ

这就证明了条件(Ｈ１)、(Ｈ２)成立ꎮ
此外ꎬ 对任意的 ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ有

ｇ( ｔꎬｘ)－ １
４
(ｒｘ)＝ (ｒｘ２)＋(２ｔ＋３)(ｒｘ)

４(１＋ｒｘ)
－ １
４
(ｒｘ)＝ ｒ(１＋ｔ)ｘ

２(１＋ｒｘ)
≥ｒ(１＋ｔ)ｘ

２(１＋ｘ)

＝ ｒ ｇ( ｔꎬｘ)－ １
４
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ　 ｘ∈[０ꎬ＋∞ )ꎬ

从而

ｇ( ｔꎬｒｘ)≥ｒｇ( ｔꎬｘ)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ　 ｘ∈[０ꎬ＋∞ )ꎻ
此外ꎬ 容易得到

ｆ( ｔꎬｒｘꎬｒｙꎬｒｚ)＝ ( ｔ＋ｓｉｎ ｔ)(ｒｘ)
７
６ ＋ ｃｏｓ ｔ

１＋ｃｏｓ ｔ
(ｒｘ)＋(ｒｙ)

３
４ ＋ｒｚ≥ｒ ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)ꎮ

故条件(Ｈ３)、(Ｈ４)皆成立ꎮ
综上ꎬ定理 ２.１ 中所有条件皆满足ꎮ 从而根据定理 ２.１ 可知ꎬ对任意给定的 μ>０ꎬ存在 λ∗(μ)>０ꎬ使得当

λ≥λ∗(μ)时 ＢＶＰ(１６)没有正解ꎬ当 λ∈[０ꎬλ∗(μ))时ꎬＢＶＰ(１６)有唯一正解 ｘ(λꎬμ)ꎬ且存在正数 ｌꎬＬ>０ꎬ使得

ｌｔ β－１≤ｘ(λꎬμ)( ｔ)≤Ｌｔ β－１ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎻ
特别地ꎬ 唯一正解 ｘ(λꎬμ)还满足如下性质:

(ⅰ) 对任意的 ｘ０∈Ｐꎬ令

ｘｎ( ｔ)＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ λ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ((τ＋ｓｉｎ τ)(ｘｎ－１(τ))

７
６ ＋ ｃｏｓ τ

１＋ｃｏｓ τ
ｘｎ－１(τ)

＋(ｘｎ－１(ｓｉｎ τ))
３
４ ＋Ｄ

１
４
０＋
ｘｎ－１(τ) )ｄτ＋

λΓ(α－γ)ｓα－１Ｉ ν(ϕｐ(ｘｎ－１(η)))
Γ(α) ]ｄｓ

＋
Γ(β＋ω) ｔ β－１{ Ｉ ω[((１＋ξ)ｘｎ－１(ξ)) / (２(１＋ｘｎ－１(ξ)))]＋μ}

Γ(β)(Γ(β＋ω)－σξ β＋ω－１)

＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕ１０

７
[λ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ((τ＋ｓｉｎ τ)(ｘｎ－１(τ))

７
６ ＋ ｃｏｓ τ

１＋ｃｏｓ τ
ｘｎ－１(τ)

＋(ｘｎ－１(ｓｉｎ τ))
３
４ ＋Ｄ

１
４
０＋
ｘｎ－１(τ) )ｄτ＋

λｓ
３
２ Ｉ

７
２(ϕ１０

３
(ｘｎ－１(１ / ４)))

Γ (５ / ２) ]ｄｓ

＋
Γ(１１ / ６) ｔ

１
２ { Ｉ

１
３ [((７ / ４)ｘｎ－１(３ / ４)) / (２(１＋ｘｎ－１(３ / ４)))]＋μ}

Γ(３ / ２)(Γ(１１ / ６)－(１ / ４)(３ / ４)
５
６ )

ꎬ

其中ꎬｔ∈[０ꎬ１]ꎬ ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ那么 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

‖ｘｎ－ｘ(λꎬμ)‖＝０ꎻ
(ⅱ) ｘ(λꎬμ)关于 λ 单调递增ꎻ
(ⅲ) ｘ(λꎬμ)关于 λ 连续ꎮ
例 ３.２　 考虑如下边值问题:

－Ｄ
５
２
０＋
(ϕ ９

４
(－ Ｄ

３
２
０＋
(ｘ( ｔ)))＝λ ｔ

１＋ｔ
ｘ

３
２ ＋(ｘ(ｓｉｎ ｔ))

２
３ ＋(Ｄ

１
３
０＋
ｘ( ｔ))

３
４

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ

ｘ(０)＝ ０ꎬ Ｄ
３
２
０＋
ｘ(０)＝ ０ꎬ (ϕ ９

４
(－ Ｄ

３
２
０＋
ｘ(０))) ′＝ ０ꎬ

Ｄ
１
２
０＋
(ϕ ９

４
(－ Ｄ

３
２
０＋
(ｘ(１)))＝ λ

Γ(７ / ２)∫
１
４

０

１
４
－ ｓæ

è
ç

ö

ø
÷

５
２

ϕ ９
４
(ｘ(ｓ))ｄｓꎬ

Ｄ
１
２
０＋
ｘ(１)＝ １

Γ(１ / ３) ∫
３
４

０

(３ / ４ － ｓ)－ ２
３ [ｘ２(ｓ)＋(２ｓ＋３)ｘ(ｓ)]
４(１＋ｘ(ｓ))

ｄｓ＋μꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(１７)
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即在 ＢＶＰ(３)中ꎬα＝ ５
２
ꎬ β＝ ３

２
ꎬ γ＝ １

２
ꎬ ν＝ ７

２
ꎬ ω＝ １

３
ꎬ ξ＝ ３

４
ꎬ η＝ １

４
ꎬ ｐ＝ ９

４
ꎻ

ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)＝ ｔ
１＋ｔ

ｘ
２
３ ＋ｙ

２
３ ＋ｚ

３
４ ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ　 ｘꎬｙꎬｚ∈[０ꎬ＋∞ )ꎬ

ｇ( ｔꎬｘ)＝ ｘ２＋(２ｔ＋３)ｘ
４(１＋ｘ)

ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ　 ｘ∈[０ꎬ＋∞ )ꎮ

显然有

ｆ∈Ｃ([０ꎬ１]×[０ꎬ＋∞ )×[０ꎬ＋∞ )×[０ꎬ＋∞ )ꎬ[０ꎬ＋∞ ))ꎬ　 ｇ∈Ｃ([０ꎬ１]×[０ꎬ＋∞ )ꎬ[０ꎬ＋∞ ))ꎮ
根据例 ３.１ꎬ显然有条件(Ｈ１)、(Ｈ２)、(Ｈ４)成立ꎮ 此外ꎬ 对任意的 ｒ∈(０ꎬ１)ꎬ有

ｆ( ｔꎬｒｘꎬｒｙꎬｒｚ)＝ ｔ
１＋ｔ

(ｒｘ)
２
３ ＋(ｒｙ)

２
３ ＋(ｒｚ)

３
４ ≥ｒ

５
４

ｔ
１＋ｔ

ｘ
２
３ ＋ｙ

２
３ ＋ｚ

３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ϕ ９
４
(ｒ) ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)ꎬ

故条件(Ｈ５)成立ꎮ 于是根据定理 ２.２ 可得ꎬ对任意给定的 μ>０ꎬ存在 λ∗(μ) >０ꎬ使得当 λ≥λ∗(μ)时ꎬＢＶＰ
(１７)没有正解ꎻ当 λ∈[０ꎬλ∗(μ))时ꎬＢＶＰ(１７)有唯一正解 ｘ(λꎬμ)ꎬ且存在正数 ｌꎬＬ>０ꎬ使得

ｌｔ β－１≤ｘ(λꎬμ)( ｔ)≤Ｌ ｔ β－１ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ
进而ꎬ唯一正解 ｘ(λꎬμ)还满足如下性质:

(ⅰ) 对任意的 ｘ０∈Ｐꎬ令

ｘｎ( ｔ)＝ ∫１
０
Ｈ( ｔꎬｓ)ϕｑ [ λ∫１

０
Ｇ(ｓꎬτ) ( τ

１＋τ
ｘ

２
３
ｎ－１(τ)＋(ｘｎ－１ｓｉｎ(τ))

２
３ ＋(Ｄ

１
３
０＋
ｘｎ－１(τ))

３
４ ) ｄτ

＋λΓ(α－γ)ｓ
α－１

Γ(α)
􀅰Ｉ ν(ϕｐ(ｘｎ－１(η))) ]ｄｓ＋
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(ⅱ) ｘ(λꎬμ)关于 λ 单调递增ꎻ
(ⅲ) ｘ(λꎬμ)关于 λ 连续ꎮ
注 ３.１　 在上述两例中ꎬ 非线性函数 ｇ( ｔꎬｘ)是无界函数ꎬ 因此它们不能用类似文献[７￣８]中的方法与结

论处理ꎮ
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