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ＣＯＳ􀅰
ｎ 中基于半环格林关系的子簇

王爱法ꎬ胡玉
(重庆理工大学数学科学学院ꎬ 重庆 ４０００５４)

摘要:研究半环簇 ＣＯＳ􀅰
ｎ 中半环的格林关系ꎬ给出此类半环的 Ｌ̇∨Ｄ

＋
、Ｌ̇∨Ｌ

＋
、Ｌ̇∨Ｒ

＋
、Ｌ

＋
∨Ｄ̇ 关系的等价刻画ꎬ得到上述关系为同余

的充分必要条件ꎬ证明由以上同余关系决定的半环类都是 ＣＯＳ􀅰
ｎ 的子簇ꎬ并给出上述子簇的 Ｍａｌ′ｃｅｖ 积分解ꎮ
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ｎ 中基于半环格林关系的子簇[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(１１):１０１￣１０８.

Ｓｕｂｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅｍｉｒｉｎｇ Ｇｒｅｅｎ̓ｓ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｉｎ ＣＯＳ􀅰
ｎ

ＷＡＮＧ Ａｉｆａ ꎬ ＨＵ Ｙｕ
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Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ Ｇｒｅｅｎ′ｓ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ Ｌ̇∨Ｄ
＋
ꎬ Ｌ̇∨Ｌ

＋
ꎬ Ｌ̇∨Ｒ

＋
ꎬ Ｌ

＋
∨Ｄ̇ ｏｆ ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ ａｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄꎬ ａｎｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅｓｅ

ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈｉｎ ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ ａｒｅ ｐｒｏｖｉｄｅｄ. Ｔｈｅ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ａｎｄ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅｓｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅ ｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅｓ ａｒｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｉｔ ｉｓ ｐｒｏｖｅｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｅｍｉｒｉｎｇ ｃｌａｓｓｅｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ａｆｏｒｅｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ａｒｅ ｓｕｂｖａｒｉｅｔｉｅｓ. Ｔｈｅ Ｍａｌ′ｃｅｖ
ｐｒｏｄｕｃｔ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｓｕｂｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｉｓ ｇｉｖｅｎ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｓｅｍｉｒｉｎｇꎻ Ｇｒｅｅｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓꎻ Ｍａｌ′ｃｅｖ ｐｒｏｄｕｃｔꎻ ｖａｒｉｅｔｙ

０　 引言

设(Ｓꎬ＋ꎬ􀅰)是一个(２ꎬ２) ￣型代数ꎬ则称(Ｓꎬ＋ꎬ􀅰)是半环ꎬ简记为 Ｓꎬ若它满足以下 ３ 个条件:
(１) (Ｓꎬ＋)是半群ꎻ
(２) (Ｓꎬ􀅰)是半群ꎻ
(３) (Ｓꎬ＋ꎬ􀅰)满足恒等式 ｘ(ｙ＋ｚ)≈ｘｙ＋ｘｚ 和(ｘ＋ｙ)ｚ≈ｘｚ＋ｙｚꎮ
若 Ｖ 为同型代数类ꎬ并对子代数、同态像、以及直积封闭ꎬ则称 Ｖ 为簇[１－２]ꎮ 由 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 定理知ꎬ一个同

型代数类是簇当且仅当这个代数类是等式类[２]ꎮ
众所周知ꎬ格林关系在半群代数理论研究中发挥着重要作用ꎬ早在 １９９５ 年ꎬＨｏｗｉｅ[２] 对半群上的格林关

系进行梳理ꎬ随后国内外许多半群学者对其作了一系列推广ꎮ 完全正则半群是半群代数中一类重要的研究

对象ꎮ １９９９ 年ꎬＰｅｔｒｉｃｈ 等[３]对完全正则半群相关理论进行了系统的研究ꎬ并基于格林关系给出了完全正则

半群的分类ꎮ
由半环的定义知ꎬ半环可以看作由分配律连接着的同一非空集合上的 ２ 个半群ꎬ这 ２ 个半群相互联系ꎬ

相互制约ꎬ因此ꎬ可利用半群上的格林关系来研究半环上的格林关系[４￣５]ꎮ 文献[６￣７]分别对幂等元半环簇

的 Ｌ－子簇和 Ｄ－子簇进行了研究ꎬ得到 Ｌ－(Ｄ－)子簇之间的 Ｍａｌ′ｃｅｖ 积ꎬ并给出其格林关系是同余的充分必
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要条件ꎮ Ｐａｓｔｉｊｉｎ 等[８]研究幂等元半环乘法半群上的格林 Ｄ 关系ꎬ给出上述格林 Ｄ 关系是半环同余的等价

条件ꎮ
许多学者开始关注并研究幂等元半环上的格林关系ꎮＲｅｎ 等[９] 研究满足附加恒等式 ｘｎ≈ｘ 的幂等元半

环簇ꎬ得到这些簇中半环的乘法半群的格林关系是同余的充要条件ꎮ Ｃｈｅｎｇ 等[１０] 研究一类幂等元半环的乘

法半群上的格林关系的开同余ꎬ得到此类半环簇的子簇之间的关系ꎬ并给出其 Ｍａｌ′ｃｅｖ 积ꎮ 练利锋[１１] 研究

乘法半群是完全正则半群ꎬ加法半群是带的半环的格林关系ꎬ对其 Ｄ̇∧Ｄ
＋
、Ｄ̇∧Ｌ

＋
、Ｄ̇∧Ｒ

＋
、Ｄ̇∧Ｄ

＋
关系进行刻

画ꎮ 文献[１２]给出 Ｌ̇∧Ｄ
＋
、Ｌ̇∧Ｒ

＋
、Ｌ̇∧Ｌ

＋
是同余的充分必要条件ꎮ 王爱法[１３] 探究乘法半群为完全正则半群加

法半群为幂等元半群的半环簇上的格林关系ꎬ给出 Ｌ̇∨Ｄ
＋
、Ｌ̇∨Ｒ

＋
、Ｌ̇∨Ｌ

＋
、Ｄ̇∨Ｌ

＋
关系的刻画ꎮ 一些学者开始研

究乘法幂等元半环簇中半环的格林关系ꎬ如付钰琛等[１４]讨论加法半群是可换的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 半群ꎬ乘法半群是纯

正群的半环上的 Ｈ
＋
∧Ｌ̇、Ｈ

＋
∧Ｒ̇、Ｈ

＋
∧Ｄ̇、Ｌ̇∧Ｌ

＋
、Ｌ̇∧Ｄ

＋
、Ｌ

＋
∧Ｄ̇、Ｈ

＋
∨Ｒ̇、Ｈ

＋
∨Ｄ̇ 关系ꎬ得到这些关系为同余关系的充

分必要条件ꎬ并证明由上述同余所确定的半环类都是簇ꎮ
本文主要刻画以下 １２ 类与 Ｌ 关系相关的半环类ꎬ并且证明它们都是半环簇 ＣＯＳ􀅰

ｎ 的子簇ꎬ最后得到这

些子簇之间的 Ｍａｌ′ｃｅｖ 积:
{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰

ｎ :Ｌ̇∨Ｄ
＋
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ｎ :Ｌ̇∨Ｒ
＋ ∈Ｃｏｎ(Ｓ)}ꎬ

{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ :Ｌ

＋
∨Ｄ̇＝Δ}ꎬ　 {Ｓ∈ＣＯＳ􀅰

ｎ :Ｌ
＋
∨Ｄ̇＝∇}ꎬ　 {Ｓ∈ＣＯＳ􀅰

ｎ :Ｌ
＋
∨Ｄ̇∈Ｃｏｎ(Ｓ)}ꎮ

注　 这里 Δ、∇分别表示半环 Ｓ 上的恒等关系和泛关系ꎮ

１　 预备知识

设半环 Ｓ 满足下列附加恒等式:
ｘｎ≈ｘꎬ (１)

(２ｎ－１)ｘ≈ｘꎬ (２)
(ｘ＋ｙ) ｎ－１≈ｘｎ－１＋ｙｎ－１ꎬ (３)
(ｘｙ) ｎ－１≈ｘｎ－１ｙｎ－１ꎬ (４)

则对任意 ａ∈Ｓꎬ由 ａａｎ－２ ＝ａｎ－１ ＝ａｎ－２ａ 可知ꎬ(Ｓꎬ􀅰)是完全正则半群ꎮ 显然ꎬ所有满足式(１)—(４)的半环类构

成一个簇ꎬ记为ＣＯＳ􀅰
ｎ ꎮ Ｌ̇、Ｒ̇、Ｄ̇ 分别表示半环 Ｓ 的乘法半群(Ｓꎬ􀅰)上的格林 Ｌ、Ｒ、Ｄ 关系ꎬ用符号 Ｌ

＋
、Ｒ

＋
、Ｄ

＋
分

别表示半环 Ｓ 的加法半群(Ｓꎬ＋)上的格林 Ｌ、Ｒ、Ｄ 关系ꎮ
对任意 Ｓ∈ＣＯＳ􀅰

ｎ ꎬ分别定义其加法半群和乘法半群的 Ｌ
＋
、Ｒ

＋
、Ｄ

＋
、Ｌ̇、Ｒ̇、Ｄ̇ 关系[１４]:

(∀ａꎬｂ∈Ｓ) ａＬ
＋
ｂ⇔ａ＝ａ＋２ｂꎬ ｂ＝ｂ＋２ａꎬ

(∀ａꎬｂ∈Ｓ) ａＲ
＋
ｂ⇔ａ＝ ２ｂ＋ａꎬ ｂ＝ ２ａ＋ｂꎬ

(∀ａꎬｂ∈Ｓ) ａＤ
＋
ｂ⇔ ａ＝ａ＋２ｂ＋２ａꎬ ｂ＝ｂ＋２ａ＋２ｂꎬ

(∀ａꎬｂ∈Ｓ) ａＬ̇ｂ⇔ａ＝ａｂｎ－１ꎬ ｂ＝ｂａｎ－１ꎬ

(∀ａꎬｂ∈Ｓ) ａＲ̇ｂ⇔ａ＝ｂｎ－１ａꎬ ｂ＝ａｎ－１ｂꎬ

(∀ａꎬｂ∈Ｓ) ａＤ̇ｂ⇔ａ＝ａｂｎ－１ａｎ－１ꎬ ｂ＝ｂａｎ－１ｂｎ－１ꎮ
类似文献[６]ꎬ容易验证引理 １、２ 成立ꎮ
引理 １　 对任意 Ｓ∈ＣＯＳ􀅰

ｎ ꎬ下列式子成立:

Ｌ̇∨Ｄ
＋
＝Ｄ

＋
Ｌ̇Ｄ

＋
ꎬ (５)

Ｌ̇∨Ｌ
＋
＝Ｌ

＋
Ｌ̇Ｌ

＋
ꎬ (６)
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Ｌ̇∨Ｒ
＋
＝Ｒ

＋
Ｌ̇Ｒ

＋
ꎬ (７)

Ｌ
＋
∨Ｄ̇＝Ｌ

＋
Ｄ̇Ｌ

＋
ꎮ (８)

引理 ２　 设 Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ ꎬ则对任意 ａꎬｂ∈Ｓꎬ有

(１) ａＬ
＋
ｂ⇔(∃ｕꎬｖ∈Ｓ) ａ＝ｕ＋２ｖ＋２ｕꎬ ｂ＝ ｖ＋２ｕꎬ

(２) ａＲ
＋
ｂ⇔(∃ｕꎬｖ∈Ｓ) ａ＝ ２ｕ＋２ｖ＋ｕꎬ ｂ＝ ２ｕ＋ｖꎬ

(３) ａＤ
＋
ｂ⇔(∃ｕꎬｖ∈Ｓ) ａ＝ｕ＋２ｖꎬ ｂ＝ ｖ＋２ｕꎬ

(４) ａＬ̇ｂ⇔(∃ｕꎬｖ∈Ｓ) ａ＝ｕｖｎ－１ｕｎ－１ꎬ ｂ＝ ｖｕｎ－１ꎬ
(５) ａＲ̇ｂ⇔(∃ｕꎬｖ∈Ｓ) ａ＝ｕｎ－１ｖｎ－１ｕꎬ ｂ＝ｕｎ－１ｖꎬ
(６) ａＤ̇ｂ⇔(∃ｕꎬｖ∈Ｓ) ａ＝ｕｖｎ－１ｕｎ－１ꎬ ｂ＝ ｖｕｎ－１ｖｎ－１ꎮ
引理 ３　 设 Ｓ∈ＣＯＳ􀅰

ｎ ꎬ则对任意 ａꎬｂ∈Ｓꎬ有

(１) ａ( Ｌ̇∨Ｄ
＋
)ｂ⇔Ｄ

＋

ａｂｎ－１ ＝Ｄ
＋

ａꎬ Ｄ
＋

ｂａｎ－１ ＝Ｄ
＋

ｂꎬ

(２) ａ( Ｌ̇∨Ｌ
＋
)ｂ⇔Ｌ

＋

ａｂｎ－１ ＝Ｌ
＋

ａꎬ Ｌ
＋

ｂａｎ－１ ＝Ｌ
＋

ｂꎬ

(３) ａ( Ｌ̇∨Ｒ
＋
)ｂ⇔Ｒ

＋

ａｂｎ－１ ＝Ｒ
＋

ａꎬ Ｒ
＋

ｂａｎ－１ ＝Ｒ
＋

ｂꎬ

(４) ａ(Ｌ
＋
∨Ｄ̇)ｂ⇔Ｌ

＋

ａｂｎ－１ａｎ－１ ＝Ｌ
＋

ａꎬ Ｌ
＋

ｂａｎ－１ｂｎ－１ ＝Ｌ
＋

ｂꎮ

证明　 引理 ３(１)ꎬ其他情况类似可证ꎮ 设 Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ ꎬ对任意 ａꎬｂ∈Ｓꎬ若 ａ( Ｌ̇∨Ｄ

＋
)ｂꎬ则由式(５)可知ꎬ存

在 ｕꎬｖ∈Ｓ 使得 ａＤ
＋
ｕＬ̇ｖＤ

＋
ｂꎮ 因为 Ｄ

＋
是 (Ｓꎬ＋ꎬ􀅰)上的同余且 ａＤ

＋
ｕꎬ所以 ａｂｎ－１Ｄ

＋
ｕｂｎ－１ꎮ 又 ｕＬ̇ｖＤ

＋
ｂꎬ从而 ｕ ＝

ｕｖｎ－１Ｄ
＋
ｕｂｎ－１ꎬ即 ａＤ

＋
ｕ＝ｕｖｎ－１Ｄ

＋
ｕｂｎ－１Ｄ

＋
ａｂｎ－１ꎬ因此 Ｄ

＋

ａｂｎ－１ ＝Ｄ
＋

ａꎮ 类似可证 Ｄ
＋

ｂａｎ－１ ＝Ｄ
＋

ｂꎮ

反之ꎬ对 ａꎬｂ∈Ｓꎬ若 Ｄ
＋

ａｂｎ－１ ＝Ｄ
＋

ａꎬ Ｄ
＋

ｂａｎ－１ ＝Ｄ
＋

ｂꎬ则有 ａＤ
＋
ａｂｎ－１Ｄ

＋
ａｂｎ－１ａｎ－１ Ｌ̇ｂａｎ－１Ｄ

＋
ｂꎬ因此 ａ( Ｌ̇∨Ｄ

＋
)ｂꎮ

２　 主要结果

由引理 １、２、３ꎬ容易得到下面的引理 ４、５ꎮ
引理 ４　 设 Ｓ∈ＣＯＳ􀅰

ｎ ꎬ则有

(１) 满足 Ｌ̇∨Ｄ
＋
＝∇⇔∀ａꎬｂ∈Ｓꎬ Ｄ

＋

ａｂｎ－１ ＝Ｄ
＋

ａꎬ即 Ｓ 满足

ｘ≈ｘ＋２ｘｙｎ－１＋２ｘꎬ
ｘｙｎ－１≈ｘｙｎ－１＋２ｘ＋２ｘｙｎ－１ꎮ

(２) 满足 Ｌ̇∨Ｌ
＋
＝∇⇔∀ａꎬｂ∈Ｓꎬ Ｌ

＋

ａｂｎ－１ ＝Ｌ
＋

ａꎬ即 Ｓ 满足

ｘ≈ｘ＋２ｘｙｎ－１ꎬ
ｘｙｎ－１≈ｘｙｎ－１＋２ｘꎮ

(３) 满足 Ｌ̇∨Ｒ
＋
＝∇⇔∀ａꎬｂ∈Ｓꎬ Ｒ

＋

ａｂｎ－１ ＝Ｒ
＋

ａꎬ即 Ｓ 满足

ｘｙｎ－１≈２ｘ＋ｘｙｎ－１ꎬ
ｘ≈２ｘｙｎ－１＋ｘꎮ

(４) 满足 Ｌ
＋
∨Ｄ̇＝∇⇔∀ａꎬｂ∈Ｓꎬ Ｌ

＋

ａｂｎ－１ａｎ－１ ＝Ｌ
＋

ａꎬ即 Ｓ 满足

ｘ≈ｘ＋２ｘｙｎ－１ｘｎ－１ꎬ
ｘｙｎ－１ｘｎ－１≈ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋２ｘꎮ

由引理 ４ 知ꎬ上述半环类的集合都构成簇ＣＯＳ􀅰
ｎ 的子簇ꎬ用 􀭵Ｌｄ１、􀭵Ｌｌ１、􀭵Ｌｒ１和

􀭵Ｌｄ∗１ 分别表示上述子簇ꎮ
引理 ５　 设 Ｓ∈ＣＯＳ􀅰

ｎ ꎬ则有

(１) Ｓ 满足 Ｌ̇∨Ｄ
＋
＝Δ⇔Ｓ 满足

ｘ＋２ｙ≈ｙ＋２ｘꎬ (９)
ｘｙｎ－１ｘｎ－１≈ｙｘｎ－１ꎮ (１０)
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(２) Ｓ 满足 Ｌ̇∨Ｌ
＋
＝Δ⇔Ｓ 满足

ｘ＋２ｙ＋２ｘ≈ｙ＋２ｘꎬ
ｘｙｎ－１ｘｎ－１≈ｙｘｎ－１ꎮ

(３) Ｓ 满足 Ｌ̇∨Ｒ
＋
＝Δ⇔Ｓ 满足

２ｘ＋２ｙ＋ｘ≈２ｘ＋ｙꎬ
ｘｙｎ－１ｘｎ－１≈ｙｘｎ－１ꎮ

(４) Ｓ 满足 Ｌ
＋
∨Ｄ̇＝Δ⇔Ｓ 满足

ｘ＋２ｙ＋２ｘ≈ｙ＋２ｘꎬ
ｘｙｎ－１ｘｎ－１≈ｙｘｎ－１ｙｎ－１ꎮ

显然ꎬ上述半环类的集合也构成簇ＣＯＳ􀅰
ｎ 的子簇ꎬ􀭵Ｌｄ０、􀭵Ｌｌ０、􀭵Ｌｒ０和

􀭵Ｌｄ∗０ 分别表示上述子簇ꎮ
􀭵Ｌｄ、􀭵Ｌｌ、􀭵Ｌｒ 和 􀭵Ｌｄ∗分别表示下列半环类的集合

{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ :Ｌ̇∨Ｄ

＋∈Ｃｏｎ(Ｓ)}ꎬ

{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ :Ｌ̇∨Ｌ

＋∈Ｃｏｎ(Ｓ)}ꎬ

{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ :Ｌ̇∨Ｒ

＋ ∈Ｃｏｎ(Ｓ)}ꎬ

{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ :Ｌ

＋
∨Ｄ̇∈Ｃｏｎ(Ｓ)}ꎮ

定理 １　 设 Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ ꎬ则以下式子成立:

(１) 􀭵Ｌｄ ＝􀭵Ｌｄ１ 􀳱􀭵Ｌｄ０ꎬ

(２) 􀭵Ｌｌ ＝􀭵Ｌｌ１ 􀳱􀭵Ｌｌ０ꎬ

(３) 􀭵Ｌｒ ＝􀭵Ｌｒ１ 􀳱􀭵Ｌｒ０ꎬ

(４) 􀭵Ｌｄ∗ ＝􀭵Ｌｄ∗１ 􀳱􀭵Ｌｄ∗０ ꎮ
证明　 定理 １(１)ꎬ其他等式类似可证ꎮ
设 Ｓ∈􀭵Ｌｄ且 ρ＝ Ｌ̇∨Ｄ

＋∈Ｃｏｎ(Ｓ)ꎬ对任意 ｕꎬｖ∈Ｓꎬ若(ｕꎬｖ)∈ρꎬ则(ｕ２ꎬｕｖ)∈ρꎮ 又因为(ｕ２ꎬｕ)∈Ｌ̇⊆Ｌ̇∨

Ｄ
＋
＝ ρꎬ所以(ｕꎬｕｖ)∈ρꎬ即 ρｕ 对乘法封闭ꎮ 同理ꎬρｕ 对加法也封闭ꎮ 因此( ρｕꎬ＋ꎬ􀅰)构成 Ｓ 的一个子半环ꎬ

ρｕ∈􀭵Ｌｄ１ꎮ 对任意 ａꎬｂ∈Ｓꎬ由 Ｌ̇⊆ρ 和 Ｌ̇ａｂｎ－１ａｎ－１ ＝ Ｌ̇ｂａｎ－１ꎬ可得 ρａｂｎ－１ａｎ－１ ＝ ρｂａｎ－１ꎬ即 ρａρｂｎ－１ρａｎ－１ ＝ ρｂρａｎ－１ꎮ 由此可知 Ｓ / ρ

满足式(１０)ꎮ 对任意 ａꎬｂ∈Ｓꎬ由 Ｄ
＋
⊆ρ 和 Ｄ

＋

ａ＋２ｂ ＝Ｄ
＋

ｂ＋２ａꎬ可得 ρａ＋２ｂ ＝ ρｂ＋２ａꎬ即 ρａ＋ρ２ｂ ＝ ρｂ＋ρ２ａꎬ因此ꎬＳ / ρ 满足式

(９)ꎮ 由引理 ５(１)ꎬＳ∈􀭵Ｌｄ１ 􀳱􀭵Ｌｄ０ꎬ即 􀭵Ｌｄ⊆􀭵Ｌｄ１ 􀳱􀭵Ｌｄ０ꎮ

反之ꎬ如果 Ｓ∈􀭵Ｌｄ１ 􀳱􀭵Ｌｄ０ꎬ则对任意 ｕ∈Ｓꎬ存在 ρ∈Ｃｏｎ(Ｓ)使得ρｕ∈􀭵Ｌｄ１ꎬ Ｓ / ρ∈􀭵Ｌｄ０ꎮ 由ρｕ∈􀭵Ｌｄ１ꎬ可得 ρ⊆Ｌ̇∨

Ｄ
＋
ꎮ 由 Ｓ / ρ∈􀭵Ｌｄ０ꎬ可得 Ｓ / ρ 满足式(９)、(１０)ꎬ因此 Ｌ̇∨Ｄ

＋
⊆ρꎬ即 ρ＝ Ｌ̇∨Ｄ

＋
ꎬ于是 Ｓ∈􀭵Ｌｄꎬ从而 􀭵Ｌｄ１ 􀳱􀭵Ｌｄ０⊆􀭵Ｌｄꎮ

定理 ２　 􀭵Ｌｄ 是由下列式子确定的ＣＯＳ􀅰
ｎ 的子簇:

ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ≈ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ＋２(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１＋２(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)ꎬ (１１)
(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１≈(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１＋２(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)＋２(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１ꎬ

(１２)
ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１≈ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１＋２ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１(ｚｙｘｎ－１) ｎ－１＋２ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１ꎬ (１３)

ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１(ｚｙｘｎ－１) ｎ－１≈ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１(ｚｙｘｎ－１) ｎ－１＋２ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１＋２ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１(ｚｙｘｎ－１) ｎ－１ (１４)
证明　 设 Ｓ∈􀭵Ｌｄ且 ρ＝ Ｌ̇∨Ｄ

＋∈Ｃｏｎ(Ｓ)ꎬ由定理 １ꎬ对任意 ｕ∈Ｓꎬ ρｕ∈􀭵Ｌｄ１ꎬ Ｓ / ρ∈􀭵Ｌｄ０ꎮ 因为 Ｓ / ρ∈􀭵Ｌｄ０ꎬ所以

由引理 ５(１)可知ꎬ对任意 ａꎬｂ∈Ｓꎬ ρａｂｎ－１ａｎ－１ ＝ ρｂａｎ－１ꎮ 又因为 ρ 是 Ｓ 上的同余ꎬ所以

ρａｂｎ－１ａｎ－１＋ｃ ＝ ρｂａｎ－１＋ｃꎬ　 ρｃａｂｎ－１ａｎ－１ ＝ ρｃｂａｎ－１ꎮ
进一步地ꎬ由引理 ４(１)ꎬ可得

ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｃ＝ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｃ＋２(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｃ)(ｂａｎ－１＋ｃ) ｎ－１＋２(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｃ)ꎬ
(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｃ)(ｂａｎ－１＋ｃ) ｎ－１ ＝(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｃ)(ｂａｎ－１＋ｃ) ｎ－１＋２(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｃ)
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＋２(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｃ)(ｂａｎ－１＋ｃ) ｎ－１ꎬ
ｃａｂｎ－１ａｎ－１ ＝ ｃａｂｎ－１ａｎ－１＋２ｃａｂｎ－１ａｎ－１(ｃｂａｎ－１) ｎ－１＋２ｃａｂｎ－１ａｎ－１ꎬ

ｃａｂｎ－１ａｎ－１(ｃｂａｎ－１) ｎ－１ ＝ ｃａｂｎ－１ａｎ－１(ｃｂａｎ－１) ｎ－１＋２ｃａｂｎ－１ａｎ－１＋２ｃａｂｎ－１ａｎ－１(ｃｂａｎ－１) ｎ－１ꎮ
因此 Ｓ 满足式(１１)—(１４)ꎮ

反之ꎬ设 Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ 且满足式(１１)—(１４)ꎬ对任意的 ａꎬｂ∈Ｓ 且 ａ( Ｌ̇∨Ｄ

＋
)ｂꎬ由 Ｌ̇∨Ｄ

＋
＝Ｄ

＋
Ｌ̇Ｄ

＋
可知ꎬ存在 ｃꎬ

ｄ∈Ｓ使得 ａＤ
＋
ｃＬ̇ｄＤ

＋
ｂꎮ 首先证明 Ｌ̇∨Ｄ

＋
是(Ｓꎬ＋)上的同余ꎬ由式(１１)、(１２)ꎬ可得

(ｃｄｎ－１ｃｎ－１＋ｗ)Ｄ
＋
(ｃｄｎ－１ｃｎ－１＋ｗ)(ｄｃｎ－１＋ｗ) ｎ－１ꎮ

因为 ｃＬ̇ｄꎬ所以 ｃｄｎ－１ ＝ ｃꎬ从而(ｃ＋ｗ)Ｄ
＋
(ｃ＋ｗ)(ｄ＋ｗ) ｎ－１ꎮ 同理可得

(ｄ＋ｗ)Ｄ
＋
(ｄ＋ｗ)(ｃ＋ｗ) ｎ－１ꎬ

因此

(ａ＋ｗ)Ｄ
＋
(ｃ＋ｗ)Ｄ

＋
(ｃ＋ｗ)(ｄ＋ｗ) ｎ－１Ｄ

＋
(ｃ＋ｗ)(ｄ＋ｗ) ｎ－１(ｃ＋ｗ) ｎ－１ Ｌ̇(ｄ＋ｗ)(ｃ＋ｗ) ｎ－１Ｄ

＋
(ｄ＋ｗ)Ｄ

＋
(ｂ＋ｗ)ꎬ

即(ａ＋ｗ)( Ｌ̇∨Ｄ
＋
)(ｂ＋ｗ)ꎮ 同理可证(ｗ＋ａ)( Ｌ̇∨Ｄ

＋
)(ｗ＋ｂ)ꎮ 由式(１３)、(１４)ꎬ可得

ｗｃｄｎ－１ｃｎ－１Ｄ
＋
ｗｃｄｎ－１ｃｎ－１(ｗｄｃｎ－１) ｎ－１ꎮ

由 ｃＬ̇ｄꎬ可得 ｃｄｎ－１ ＝ ｃ 和 ｃｎ－１ｄｎ－１ ＝ ｃｎ－１ꎬ进一步地ꎬ有 ｗｃＤ
＋
ｗｃｗｎ－１ｄｎ－１ꎮ 交换 ｃ、ｄꎬ得 ｗｄＤ

＋
ｗｄｗｎ－１ｃｎ－１ꎮ 又因为 Ｄ

＋

是 Ｓ 上的同余ꎬ所以

ｗａＤ
＋
ｗｃＤ

＋
ｗｃｗｎ－１ｄｎ－１Ｄ

＋
ｗｃｗｎ－１ｄｎ－１ｗｎ－１ｃｎ－１ Ｌ̇ｗｎ－１ｄｎ－１ｗｎ－１ｃｎ－１ Ｌ̇ｗｄｗｎ－１ｃｎ－１Ｄ

＋
ｗｄＤ

＋
ｗｂꎮ

因此 ｗａ( Ｌ̇∨Ｄ
＋
)ｗｂꎬ即 Ｌ̇∨Ｄ

＋
是(Ｓꎬ􀅰)上的左同余ꎮ 又因为 Ｌ̇ 是(Ｓꎬ􀅰)上的右同余ꎬＤ

＋
是 Ｓ 上的同余ꎬ所以

Ｌ̇∨Ｄ
＋
是 Ｓ 上的同余ꎮ
定理 ３　 􀭵Ｌｌ 是由下列式子确定的ＣＯＳ􀅰

ｎ 的子簇:
ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ≈(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)＋２(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１ꎬ (１５)

(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１≈(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１＋２(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)ꎬ (１６)
ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１≈(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)＋２(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)(ｚ＋ｙｘｎ－１) ｎ－１ꎬ (１７)

(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)(ｚ＋ｙｘｎ－１) ｎ－１≈(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)(ｚ＋ｙｘｎ－１) ｎ－１＋２(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)ꎬ (１８)
ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ≈(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ)＋２(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ)(ｚ＋ｙ＋２ｘ) ｎ－１ (１９)

(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ)(ｚ＋ｙ＋２ｘ) ｎ－１≈(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ)(ｚ＋ｙ＋２ｘ) ｎ－１＋２(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ) (２０)
ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１≈ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１＋２ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１(ｚｙｘｎ－１) ｎ－１ꎬ (２１)

ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１(ｚｙｘｎ－１) ｎ－１≈ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１(ｚｙｘｎ－１) ｎ－１＋２ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１ꎮ (２２)
证明　 设 Ｓ∈􀭵Ｌｌ且 ρ＝ Ｌ̇∨Ｌ

＋∈Ｃｏｎ(Ｓ)ꎬ则对任意 ｕ∈Ｓꎬ由定理 １ 知ꎬρｕ∈􀭵Ｌｌ１ꎬ Ｓ / ρ∈􀭵Ｌｌ０ꎮ 因为 Ｓ / ρ∈􀭵Ｌｌ０ꎬ所
以由引理 ５(２)可知ꎬ对任意 ａꎬｂ∈Ｓꎬ

ρａｂｎ－１ａｎ－１ ＝ ρｂａｎ－１ꎬ　 ρａ＋２ｂ＋２ａ ＝ ρｂ＋２ａꎮ
因为 ρ 是 Ｓ 上的同余ꎬ所以

ρａｂｎ－１ａｎ－１＋ｗ ＝ ρｂａｎ－１＋ｗꎬ　 ρｗ＋ａｂｎ－１ａｎ－１ ＝ ρｗ＋ｂａｎ－１ꎬ
ρｗ＋ａ＋２ｂ＋２ａ ＝ ρｗ＋ｂ＋２ａꎬ　 ρｗａｂｎ－１ａｎ－１ ＝ ρｗｂａｎ－１ꎮ

又因为ρｕ∈􀭵Ｌｌ１ꎬ所以对任意 ｕ∈Ｓꎬ由引理 ４(２)ꎬ可得

ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｗ＝(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｗ)＋２(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｗ)(ｂａｎ－１＋ｗ) ｎ－１ꎬ
(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｗ)(ｂａｎ－１＋ｗ) ｎ－１ ＝(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｗ)(ｂａｎ－１＋ｗ) ｎ－１＋２(ａｂｎ－１ａｎ－１＋ｗ)ꎬ

ｗ＋ａｂｎ－１ａｎ－１ ＝(ｗ＋ａｂｎ－１ａｎ－１)＋２(ｗ＋ａｂｎ－１ａｎ－１)(ｗ＋ｂａｎ－１) ｎ－１ꎬ
(ｗ＋ａｂｎ－１ａｎ－１)(ｗ＋ｂａｎ－１) ｎ－１ ＝(ｗ＋ａｂｎ－１ａｎ－１)(ｗ＋ｂａｎ－１) ｎ－１＋２(ｗ＋ａｂｎ－１ａｎ－１)ꎬ

ｗ＋ａ＋２ｂ＋２ａ＝(ｗ＋ａ＋２ｂ＋２ａ)＋２(ｗ＋ａ＋２ｂ＋２ａ)(ｗ＋ｂ＋２ａ) ｎ－１ꎬ
(ｗ＋ａ＋２ｂ＋２ａ)(ｗ＋ｂ＋２ａ) ｎ－１ ＝(ｗ＋ａ＋２ｂ＋２ａ)(ｗ＋ｂ＋２ａ) ｎ－１＋２(ｗ＋ａ＋２ｂ＋２ａ)ꎬ

ｗａｂｎ－１ａｎ－１ ＝ｗａｂｎ－１ａｎ－１＋２ｗａｂｎ－１ａｎ－１(ｗｂａｎ－１) ｎ－１ꎬ
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ｗａｂｎ－１ａｎ－１(ｗｂａｎ－１) ｎ－１ ＝ｗａｂｎ－１ａｎ－１(ｗｂａｎ－１) ｎ－１＋２ｗａｂｎ－１ａｎ－１ꎮ
因此 Ｓ 满足式(１５)—(２２)ꎮ

反之ꎬ假设 Ｓ 满足式(１５)—(２２)ꎮ 对任意的 ａꎬｂ∈Ｓꎬ若 ａ( Ｌ̇∨Ｌ
＋
)ｂꎬ则存在 ｃꎬｄ∈Ｓ 使得 ａＬ

＋
ｃＬ̇ｄＬ

＋
ｂꎮ 由

式(１５)、(１６)可得

(ｃｄｎ－１ｃｎ－１＋ｗ)Ｌ
＋
(ｃｄｎ－１ｃｎ－１＋ｗ)(ｄｃｎ－１＋ｗ) ｎ－１ꎮ

由 ｃＬ̇ｄ 知 ｃｄｎ－１ ＝ ｃ 和 ｄｃｎ－１ ＝ｄꎬ因此(ｃ＋ｗ)Ｌ
＋
(ｃ＋ｗ)(ｄ＋ｗ) ｎ－１ꎮ 交换 ｃ、ｄꎬ有(ｄ＋ｗ)Ｌ

＋
(ｄ＋ｗ)(ｃ＋ｗ) ｎ－１ꎮ

又因为 Ｌ
＋
是(Ｓꎬ＋)上的右同余ꎬ(Ｓꎬ􀅰)上的同余ꎬ所以

(ａ＋ｗ)Ｌ
＋
(ｃ＋ｗ)Ｌ

＋
(ｃ＋ｗ)(ｄ＋ｗ) ｎ－１Ｌ

＋
(ｃ＋ｗ)(ｄ＋ｗ) ｎ－１(ｃ＋ｗ) ｎ－１ Ｌ̇(ｄ＋ｗ)(ｃ＋ｗ) ｎ－１Ｌ

＋
(ｄ＋ｗ)Ｌ

＋
(ｂ＋ｗ)ꎬ

即(ａ＋ｗ)( Ｌ̇∨Ｌ
＋
)(ｂ＋ｗ)ꎬ因此ꎬＬ̇∨Ｌ

＋
是(Ｓꎬ＋)上的右同余ꎮ 由式(１７)、(１８)可得

(ｗ＋ｃ)Ｌ
＋
(ｗ＋ｃ)(ｗ＋ｄ) ｎ－１ꎬ

(ｗ＋ｄ)Ｌ
＋
(ｗ＋ｄ)(ｗ＋ｃ) ｎ－１ꎮ

由式(１９)、(２０)可得

(ｗ＋ａ)Ｌ
＋
(ｗ＋ａ)(ｗ＋ｃ) ｎ－１ꎬ

(ｗ＋ｄ)Ｌ
＋
(ｗ＋ｄ)(ｗ＋ｂ) ｎ－１ꎬ

(ｗ＋ｃ)(ｗ＋ａ) ｎ－１Ｌ
＋
(ｗ＋ｃ)ꎬ

(ｗ＋ｂ)(ｗ＋ｄ) ｎ－１Ｌ
＋
(ｗ＋ｂ)ꎮ

因此

(ｗ＋ａ)Ｌ
＋
(ｗ＋ａ)(ｗ＋ｃ) ｎ－１Ｌ

＋
(ｗ＋ａ)(ｗ＋ｃ) ｎ－１(ｗ＋ａ) ｎ－１ Ｌ̇(ｗ＋ｃ)(ｗ＋ａ) ｎ－１Ｌ

＋
(ｗ＋ｃ)ꎬ

(ｗ＋ｃ)Ｌ
＋
(ｗ＋ｃ)(ｗ＋ｄ) ｎ－１Ｌ

＋
(ｗ＋ｃ)(ｗ＋ｄ) ｎ－１(ｗ＋ｃ) ｎ－１ Ｌ̇(ｗ＋ｄ)(ｗ＋ｃ) ｎ－１Ｌ

＋
(ｗ＋ｄ)ꎬ

(ｗ＋ｄ)Ｌ
＋
(ｗ＋ｄ)(ｗ＋ｂ) ｎ－１Ｌ

＋
(ｗ＋ｄ)(ｗ＋ｂ) ｎ－１(ｗ＋ｄ) ｎ－１ Ｌ̇(ｗ＋ｂ)(ｗ＋ｄ) ｎ－１Ｌ

＋
(ｗ＋ｂ)ꎮ

即(ｗ＋ａ)( Ｌ̇∨Ｌ
＋
)(ｗ＋ｂ)ꎬ从而 Ｌ̇∨Ｌ

＋
是(Ｓꎬ＋)上的左同余ꎮ 由式(２１)、(２２)ꎬ可得

ｗｃｄｎ－１ｃｎ－１Ｌ
＋
ｗｃｄｎ－１ｃｎ－１(ｗｄｃｎ－１) ｎ－１ꎬ

ｗｄｃｎ－１ｄｎ－１Ｌ
＋
ｗｄｃｎ－１ｄｎ－１(ｗｃｄｎ－１) ｎ－１ꎮ

即

ｗｃＬ
＋
ｗｃｗｎ－１ｄｎ－１ꎬ

ｗｄＬ
＋
ｗｄｗｎ－１ｃｎ－１ꎮ

又因为 Ｌ
＋
是 (Ｓꎬ􀅰)上的同余ꎬ所以

ｗａＬ
＋
ｗｃＬ

＋
ｗｃｗｎ－１ｄｎ－１Ｌ

＋
ｗｃｗｎ－１ｄｎ－１(ｗｃ) ｎ－１ Ｌ̇ｗｄｗｎ－１ｃｎ－１Ｌ

＋
ｗｄＬ

＋
ｗｂꎬ

即(ｗａ)( Ｌ̇∨Ｌ
＋
)(ｗｂ)ꎬ因此 Ｌ̇∨Ｌ

＋
是 (Ｓꎬ􀅰)上的左同余ꎮ 又因为 Ｌ

＋
是(Ｓꎬ􀅰)上的同余ꎬＬ̇ 是 (Ｓꎬ􀅰)上的右同

余ꎬ所以 Ｌ̇∨Ｌ
＋
是(Ｓꎬ􀅰)上的右同余ꎬ因此ꎬＬ̇∨Ｌ

＋∈Ｃｏｎ(Ｓ)ꎮ
类似定理 ２、３ 可得如下定理ꎮ
定理 ４　 􀭵Ｌｒ 是由下列式子确定的ＣＯＳ􀅰

ｎ 的子簇:
(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)(ｚ＋ｙｘｎ－１) ｎ－１≈２(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)＋(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)(ｚ＋ｙｘｎ－１) ｎ－１ꎬ

ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１≈２(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)(ｚ＋ｙｘｎ－１) ｎ－１＋(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)ꎬ
(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１≈２(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)＋(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１ꎬ

ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ≈２(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１＋(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)ꎬ
(２ｘ＋２ｙ＋ｘ＋ｚ)(２ｘ＋ｙ＋ｚ) ｎ－１≈２(２ｘ＋２ｙ＋ｘ＋ｚ)＋(２ｘ＋２ｙ＋ｘ＋ｚ)(２ｘ＋ｙ＋ｚ) ｎ－１ꎬ

２ｘ＋２ｙ＋ｘ＋ｚ≈２(２ｘ＋２ｙ＋ｘ＋ｚ)(２ｘ＋ｙ＋ｚ) ｎ－１＋(２ｘ＋２ｙ＋ｘ＋ｚ)ꎬ
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ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１(ｚｙｘｎ－１) ｎ－１≈２ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１(ｚｙｘｎ－１) ｎ－１ꎬ
ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１≈２ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１(ｚｙｘｎ－１) ｎ－１＋ｚｘｙｎ－１ｘｎ－１ꎮ

　 　 定理 ５　 􀭵Ｌｄ∗是由下列式子确定的ＣＯＳ􀅰
ｎ的子簇:

ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１≈(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)＋２(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)(ｚ＋ｙｘｎ－１ｙｎ－１) ｎ－１(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１) ｎ－１ꎬ
(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)(ｚ＋ｙｘｎ－１ｙｎ－１) ｎ－１(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１) ｎ－１≈(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)(ｚ＋ｙｘｎ－１ｙｎ－１) ｎ－１(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１) ｎ－１

＋２(ｚ＋ｘｙｎ－１ｘｎ－１)ꎬ
ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ≈(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)＋２(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１ｙｎ－１＋ｚ) ｎ－１(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１ꎬ

(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１ｙｎ－１＋ｚ) ｎ－１(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１≈(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１ｙｎ－１＋ｚ) ｎ－１(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ) ｎ－１

＋２(ｘｙｎ－１ｘｎ－１＋ｚ)ꎬ
ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ≈(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ)＋２(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ)(ｚ＋ｙ＋２ｘ) ｎ－１(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ) ｎ－１ꎬ

(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ)(ｚ＋ｙ＋２ｘ) ｎ－１(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ) ｎ－１≈(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ)(ｚ＋ｙ＋２ｘ) ｎ－１(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ) ｎ－１＋２(ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ)ꎮ

Ｌ̇０、Ｌ̇１、Ｌ̇、Ｌ
＋

０、Ｌ
＋

１ 和 Ｌ
＋
分别表示下列半环类的集合:

Ｌ
＋

０ ＝{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ :Ｌ̇＝Δ}ꎬ　 　 　 　 Ｌ

＋

０ ＝{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ :Ｌ

＋
＝Δ}ꎬ

Ｌ̇１ ＝{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ :Ｌ̇＝∇}ꎬ Ｌ

＋

１ ＝{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ :Ｌ

＋
＝∇}ꎬ

Ｌ̇＝{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰
ｎ :Ｌ̇∈Ｃｏｎ(Ｓ)}ꎬ Ｌ

＋
＝{Ｓ∈ＣＯＳ􀅰

ｎ :Ｌ
＋∈Ｃｏｎ(Ｓ)}ꎮ

由引理 ２ 等容易得到下列定理成立ꎮ
定理 ６　 (１) Ｌ̇０ 是由式子 ｘｙｎ－１≈ｙｘｎ－１ｙｎ－１所确定的ＣＯＳ􀅰

ｎ 的子簇ꎻ

(２) Ｌ̇１是由式子 ｘｙｎ－１≈ｘ 所确定的ＣＯＳ􀅰
ｎ 的子簇ꎻ

(３) Ｌ̇ 是由以下式子所确定的ＣＯＳ􀅰
ｎ 的子簇

(ｘｙｎ－１＋ｚ)(ｙｘｎ－１ｙｎ－１＋ｚ) ｎ－１≈ｘｙｎ－１＋ｚꎬ
(ｚ＋ｘｙｎ－１)(ｚ＋ｙｘｎ－１ｙｎ－１) ｎ－１≈ｚ＋ｘｙｎ－１ꎬ

ｚｘｙｎ－１(ｚｙｘｎ－１ｙｎ－１) ｎ－１≈ｚｘｙｎ－１ꎮ
(４) Ｌ̇＝ Ｌ̇１ 􀳱 Ｌ̇０ꎮ

推论 １　 (１) Ｌ
＋

０ 是由式子 ｘ＋２ｙ＋２ｘ≈ｙ＋２ｘ 所确定的ＣＯＳ􀅰
ｎ 的子簇ꎻ

(２) Ｌ
＋

１ 是由式子 ｘ＋２ｙ≈ｘ 所确定的ＣＯＳ􀅰
ｎ 的子簇ꎻ

(３) Ｌ
＋
是由以下式子所确定的ＣＯＳ􀅰

ｎ 的子簇 ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘ＋２(ｚ＋ｙ＋２ｘ)≈ｚ＋ｘ＋２ｙ＋２ｘꎮ

(４) Ｌ
＋
＝Ｌ

＋

１ 􀳱Ｌ
＋

０ꎮ
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