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形式三角矩阵环上相对于对偶对的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦模和维数

刘铃ꎬ陈文静∗

(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)
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÷ 是形式三角矩阵环ꎬ其中 Ａ 和 Ｂ 是环ꎬＵ 是(ＢꎬＡ) ￣双模ꎮ ＧＦ(Ｆ (Ｒ)ꎬＹ ) 表示相对于完备对偶对(ＸꎬＹ )的

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦左 Ｒ￣模类ꎮ 假设(Ｃ１ꎬＣ２)和(Ｄ１ꎬＤ２)分别为 Ａ 环和 Ｂ 环上的完备对偶对ꎬ(ＵＣ１
Ｄ１
ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)是由(Ｃ１ꎬＣ２)和

(Ｄ１ꎬＤ２)诱导的 Ｔ 环上的完备对偶对ꎮ 证明若 ＵＡ 有有限平坦维数ꎬＧ Ｆ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
) 关于扩张封闭ꎬ则左 Ｔ￣模
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ꎬ Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)
ꎬ φＭ:Ｕ⊗ＡＭ１→Ｍ２是单同态ꎮ 此外还给出左 Ｔ￣模的相

对于完备对偶对(ＵＣ１
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ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦维数的估计ꎮ
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０　 引言

本文提到的环均指有单位元的非零结合环ꎬ模均指酉模ꎮ 设 Ａ 和 Ｂ 是环ꎬＵ 是 (ＢꎬＡ) ￣双模ꎬＴ ＝
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÷ :ａ∈Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ ｕ∈Ｕ{ } ꎬ其中 Ｔ 关于矩阵加法和矩阵乘法构成一个环ꎬ称形式三角矩阵环ꎮ

Ｅｎｏｃｈｓ 等[１]在任意环上引入了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射、内射和平坦模ꎬ并且研究 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调维数ꎮ Ｅｎｃｏｈｓ等[２]

刻画形式三角矩阵环上的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模和内射模ꎮ Ｍａｏ[３]刻画形式三角矩阵环上的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦模ꎬ
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么 Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦左 Ｔ￣模当且仅当 Ｍ１ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦左 Ａ￣模ꎬＭ２ / Ｉｍ(φＭ)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦左 Ｂ￣
模ꎬφＭ:Ｕ⊗ＡＭ１→Ｍ２ 是单同态ꎬ此外还给出了左 Ｔ￣模的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦维数的估计ꎮ Ｍａｏ[４] 利用 Ａ 环和 Ｂ
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１　 预备知识

在本文中ꎬＲ￣模表示左 Ｒ￣模ꎬＲｏｐ￣模表示右 Ｒ￣模ꎬＭｏｄ(Ｒ)和Ｍｏｄ(Ｒｏｐ)分别表示左 Ｒ￣模范畴和右 Ｒ￣模范

畴ꎬＰ (Ｒ)和 Ｆ (Ｒ)分别表示投射 Ｒ￣模类和平坦 Ｒ￣模类ꎬ１Ｍ 表示恒等态射 Ｍ→Ｍꎬ Ｍ＋ ＝ＨｏｍＺ(ＭꎬＱ / Ｚ)表示

Ｒ￣模 Ｍ 的示性模ꎮ
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可交换ꎮ 同样地ꎬＴ ｏｐ￣模范畴 Ｍｏｄ(Ｔ ｏｐ)等价于范畴 ΓꎬΓ 中的对象是三元组 Ｗ ＝ (Ｗ１ꎬＷ２) φＷꎬ其中Ｗ１∈

Ｍｏｄ(Ａｏｐ)ꎬ Ｗ２∈Ｍｏｄ(Ｂｏｐ)ꎬ φＷ:Ｗ２⊗ＢＵ→Ｗ１ 是 Ａ￣模同态ꎻ设 Ｗ＝(Ｗ１ꎬＷ２) φＷ和 Ｘ＝(Ｘ１ꎬＸ２) φＸ是 Γ 中的对

象ꎬΓ 中的态射 Ｗ→Ｘ 是态射对(ｇ１ꎬｇ２)ꎬ其中ｇ１∈ＨｏｍＡ(Ｗ１ꎬＸ１)ꎬ ｇ２∈ＨｏｍＢ(Ｗ２ꎬＸ２)ꎬ并且使得图
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可交换ꎮ 在本文中ꎬ将 Ｔ￣模范畴 Ｍｏｄ(Ｔ)和范畴 Ω 不加区别ꎬＴ ｏｐ￣模范畴 Ｍｏｄ(Ｔ ｏｐ)和范畴 Γ 不加区别ꎮ 在

不产生混淆的情况下ꎬ有时会省略下标 φＭ 和 φＷꎮ

注意到 Ｔ￣模序列 ０→
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→０ 正合当且仅当独立的 Ａ￣模序列 ０→Ｍ′１→
ｆ１ Ｍ１→

ｇ１

Ｍ″１→０ 和 Ｂ￣模序列 ０→Ｍ′２→
ｆ２ Ｍ２→

ｇ２ Ｍ″２→０ 均正合ꎮ

命题 １[８] 　 设 Ｍ＝
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是 Ｔ￣模ꎬ Ｗ＝(Ｗ１ꎬＷ２) φＷ是 Ｔ ｏｐ￣模ꎬ则有 Ａｂｅｌ 群同构:

Ｗ⊗ＴＭ≅(Ｗ１⊗ＡＭ１⊕Ｗ２⊗ＢＭ２) / Ｈꎬ
其中 Ｈ 由所有形如(φＷ(ｗ２⊗ｕ))⊗ｘ１－ｗ２⊗φＭ(ｕ⊗ｘ１)的元素生成ꎬ并且 ｘ１∈Ｍ１ꎬ ｗ２∈Ｗ２ꎬ ｕ∈Ｕꎮ

定义 １[９] 　 称(ＸꎬＹ )是 Ｒ 环上的对偶对ꎬ如果 Ｘ 是 Ｒ￣模类ꎬＹ 是 Ｒｏｐ￣模类ꎬ并且满足下列条件:
(１) Ｍ∈Ｘ 当且仅当Ｍ＋∈Ｙꎻ
(２) Ｙ 关于直和项和有限直和封闭ꎮ
称对偶对{ＸꎬＹ }是对称对偶对ꎬ如果(ＸꎬＹ )和(ＹꎬＸ )是对偶对ꎮ 称对偶对(ＸꎬＹ )是完全对偶对ꎬ

如果 Ｘ 包含 Ｒ￣模ＲＲꎬ并且 Ｘ 关于直和和扩张封闭ꎮ 称对偶对(ＸꎬＹ )是完备对偶对ꎬ如果{ＸꎬＹ }是对称对

偶对ꎬ并且(ＸꎬＹ )是完全对偶对ꎮ
命题 ２[５] 　 若(ＸꎬＹ )是完全对偶对ꎬ则 Ｘ 包含投射 Ｒ￣模类ꎬＹ 包含内射 Ｒｏｐ￣模类ꎮ 事实上ꎬＸ 关于正

向极限封闭ꎬ因此也包含平坦 Ｒ￣模类ꎮ

设 Ｃ１ 是 Ａ￣模类ꎬＤ１ 是 Ｂ￣模类ꎬ定义 Ｔ￣模的类 ＵＣ１
Ｄ１

＝ Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ

:Ｍ１∈Ｃ１ꎬ Ｍ２∈Ｄ１{ } ꎮ 类似地ꎬ定义Ｔ ｏｐ￣模

的类 ＵＣ２ꎬＤ２
ꎬ此时 Ｃ２ 是 Ａｏｐ￣模类ꎬＤ２ 是 Ｂｏｐ￣模类ꎮ

命题 ３[４] 　 设 Ｃ１ 是 Ａ￣模类ꎬＣ２ 是 Ａｏｐ￣模类ꎬＤ１ 是 Ｂ￣模类ꎬＤ２ 是 Ｂｏｐ￣模类ꎬ则有:
(１) (Ｃ１ꎬＣ２)和(Ｄ１ꎬＤ２)是对偶对当且仅当(ＵＣ１

Ｄ１
ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)是对偶对ꎻ
(２) (Ｃ１ꎬＣ２)和(Ｄ１ꎬＤ２)是对称对偶对当且仅当(ＵＣ１

Ｄ１
ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)是对称对偶对ꎻ
(３) 如果ＢＵ∈Ｄ１ꎬ那么(Ｃ１ꎬＣ２)和(Ｄ１ꎬＤ２)是完全对偶对当且仅当(ＵＣ１

Ｄ１
ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)是完全对偶对ꎮ
本文始终假设(Ｃ１ꎬＣ２)ꎬ(Ｄ１ꎬＤ２)和(ＵＣ１

Ｄ１
ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)是完备对偶对ꎮ

２　 形式三角矩阵环上相对于完备对偶对的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦模和维数

定义 ２[５] 　 设(ＸꎬＹ )是 Ｒ 环上的完备对偶对ꎬＭ 是 Ｒ￣模ꎬ称 Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ(ＸꎬＹ ) ￣平坦模ꎬ如果存在

平坦 Ｒ￣模的正合序列

Ｆ:􀆺→Ｆ －２→Ｆ －１→Ｆ ０→Ｆ１→􀆺
使得 Ｍ≅Ｋｅｒ(Ｆ ０→Ｆ１)ꎬ并且对任意的 Ｙ∈Ｙꎬ Ｙ⊗ＲＦ 是正合的ꎮ 用 ＧＦ(Ｆ (Ｒ)ꎬＹ )表示 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ(ＸꎬＹ ) ￣平坦

Ｒ￣模类ꎮ

由文献[１０]的命题 １.１４ 知ꎬＭ ＝
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ

是平坦 Ｔ￣模当且仅当 Ｍ１ 是平坦 Ａ￣模ꎬＭ２ / Ｉｍ(φＭ)是平坦 Ｂ￣

模ꎬφＭ 是单同态ꎮ

定理 １　 设 Ｔ 是形式三角矩阵环ꎬＵＡ 有有限平坦维数ꎬＭ ＝
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ

是 Ｔ￣模ꎬＧ Ｆ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
) 关于扩张封
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闭ꎬ则以下等价:
(１) Ｍ∈ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎻ

(２) Ｍ１∈ＧＦ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)ꎬ Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎬ φＭ 是单同态ꎮ
在此情形下ꎬＵ⊗ＡＭ１∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)当且仅当Ｍ２∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎮ

证明　 (１)⇒(２)ꎮ 首先证明 Ｍ１∈Ｇ Ｆ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)ꎮ 因为 Ｍ∈Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)ꎬ所以存在平坦 Ｔ￣模的正合

序列

Δ:􀆺→
Ｆ －１

１

Ｆ －１
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φ－１

σ－１
１

σ－１
２

( )
→

Ｆ ０
１

Ｆ ０
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φ０

σ０
１

σ０
２

( )
→

Ｆ１
１

Ｆ１
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φ１

σ１
１

σ１
２

( )
→

Ｆ ２
１

Ｆ ２
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φ２

→􀆺ꎬ

使得 Ｍ≅Ｋｅｒ
σ０

１

σ０
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎬ并且对任意的 Ｈ∈ＵＣ２ꎬＤ２
ꎬ Ｈ⊗ＴΔ是正合的ꎮ 由文献[１０]的命题 １.１４ 知ꎬ有平坦 Ａ￣模的

正合序列

Λ１:􀆺→ Ｆ －１
１ →

σ－１
１ Ｆ ０

１ →
σ０
１ Ｆ１

１ →
σ１
１ Ｆ ２

１→􀆺ꎬ
使得 Ｍ１≅Ｋｅｒ(σ０

１)ꎮ 对任意的 Ｅ∈Ｃ２ꎬ显然有(Ｅꎬ０)∈ＵＣ２ꎬＤ２
ꎮ 进而由命题 １ 知 Ｅ⊗ＡΛ１≅(Ｅꎬ０)⊗ＴΔꎮ 因

为(Ｅꎬ０)⊗ＴΔ是正合的ꎬ所以 Ｅ⊗ＡΛ１ 是正合的ꎬ因此Ｍ１∈ＧＦ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)ꎮ
其次证明 φＭ 是单同态ꎮ 设λ１:Ｍ１→Ｆ ０

１ 和λ２:Ｍ２→Ｆ ０
２ 是嵌入同态ꎮ 考虑 Ｍｏｄ(Ｂ)上的交换图

Ｕ⊗ＡＭ１

１Ｕ⊗λ１→Ｕ⊗ＡＦ ０
１

φＭ

↓ φ０

↓
Ｍ２

λ２ →Ｆ ０
２ ꎮ

因为 ＵＡ 有有限平坦维数ꎬ所以由文献[２]的引理 ２.３ 知 Ｕ⊗ＡΛ１ 是正合的ꎮ 因此 １Ｕ⊗λ１ 是单同态ꎮ 由文献

[１０]的命题 １.１４ 知 φ０ 是单同态ꎮ 因此由上面的交换图可得 φＭ 是单同态ꎮ

最后证明 Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎮ 对任意的 ｉ∈Ｚꎬ存在σｉ
２:Ｆ ｉ

２ / Ｉｍ(φｉ)→Ｆ ｉ＋１
２ / Ｉｍ(φｉ＋１)ꎬ使得图

⋮ ⋮ ⋮
↓ ↓ ↓

０→Ｕ⊗ＡＦ
－１
１

φ－１

→ Ｆ －１
２ →Ｆ －１

２ / Ｉｍ(φ－１)→０

１Ｕ⊗σ－１
１ ↓ σ－１

２ ↓ σ－１
２ ↓

０→Ｕ⊗ＡＦ ０
１

φ０

→ Ｆ ０
２ →Ｆ ０

２ / Ｉｍ(φ０)→０

１Ｕ⊗σ０
１↓ σ０

２↓ σ０
２↓

０→Ｕ⊗ＡＦ １
１

φ１

→ Ｆ １
２ →Ｆ １

２ / Ｉｍ(φ１)→０

１Ｕ⊗σ１
１↓ σ１

２↓ σ１
２↓

０→Ｕ⊗ＡＦ ２
１

φ２

→ Ｆ ２
２ →Ｆ ２

２ / Ｉｍ(φ２)→０
↓ ↓ ↓
⋮ ⋮ ⋮

可交换ꎮ 因为第一列和第二列是正合的ꎬ所以由文献[１０]的命题 １.１４ 和文献[１１]的定理 ６.３ 知ꎬ有平坦 Ｂ￣模的

正合序列

Ξ:􀆺→Ｆ －１
２ / Ｉｍ(φ－１)

σ－１
２→Ｆ ０

２ / Ｉｍ(φ０)
σ０

２→Ｆ１
２ / Ｉｍ(φ１)

σ１
２→Ｆ ２

２ / Ｉｍ(φ２)→􀆺ꎬ

使得 Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)≅Ｋｅｒ(σ０
２)ꎮ 对任意的 Ｇ∈Ｄ２ꎬ易知(０ꎬＧ)∈ＵＣ２ꎬＤ２

ꎮ 每一个 Ｂ￣模的短正合列

０→Ｕ⊗ＡＦ ｉ
１ →

φｉ Ｆ ｉ
２→ Ｆ ｉ

２ / Ｉｍ(φｉ) →０
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都可以诱导正合序列 Ｇ ⊗ＢＵ ⊗ＡＦ ｉ
１

１Ｇ⊗φｉ

→ Ｇ ⊗ＢＦ ｉ
２ → Ｇ ⊗Ｂ ( Ｆ ｉ

２ / Ｉｍ ( φｉ )) → ０ꎮ 则由命题 １ 可得

Ｇ⊗Ｂ(Ｆ ｉ
２ / Ｉｍ(φｉ))≅(Ｇ⊗ＢＦ ｉ

２) / Ｉｍ(１Ｇ⊗φｉ)≅(０ꎬＧ)⊗Ｔ

Ｆ ｉ
１

Ｆ ｉ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φｉ

ꎮ 进而 Ｇ⊗ＢΞ≅(０ꎬＧ)⊗ＴΔ 是正合的ꎮ 因

此 Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎮ
(２)⇒(１)ꎮ 因为 φＭ 是单同态ꎬ所以存在 Ｍｏｄ(Ｔ)中的正合序列

０→
Ｍ１

Ｕ⊗ＡＭ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ →

Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ →

０
Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ →０ꎮ

首先证明
Ｍ１

Ｕ⊗ＡＭ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎮ 因为Ｍ１∈ＧＦ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)ꎬ所以存在平坦 Ａ￣模的正合序列

Λ:􀆺 →Ｆ －１ σ－１

→Ｆ ０ σ０

→Ｆ １ σ１

→Ｆ ２ →􀆺ꎬ
使得 Ｍ１≅Ｋｅｒ(σ０)ꎬ并且对任意的 Ｅ∈Ｃ２ꎬ Ｅ⊗ＡΛ 是正合的ꎮ 因为 ＵＡ 有有限平坦维数ꎬ所以由文献[２]的
引理 ２.３ 知 Ｕ⊗ＡΛ 是正合的ꎮ 因此有平坦 Ｔ￣模的正合序列

Υ:􀆺→
Ｆ －１

Ｕ⊗ＡＦ
－１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

σ－１

１Ｕ⊗σ－１( )
→

Ｆ ０

Ｕ⊗ＡＦ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

σ０

１Ｕ⊗σ０( )
→

Ｆ １

Ｕ⊗ＡＦ １

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ →􀆺

使得
Ｍ１

Ｕ⊗ＡＭ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≅Ｋｅｒ

σ０

１Ｕ⊗σ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ 对任意的(Ｗ１ꎬＷ２)∈ＵＣ２ꎬＤ２

ꎬ存在 Ｍｏｄ(Ｔ ｏｐ)中的短正合列

０→(Ｗ１ꎬ０)→(Ｗ１ꎬＷ２)→(０ꎬＷ２)→０ꎮ

因为对任意的 ｉ∈Ｚꎬ
Ｆ ｉ

Ｕ⊗ＡＦ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 是平坦 Ｔ￣模ꎬ所以有短正合列

０→(Ｗ１ꎬ０)⊗Ｔ

Ｆ ｉ

Ｕ⊗ＡＦ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ →(Ｗ１ꎬＷ２)⊗Ｔ

Ｆ ｉ

Ｕ⊗ＡＦ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ →(０ꎬＷ２)⊗Ｔ

Ｆ ｉ

Ｕ⊗ＡＦ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ →０ꎮ

于是由命题 １ 知(０ꎬＷ２)⊗Ｔ

Ｆ ｉ

Ｕ⊗ＡＦ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≅(Ｗ２⊗ＢＵ⊗ＡＦ ｉ) / (Ｗ２⊗ＢＵ⊗ＡＦ ｉ)＝ ０ꎬ因此(Ｗ１ꎬＷ２)⊗Ｔ

Ｆ ｉ

Ｕ⊗ＡＦ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≅

(Ｗ１ꎬ０)⊗Ｔ

Ｆ ｉ

Ｕ⊗ＡＦ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ 又因为 Ｗ１ ∈Ｃ１ꎬ所以 (Ｗ１ꎬＷ２ ) ⊗ＴΥ≅(Ｗ１ꎬ０) ⊗ＴΥ≅Ｗ１ ⊗ＡΛ 是正合的ꎮ 故

Ｍ１

Ｕ⊗ＡＭ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎮ

其次证明
０

Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎮ 因为 Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)∈Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎬ所以存在平坦 Ｂ￣模的正合

序列

Θ:􀆺 →Ｑ－１ ｆ －１

→Ｑ０ ｆ ０

→Ｑ１ ｆ １
→Ｑ２ →􀆺

使得 Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)≅Ｋｅｒ( ｆ ０)ꎬ并且对任意的 Ｇ∈Ｄ２ꎬ Ｇ⊗ＢΘ是正合的ꎮ 因此有平坦 Ｔ￣模的正合序列

０
Θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :􀆺→

０
Ｑ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷

０
ｆ －１( )

→
０
Ｑ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

０
ｆ ０( )
→

０
Ｑ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

０
ｆ １( )
→

０
Ｑ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ →􀆺

使得
０

Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ≅Ｋｅｒ

０
ｆ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 对任意的(Ｘ１ꎬＸ２)∈ＵＣ２ꎬＤ２

ꎬ (Ｘ１ꎬＸ２ ) ⊗Ｔ
０
Θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≅Ｘ２ ⊗ＢΘ 是正合的ꎮ 故

０
Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎮ

因为 ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)关于扩张封闭ꎬ所以 Ｍ＝

Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎮ
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最后ꎬ由 φＭ 是单同态知ꎬ存在 Ｍｏｄ(Ｂ)上的短正合列 ０→Ｕ⊗ＡＭ１ →
φＭ Ｍ２ →Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)→ ０ꎬ进而有

Ｍｏｄ(Ｔ)上的短正合列

０→Ｘ＝
０

Ｕ⊗ＡＭ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ →Ｙ＝

０
Ｍ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ →Ｚ＝

０
Ｍ２ / Ｉｍ(φＭ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ →０ꎮ

因为 ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)关于扩张封闭ꎬ所以易证 Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

) 是投射可解的ꎮ 则当 Ｚ∈Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
) 时ꎬＸ∈

ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)当且仅当 Ｙ∈Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎮ 因此由前面的证明可知Ｕ⊗ＡＭ１∈Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２) 当且仅当Ｍ２∈

ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎮ
当 Ａ＝Ｂ＝Ｕ 时ꎬＣ１ 和 Ｄ１ 是 Ａ￣模类ꎬＣ２ 和 Ｄ２ 是 Ａｏｐ￣模类ꎮ 由定理 １ 易得推论 １ꎮ

推论 １　 设 Ｔ(Ａ)＝
Ａ ０
Ａ Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是形式三角矩阵环ꎬＭ ＝

Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ

是 Ｔ(Ａ) ￣模ꎬ Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｔ(Ａ))ꎬＵＣ２ꎬＤ２
) 关于扩张封

闭ꎬＣ１ ＝Ｄ１ꎬ Ｃ２ ＝Ｄ２ꎬ则以下等价:
(１) Ｍ∈ＧＦ(Ｆ (Ｔ(Ａ))ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎻ

(２) Ｍ１ꎬＭ２ / Ｉｍ(φＭ)∈ＧＦ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)ꎬφ
Ｍ 是单同态ꎻ

(３) Ｍ２ꎬＭ２ / Ｉｍ(φＭ)∈ＧＦ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)ꎬφ
Ｍ 是单同态ꎮ

下面考虑形式三角矩阵环上模的相对于完备对偶对的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦维数ꎮ
设 Ｘ 是 Ｒ￣模ꎮ 记 Ｇｆｄ(Ｆ (Ｒ)ꎬＹ )(Ｘ)＝ ｉｎｆ{ｎ∈Ｚ:存在 Ｒ￣模的正合序列 ０→Ｇｎ→􀆺→Ｇ０→Ｘ→０ꎬ其中每个

Ｇｉ∈ＧＦ(Ｆ (Ｒ)ꎬＹ )}ꎬ称 Ｇｆｄ(Ｆ (Ｒ)ꎬＹ ) (Ｘ)是 Ｘ 的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ(ＸꎬＹ ) ￣平坦维数[６]ꎮ 如果这样的 ｎ 不存在ꎬ记
Ｇｆｄ(Ｆ (Ｒ)ꎬＹ )(Ｘ)＝ ∞ ꎮ 记 ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｒ)ꎬＹ )(Ｒ)＝ ｓｕｐ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ｒ)ꎬＹ )(Ｘ):Ｘ 是任意的 Ｒ￣模}ꎬ称 ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｒ)ꎬＹ )(Ｒ)是 Ｒ
环的左整体 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ(ＸꎬＹ ) ￣平坦维数ꎮ

引理 １　 设 ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ ２)(Ｂ)<∞ ꎬＢＵ 是平坦 Ｂ￣模ꎬＵＡ 有有限平坦维数ꎬＧ Ｆ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２) 关于扩张封闭ꎮ 如

果 Ｘ∈ＧＦ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)ꎬ那么 Ｕ⊗ＡＸ∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ ２)ꎮ
证明　 因为 ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ ２)(Ｂ)<∞ ꎬ ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ ２)关于扩张封闭ꎬ所以由文献[６]的命题 ４.１ 知任意 Ｂｏｐ￣模

的平坦维数有限ꎮ 进而由文献[１２]的引理 １.２.３ 知结论成立ꎮ

定理 ２　 设 Ｔ 是形式三角矩阵环ꎬＭ＝
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ

是 Ｔ￣模ꎬｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)<∞ ꎬ ＵＡ 有有限平坦维数ꎬＢＵ 是

平坦 Ｂ￣模ꎬＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)和 ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)关于扩张封闭ꎬ则

　 ｍａｘ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ１)ꎬ Ｇｆｄ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｍ２)}≤Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｍ)

≤ｍａｘ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ１)＋１ꎬ Ｇｆｄ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｍ２)}ꎮ
证明　 首先证明

ｍａｘ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ１)ꎬ Ｇｆｄ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｍ２)}≤Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｍ)ꎮ

设 Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｍ)＝ ｍ<∞ ꎬ则存在 Ｍｏｄ(Ｔ)中的正合序列

０→
Ｎｍ

１

Ｎｍ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φｍ

σｍ
１

σｍ
２

( )
→

Ｎｍ－１
１

Ｎｍ－１
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φｍ－１

→􀆺→
Ｎ ０

１

Ｎ ０
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φ０

σ０
１

σ０
２

( )
→

Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
→０ꎬ

其中每个
Ｎ ｉ

１

Ｎ ｉ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
φｉ

∈Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)ꎮ 由定理 １ 知每个 Ｎ ｉ

１∈Ｇ Ｆ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)ꎮ 因此由引理 １ 知每个 Ｕ⊗Ａ Ｎ ｉ
１ ∈

ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎮ 再由定理 １ 知每个Ｎ ｉ
２∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎮ 注意到有如下两个正合序列

０ →Ｎｍ
１

σｍ
１→Ｎｍ－１

１ →􀆺 →Ｎ ０
１

σ０
１→Ｍ１ →０ꎬ

０ →Ｎｍ
２

σｍ
２→Ｎｍ－１

２ →􀆺 →Ｎ ０
２

σ０
２→Ｍ２ →０ꎮ

因此 ｍａｘ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ１)ꎬ Ｇｆｄ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｍ２)}≤ｍ＝Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｍ)ꎮ
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下面证明

Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｍ)≤ｍａｘ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ１)＋１ꎬ Ｇｆｄ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｍ２)}ꎮ

设 ｍａｘ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ１)＋１ꎬ Ｇｆｄ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｍ２)} ＝ｎ<∞ ꎬ则存在 Ｍｏｄ(Ａ)中的正合序列

０ →Ｇｎ－１

ｆｎ－１→Ｇｎ－２

ｆｎ－２→􀆺→Ｇ１

ｆ１→Ｇ０

ｆ０→Ｍ１ →０ꎬ
其中每个Ｇｉ∈ＧＦ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)ꎮ 对任意的 ０≤ｉ≤ｎ－１ꎬ令 Ｋ ｉ

１ ＝Ｋｅｒ( ｆｉ－１)ꎬ πｉ:Ｇｉ→Ｋ ｉ
１ꎮ 显然 πｉ 是满同态ꎮ 存在正

合序列 Ｐ０→
ｇ０ Ｍ２→０ꎬ其中 Ｐ０ 是投射 Ｂ￣模ꎮ 定义ｈ０:(Ｕ⊗ＡＧ０)⊕Ｐ０→Ｍ２ꎬ其中对任意的 ｕ∈Ｕꎬ ｃ０∈Ｇ０ꎬ ｘ０∈

Ｐ０ꎬ有ｈ０(ｕ⊗ｃ０ꎬｘ０)＝ φＭ(ｕ⊗ｆ０(ｃ０))＋ｇ０(ｘ０)ꎮ 则 ｈ０ 是满同态ꎮ 因此有 Ｍｏｄ(Ｔ)中的短正合列

０ →
Ｋ１

１

Ｋ１
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ψ１

→
Ｇ０

(Ｕ⊗ＡＧ０)⊕Ｐ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＧ０

ｆ０
ｈ０( )
→

Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
→０ꎮ

同理ꎬ存在正合序列 Ｐ１→
ｇ１ Ｋ１

２→０ꎬ其中 Ｐ１ 是投射 Ｂ￣模ꎮ 定义 ｈ１:(Ｕ⊗ＡＧ１)⊕Ｐ１→Ｋ１
２ꎬ其中对任意的 ｕ∈Ｕꎬ

ｃ１∈Ｇ１ꎬ ｘ１∈Ｐ１ꎬ有 ｈ１(ｕ⊗ｃ１ꎬｘ１)＝ ψ１(ｕ⊗π１(ｃ１)) ＋ｇ１(ｘ１)ꎮ 则 ｈ１ 是满同态ꎮ 因此有 Ｍｏｄ(Ｔ)中的短正

合列

０ →
Ｋ２

１

Ｋ２
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ψ２

→
Ｇ１

(Ｕ⊗ＡＧ１)⊕Ｐ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＧ１

π１
ｈ１( )
→

Ｋ１
１

Ｋ１
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ψ１

→０ꎮ

继续该过程ꎬ则有 Ｍｏｄ(Ｔ)中的正合序列

０→
０
Ｋｎ

２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ψｎ

→
Ｇｎ－１

(Ｕ⊗ＡＧｎ－１)⊕Ｐｎ－１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＧｎ－１

→
Ｇｎ－２

(Ｕ⊗ＡＧｎ－２)⊕Ｐｎ－２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＧｎ－２

→

􀆺→
Ｇ１

(Ｕ⊗ＡＧ１)⊕Ｐ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＧ１

→
Ｇ０

(Ｕ⊗ＡＧ０)⊕Ｐ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＧ０

→
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ
→０ꎮ

由引理 １ 知每个 Ｕ⊗Ａ Ｇｉ∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎮ 易证每个(Ｕ⊗ＡＧｉ)⊕Ｐ ｉ∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎮ 因为 Ｇｆｄ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｍ２)≤ｎꎬ

所以由文献[６]的引理 ３.１０ 知 Ｋｎ
２∈Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎮ 易证每个 φＧｉ:Ｕ⊗ＡＧｉ→(Ｕ⊗ＡＧｉ)⊕Ｐ ｉ 是单同态ꎬ每个

((Ｕ⊗ＡＧｉ)⊕Ｐｉ) / Ｉｍ(φＧｉ)≅Ｐｉ∈ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎮ 因此由定理 １ 知
Ｇｉ

(Ｕ⊗ＡＧｉ)⊕Ｐｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＧｉ

∈Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)ꎬ由定理 １

的证明知
０
Ｋｎ

２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ψｎ
∈ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎬ故 Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｍ)≤ｎ＝ｍａｘ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ１)＋１ꎬ Ｇｆｄ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｍ２)}ꎮ

定理 ３　 设 Ｔ 是形式三角矩阵环ꎬＢＵ≠０ 是平坦 Ｂ￣模ꎬＵＡ 有有限平坦维数ꎬＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)和 ＧＦ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)

关于扩张封闭ꎬ则
　 ｍａｘ{ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)ꎬ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)ꎬ１}≤ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)(Ｔ)

≤ｍａｘ{ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)＋１ꎬ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)}ꎮ
证明　 首先证明

ｍａｘ{ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)ꎬ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)ꎬ１}≤ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｔ)ꎮ

设 ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
) ( Ｔ) ＝ ｍ < ∞ ꎮ 因为ＢＵ ≠０ꎬ 所以由定理 １ 知 Ｔ￣模

Ａ
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∉ ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎬ 进 而 １ ≤

Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)
Ａ
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ｍꎮ 设 Ｎ 是任意的 Ｂ￣模ꎬ则存在 Ｂ￣模的正合序列

０→Ｋｍ→Ｐｍ－１→􀆺→Ｐ０→Ｎ→０ꎬ
其中每个 Ｐ ｉ 都是投射 Ｂ￣模ꎮ 则有 Ｍｏｄ(Ｔ)上的正合序列

０→
０
Ｋｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ →

０
Ｐｍ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ →􀆺→

０
Ｐ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ →

０
Ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ →０ꎬ
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其中每个
０
Ｐ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ＧＦ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎮ 因为 Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)

０
Ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)(Ｔ)＝ ｍꎬ所以由文献[６]的引理

３.１０ 知
０
Ｋｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)ꎮ 进 而 由 定 理 １ 知 Ｋｍ ∈ Ｇ Ｆ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)ꎬ 则 Ｇｆｄ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２) ( Ｎ) ≤ ｍꎮ 因 此

ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)≤ｍꎮ 设 Ｙ 是任意的 Ａ￣模ꎬ则由定理 ２ 知

Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｙ)≤Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)
Ｙ
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)(Ｔ)＝ ｍꎮ

因此 ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)≤ｍꎮ 故 ｍａｘ{ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)ꎬ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)ꎬ１}≤ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｔ)ꎮ

下面证明

ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｔ)≤ｍａｘ{ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)＋１ꎬ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)}ꎮ

设 ｍａｘ{ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)＋１ꎬ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)}<∞ ꎬ则 ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)<∞ ꎮ 设 Ｍ＝
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 是任意的 Ｔ￣模ꎬ

则由定理 ２ 知

　 Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｍ)≤ｍａｘ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ１)＋１ꎬ Ｇｆｄ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｍ２)}

≤ｍａｘ{ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)＋１ꎬ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)}ꎮ
故 ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｔ)ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)(Ｔ)≤ｍａｘ{ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)＋１ꎬ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｂ)ꎬＤ２)(Ｂ)}ꎮ

当 Ａ＝Ｂ＝Ｕ 时ꎬＣ１ 和 Ｄ１ 是 Ａ￣模类ꎬＣ２ 和 Ｄ２ 是 Ａｏｐ￣模类ꎮ 由定理 ２、３ 易得推论 ２ꎮ

推论 ２　 设 Ｔ(Ａ)＝
Ａ ０
Ａ Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是形式三角矩阵环ꎬＧ Ｆ(Ｆ (Ｔ(Ａ))ꎬＵＣ２ꎬＤ２

) 和 Ｇ Ｆ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２) 关于扩张封闭ꎬＣ１ ＝Ｄ１ꎬ

Ｃ２ ＝Ｄ２ꎮ

(１) 如果 Ｍ＝
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

φＭ

是 Ｔ(Ａ) ￣模ꎬｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)<∞ ꎬ那么

　 ｍａｘ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ１)ꎬ Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ２)}≤Ｇｆｄ(Ｆ (Ｔ(Ａ))ꎬＵＣ２ꎬＤ２
)(Ｍ)

≤ｍａｘ{Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ１)＋１ꎬ Ｇｆｄ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ｍ２)}ꎻ
(２) ｍａｘ{ ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)ꎬ１}≤ｌＧＦＤ(Ｆ (Ｔ(Ａ))ꎬＵＣ２ꎬＤ２

)(Ｔ(Ａ))≤ｌＧＦＤ(Ｆ (Ａ)ꎬＣ２)(Ａ)＋１ꎮ
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