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求解四元数矩阵方程 ＡＸ＋ＸＢ＝Ｃ 的全局拟极小残量法
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摘要:提出四元数体上的非对称 Ｌａｎｃｚｏｓ 方法ꎬ基于此ꎬ给出求解 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 四元数矩阵方程 ＡＸ＋ＸＢ＝Ｃ 的全局四元数拟极小残

量法ꎮ 该方法能够有效降低算法执行过程中的存储空间ꎬ进一步ꎬ通过数值算例验证所提算法的可行性和有效性ꎮ
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０　 引言

四元数自 １８４３ 年被哈密顿发现之后ꎬ就引起学者的关注ꎮ 近十多年来ꎬ四元数以及四元数矩阵得到了

很好的发展ꎬ特别是在量子力学、人脸识别、信号和图像处理等方面发挥着重要作用[１￣４]ꎮ
求解四元数矩阵方程组的数值算法是关于四元数研究的一个重要课题ꎮ 目前ꎬ为研究四元数矩阵方程

组解的问题ꎬ人们发展了许多新的数值方法ꎬ其中常用的策略是借助于四元数矩阵的实表示或复表示ꎬ将四

元数矩阵方程组转化为等价的实矩阵方程组或复矩阵方程组ꎮ 随之而来的问题是方程组的规模增加到原来

的 ４ 倍或 ２ 倍ꎬ增加了计算量和存储空间ꎮ 因此ꎬ需要寻找更加有效的数值算法求解大型的四元数矩阵方

程组ꎮ
众所周知ꎬＫｒｙｌｏｖ 子空间方法是求解大规模稀疏实(复)线性方程组 Ａｘ ＝ ｂ 最流行和最有效的方法之

一ꎮ 例如:双共轭梯度法(ｂｉ￣ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄꎬ ＢＣＧ) [５]、完全正交法( ｆｕｌｌ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄꎬ
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ＦＯＭ) [６]、广义极小残量法( ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｉｎｉｍａｌ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｍｅｔｈｏｄꎬ ＧＭＲＥＳ) [７] 以及拟极小残量法 ( ｑｕａｓｉ￣
ｍｉｎｉｍａｌ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｍｅｔｈｏｄꎬ ＱＭＲ) [８]等ꎮ 一些学者将 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间方法应用于求解矩阵方程ꎬ例如:文献[９]
提出了求解实矩阵方程 ＡＸ＝Ｂ 的全局 ＦＯＭ 方法和 ＧＭＲＥＳ 方法ꎻ文献[１０]中研究了复矩阵方程 Ｘ＋Ａ􀭺ＸＢ＝Ｃ
的全局 ＱＭＲ 方法ꎮ
　 　 除此之外ꎬ一些学者将 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间方法推广到四元数体上ꎬ基于保结构的四元数 Ａｒｎｏｌｄｉ 方法ꎬ文献

[１１￣１２]先后提出了求解四元数线性方程组 Ａｘ＝ｂ 的四元数广义极小残量法(ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｉｎｉｍａｌ
ｒｅｓｉｄｕａｌ ｍｅｔｈｏｄꎬ ＱＧＭＲＥＳ)和四元数完全正交方法(ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｆｕｌｌ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄꎬ ＱＦＯＭ)ꎮ 随

后ꎬ文献[１３]进一步提出求解四元数矩阵方程 ＡＸ ＝ Ｂ 的全局四元数完全正交方法(ｇｌｏｂａｌ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｆｕｌｌ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄꎬ Ｇｌ￣ＱＦＯＭ)和全局四元数广义极小残量法(ｇｌｏｂａｌ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｉｎｉｍｕｍ
ｒｅｓｉｄｕａｌ ｍｅｔｈｏｄꎬ Ｇｌ￣ＱＧＭＲＥＳ)ꎬ并将其推广到求解 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 四元数矩阵方程ꎮ 注意到ꎬＱＧＭＲＥＳ 方法和

ＱＦＯＭ 方法都需要计算 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间 Ｋｍ(Ａꎬｖ)的一组正交基ꎬ因此需要把这组基存储起来ꎮ 然而ꎬ随着迭

代次数的增加ꎬ需要更多的储存空间ꎮ 为了降低存储空间ꎬ需要寻求更加有效的数值解法ꎮ
本文主要研究 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 四元数矩阵方程

ＡＸ＋ＸＢ＝Ｃꎬ (１)
其中 Ａ∈Ｑｎ×ｎꎬ Ｂ∈Ｑｓ×ｓꎬ Ｃ∈Ｑｎ×ｓ为已知矩阵ꎬＸ∈Ｑｎ×ｓ为未知矩阵ꎮ 当 Ａ 和 Ｂ 没有公共的右特征值时ꎬ方程

(１)有唯一解[１４]ꎮ 基于全局四元数非对称 Ｌａｎｃｚｏｓ 过程ꎬ本文提出求解矩阵方程(１)的全局四元数拟极小残

量法(ｇｌｏｂａｌ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ ｑｕａｓｉ￣ｍｉｎｉｍａｌ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｍｅｔｈｏｄꎬ Ｇｌ￣ＱＱＭＲ)ꎬ该方法能够有效地减少计算过程中的存

储量ꎮ
符号说明:Ｒ / Ｑ 分别表示实数域和四元数体ꎬＲｎ /Ｑｎ 分别表示 ｎ 维实向量和四元数向量的集合ꎬＲｎ×ｍ /

Ｑｎ×ｍ分别表示是实数域上和四元数体上的全体 ｎ×ｍ 阶矩阵的集合ꎮ 􀭺Ａ、ＡＴ、Ａ∗、ｔｒ(Ａ)、Ｒｅ(Ａ)分别表示矩阵

Ａ 的共轭、转置、共轭转置、迹以及实部ꎮ Ｉｎ 表示 ｎ 阶的单位矩阵ꎬｅｉ 表示 ｎ 阶单位矩阵的第 ｉ 列ꎮ 若 Ｖ∈
Ｑｎ×ｎ满足 Ｖ∗Ｖ＝ Ｉｎꎬ则称 Ｖ 为正交矩阵ꎮ 符号􀱋表示矩阵的 Ｋｒｏｎｅｋｅｒ 积ꎮ

１　 预备知识

本章主要回顾四元数以及四元数矩阵的相关结论ꎮ
四元数 ｑ∈Ｑ 可以表示为

ｑ＝ｑ０＋ｑ１ ｉ＋ｑ２ ｊ＋ｑ３ｋꎬ
其中ꎬｑ０ꎬｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３∈Ｒꎬ ｉꎬ ｊ 和 ｋ 为虚数单位并且满足关系式

ｉ２ ＝ ｊ ２ ＝ｋ２ ＝ ｉｊｋ＝ －１ꎬ　 ｉｊ＝ －ｊｉ＝ｋꎬ　 ｊｋ＝ －ｋｊ＝ ｉꎬ　 ｋｉ＝ －ｉｋ＝ ｊꎮ

四元数 ｑ 的共轭定义为 􀭵ｑ＝ｑ０－ｑ１ ｉ－ｑ２ ｊ－ｑ３ｋꎬ范数定义为 ｜ ｑ ｜ ＝ ｑ􀭵ｑ ＝ ｑ２
０＋ｑ２

１＋ｑ２
２＋ｑ２

３ ꎮ
四元数矩阵 Ｙ∈Ｑｎ×ｍ可以表示为

Ｙ＝Ｙ０＋Ｙ１ ｉ＋Ｙ２ ｊ＋Ｙ３ｋꎬ
其中 Ｙ０ꎬＹ１ꎬＹ２ꎬＹ３∈Ｒｎ×ｍꎬ其共轭矩阵定义为 􀭵Ｙ＝Ｙ０－Ｙ１ ｉ－Ｙ２ ｊ－Ｙ３ｋꎬ共轭转置矩阵定义为 Ｙ∗ ＝ＹＴ

０ －ＹＴ
１ ｉ－ＹＴ

２ ｊ－
Ｙ Ｔ

３ ｋ∈Ｑｍ×ｎꎮ
下面介绍四元数体上向量内积和矩阵内积的定义ꎮ
定义 １[１１] 　 设四元数向量 ａ＝(ａｉ)ꎬ ｂ＝(ｂｉ)∈Ｑｎꎬ两个四元数向量的内积定义为

‹ａꎬｂ› ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｂ∗
ｉ ａｉꎮ

设四元数矩阵 Ａ＝(ａｉｊ)ꎬ Ｂ＝(ｂｉｊ)∈Ｑｍ×ｎꎬ其实内积定义为

‹ＡꎬＢ› Ｆ ＝Ｒｅ[ ｔｒ(Ｂ∗Ａ)] ＝Ｒｅ ∑
ｎ

ｊ ＝１
∑
ｍ

ｉ ＝１
ｂ∗
ｉｊ ａｉｊ[ ] ꎮ

定义 ２　 四元数向量 ｘ＝(ｘｉ)∈Ｑｎ的 ２￣范数和矩阵 Ｘ＝(ｘｉｊ)∈Ｑｍ×ｎ的 Ｆ￣范数分别定义为

‖ｘ‖２ ＝ ‹ｘꎬｘ› ꎬ　 ‖Ｘ‖Ｆ ＝ ‹ＸꎬＸ› Ｆ ꎮ
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由文献[１５]可知ꎬ根据定义 １ꎬＱｎ×ｎ关于该四元数矩阵内积构成一个四元数 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬ并且其实内积

满足以下性质:
(１) ‹Ｘα＋ＹβꎬＺ› Ｆ ＝‹ＸꎬＺ› Ｆ α＋‹ＹꎬＺ› Ｆ βꎬ其中 ＸꎬＹꎬＺ∈Ｑｎ×ｎꎬ αꎬβ∈Ｒꎻ
(２) ‹ＸꎬＹα＋Ｚβ› Ｆ ＝‹ＸꎬＹ› Ｆ α＋‹ＸꎬＺ› Ｆ βꎬ其中 ＸꎬＹꎬＺ∈Ｑｎ×ｎꎬ αꎬβ∈Ｒꎻ
(３) ‹ＸꎬＹ› Ｆ ＝‹ＹꎬＸ› Ｆꎬ其中 ＸꎬＹ∈Ｑｎ×ｎꎻ
(４) ‹ＸꎬＸ› Ｆ≥０ꎬ若‹ＸꎬＸ› Ｆ ＝ ０ꎬ则 Ｘ＝Ｏꎻ
(５) ＸꎬＹ∈Ｑｎ×ｎꎬ则它们之间的距离定义为

Ｄ(ＸꎬＹ):＝ ‹Ｘ－ＹꎬＸ－Ｙ› Ｆ ꎮ
定义 ３[１１] 　 给定四元数向量 ｕ∈Ｑｎ以及 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｍ∈Ｑｎꎮ 若

ｕ＝ ｖ１ａ１＋ｖ２ａ２＋􀆺＋ｖｍａｍꎬ
其中 ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｍ 为四元数ꎬ则称 ｕ 为 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｍ 的一个右线性组合ꎬ或者称 ｕ 可由 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｍ 线性

表出ꎮ
四元数体上的右线性组合与实数域上的线性组合有类似的性质ꎮ 若存在不全为零的四元数 ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬ

ａｍ 使得 ｖ１ａ１＋ｖ２ａ２＋􀆺＋ｖｍａｍ ＝ ０ꎬ则称 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｍ 是线性相关的ꎻ否则ꎬ称其为线性无关的ꎮ 对于任意一个

向量组ꎬ这个向量组中所有线性无关的向量组成的集合称为这个向量组的极大线性无关组ꎬ极大线性无关组

所包含向量的个数称为这个向量组的秩ꎮ
定义 ４　 在向量空间 Ｑｎ 中ꎬｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ 为向量空间 Ｑｎ 的一组基ꎬ称 ｎ 为向量空间 Ｑｎ 的维数ꎮ 如果存

在四元数向量 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ 满足

(１) ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ 是线性无关的ꎻ
(２) Ｑｎ 中的每一元素都可以由 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ 右线性表示ꎮ
将文献[１６]中的定义 ２ 推广到四元数体上ꎬ得到一个新的矩阵积◇Ｆꎬ其定义如下ꎮ
定义 ５　 设 Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｐ)∈Ｑｎ×ｐｓꎬ Ｂ＝ (Ｂ１ꎬＢ２ꎬ􀆺ꎬＢｑ)∈Ｑｎ×ｑｓꎬ其中 Ａｉꎬ Ｂｊ∈Ｑｎ×ｓ( ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｐꎻ ｊ ＝

１ꎬ􀆺ꎬｑ)ꎬ则矩阵 Ａ∗◇ＦＢ∈Ｒｐ×ｑ定义如下:

Ａ∗◇ＦＢ＝

‹Ｂ１ꎬＡ１› Ｆ ‹Ｂ２ꎬＡ１› Ｆ 􀆺 ‹ＢｑꎬＡ１› Ｆ

‹Ｂ１ꎬＡ２› Ｆ ‹Ｂ２ꎬＡ２› Ｆ 􀆺 ‹ＢｑꎬＡ２› Ｆ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
‹Ｂ１ꎬＡｐ› Ｆ ‹Ｂ２ꎬＡｐ› Ｆ 􀆺 ‹ＢｑꎬＡｐ› Ｆ
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è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
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ꎮ

注 １　 (１) 若满足 Ａ∗◇ＦＡ＝ Ｉｐꎬ则称矩阵 Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｐ)为 Ｆ￣正交的ꎻ
(２) 设 Ｘ∈Ｑｎ×ｓꎬ则 Ｘ∗◇ＦＸ＝‖Ｘ‖２

Ｆꎮ
根据定义 ５ꎬ给出有关◇Ｆ 的一些性质ꎮ
定理 １　 设 ＡꎬＢꎬＣ∈Ｑｎ×ｐｓꎬ α∈Ｒꎬ则有

(１) (Ａ＋Ｂ)∗◇ＦＣ＝Ａ∗◇ＦＣ＋Ｂ∗◇ＦＣꎻ
(２) Ａ∗◇Ｆ(Ｂ＋Ｃ)＝ Ａ∗◇ＦＢ＋Ａ∗◇ＦＣꎻ
(３) Ａ∗◇Ｆ(Ｃα)＝ (Ａ∗◇ＦＣ)αꎮ
证明　 设 Ａ＝(Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｐ)ꎬ Ｂ＝(Ｂ１ꎬＢ２ꎬ􀆺ꎬＢｐ)ꎬ Ｃ＝(Ｃ１ꎬＣ２ꎬ􀆺ꎬＣｐ)ꎮ 根据内积的性质ꎬ得

(Ａ＋Ｂ)∗◇ＦＣ ＝

‹Ｃ１ꎬＡ１＋Ｂ１› Ｆ ‹Ｃ２ꎬＡ１＋Ｂ１› Ｆ 􀆺 ‹ＣｐꎬＡ１＋Ｂ１› Ｆ

‹Ｃ１ꎬＡ２＋Ｂ２› Ｆ ‹Ｃ２ꎬＡ２＋Ｂ２› Ｆ 􀆺 ‹ＣｐꎬＡ２＋Ｂ２› Ｆ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
‹Ｃ１ꎬＡｐ＋Ｂｐ› Ｆ ‹Ｃ２ꎬＡｐ＋Ｂｐ› Ｆ 􀆺 ‹ＣｐꎬＡｐ＋Ｂｐ› Ｆ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝

‹Ｃ１ꎬＡ１› Ｆ ‹Ｃ２ꎬＡ１› Ｆ 􀆺 ‹ＣｐꎬＡ１› Ｆ

‹Ｃ１ꎬＡ２› Ｆ ‹Ｃ２ꎬＡ２› Ｆ 􀆺 ‹ＣｐꎬＡ２› Ｆ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
‹Ｃ１ꎬＡｐ› Ｆ ‹Ｃ２ꎬＡｐ› Ｆ 􀆺 ‹ＣｐꎬＡｐ› Ｆ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷
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　 ＋

‹Ｃ１ꎬＢ１› Ｆ ‹Ｃ２ꎬＢ１› Ｆ 􀆺 ‹ＣｐꎬＢ１› Ｆ

‹Ｃ１ꎬＢ２› Ｆ ‹Ｃ２ꎬＢ２› Ｆ 􀆺 ‹ＣｐꎬＢ２› Ｆ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
‹Ｃ１ꎬＢｐ› Ｆ ‹Ｃ２ꎬＢｐ› Ｆ 􀆺 ‹ＣｐꎬＢｐ› Ｆ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝Ａ∗◇ＦＣ＋Ｂ∗◇ＦＣꎮ
同理ꎬ结论(２)和结论(３)通过直接计算即可得到ꎬ证毕ꎮ

接下来ꎬ为了叙述方便ꎬ定义两个算子

Ａ:Ｘ→ＡＸ＋ＸＢꎬ　 Ａ∗:Ｘ→Ａ∗Ｘ＋ＸＢ∗ꎮ (２)
于是ꎬ方程(１)等价为

Ａ(Ｘ)＝ Ｃꎮ (３)
进一步ꎬ定义 ２ 个四元数 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间为

Ｋｍ(ＡꎬＶ):＝ ｓｐａｎ{ＶꎬＡ(Ｖ)ꎬ􀆺ꎬＡｍ－１(Ｖ)}ꎬ (４)
Ｋｍ(Ａ∗ꎬＷ):＝ ｓｐａｎ{ＷꎬＡ∗(Ｗ)ꎬ􀆺ꎬＡ∗ｍ－１(Ｗ)}ꎬ (５)

其中 ＶꎬＷ∈Ｑｎ×ｓ是两个给定的矩阵ꎬＡ ｉ(Ｖ)＝ Ａ(Ａ ｉ－１(Ｖ))ꎬ Ａ∗ｉ(Ｗ)＝ Ａ∗(Ａ∗ｉ－１(Ｗ))ꎮ

２　 四元数非对称 Ｌａｎｃｚｏｓ 方法

这一章将非对称 Ｌａｎｃｚｏｓ 方法推广到四元数体上ꎬ给出四元数非对称 Ｌａｎｃｚｏｓ 方法ꎮ 同时ꎬ计算子空间

Ｋｍ(ＡꎬＶ)和 Ｋｍ(Ａ∗ꎬＷ)的基矩阵 Ｖ１ꎬＶ２ꎬ􀆺ꎬＶｍ 和 Ｗ１ꎬＷ２ꎬ􀆺ꎬＷｍꎮ
下面给出四元数非对称 Ｌａｎｃｚｏｓ 方法ꎮ
算法 １ (四元数非对称 Ｌａｎｃｚｏｓ 方法)
步骤 １　 选取矩阵 Ｖ１ 和 Ｗ１ 使满足‹Ｖ１ꎬＷ１› Ｆ ＝ １ꎮ
步骤 ２　 令 β０ ＝γ０ ＝ ０ꎬ Ｗ０ ＝Ｖ０ ＝Ｏꎮ
步骤 ３　 对 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎬ计算 αｊ ＝‹Ａ(Ｖｊ)ꎬＷｊ› Ｆꎮ
步骤 ４　 计算

Ｖ^ｊ＋１ ＝Ａ(Ｖｊ)－Ｖｊαｊ－Ｖｊ－１γｊ－１ꎬ

Ｗ^ｊ＋１ ＝Ａ∗(Ｗｊ)－Ｗｊαｊ－Ｗｊ－１ βｊ－１ꎮ
{

步骤 ５　 令 ωｊ ＝‹ Ｖ^ｊ＋１ꎬＷ^ｊ＋１› Ｆꎬ若 ｜ωｊ ｜ ＝ ０ꎬ则停算ꎻ否则ꎬ计算 βｊ ＝ ｜ωｊ ｜ ꎬ γｊ ＝ωｊ / βｊꎮ

步骤 ６　 计算 Ｖｊ＋１ ＝ Ｖ^ｊ＋１ / βｊꎬ Ｗｊ＋１ ＝ Ｗ^ｊ＋１ / γｊꎮ
由算法 １ꎬ有

Ｖｊ＋１ βｊ ＝Ａ(Ｖｊ)－Ｖｊαｊ－Ｖｊ－１γｊ－１ꎬ

Ｗｊ＋１γｊ ＝Ａ∗(Ｗｊ)－Ｗｊαｊ－Ｗｊ－１ βｊ－１ꎮ
{ (６)

算法 １ 在执行过程中ꎬ若存在某个数 ｊ 使得‹ Ｖ^ｊ＋１ꎬＷ^ｊ＋１› Ｆ ＝ ０ꎬ此时算法将发生中断ꎬ这时可以采用 Ｌｏｏｋ￣
ａｈｅａｄ 技术继续进行ꎬ更多的信息可以参考文献[８]ꎮ

定理 ２　 假设算法 １ 已经进行了 ｍ 步没有发生中断ꎬ则由算法 １ 得到的一系列四元数矩阵 Ｖ１ꎬＶ２ꎬ􀆺ꎬ
Ｖｍ 和 Ｗ１ꎬＷ２ꎬ􀆺ꎬＷｍ 是相互正交的ꎬ即满足关系式:

‹ＶｉꎬＷｊ› Ｆ ＝
０ꎬ　 ｉ≠ｊꎬ
１ꎬ ｉ＝ ｊꎬ{ 　 ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎮ (７)

记 Ｖｍ ＝(Ｖ１ꎬＶ２ꎬ􀆺ꎬＶｍ)ꎬ Ｗｍ ＝(Ｗ１ꎬＷ２ꎬ􀆺ꎬＷｍ)ꎬ则有 Ｗ ∗
ｍ ◇ＦＶｍ ＝ Ｉｍꎮ

证明　 用数学归纳法进行证明ꎮ 当 ｉ ＝ １ 时ꎬ有‹Ｖ１ꎬＷ１› Ｆ ＝ １ 成立ꎮ 假设 Ｖ１ꎬＶ２ꎬ􀆺ꎬＶｊ 和 Ｗ１ꎬＷ２ꎬ􀆺ꎬ
Ｗｊ 是正交的ꎮ 下证当 ｉ≤ｊ 时ꎬ‹Ｖｊ＋１ꎬＷｉ› Ｆ ＝ ０ 成立ꎮ

当 ｉ＝ ｊ 时ꎬ有
‹Ｖｊ＋１ꎬＷｊ› Ｆ ＝‹(Ａ(Ｖｊ)－Ｖｊαｊ－Ｖｊ－１γｊ－１) / βｊꎬＷｊ› Ｆ
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＝(‹Ａ(Ｖｊ)ꎬＷｊ› Ｆ－‹ＶｊαｊꎬＷｊ› Ｆ－‹Ｖｊ－１γｊ－１ꎬＷｊ› Ｆ) / βｊ

＝(αｊ－αｊ) / βｊ ＝ ０ꎮ
当 ｉ＝ ｊ－１ 时ꎬ有

‹Ｖｊ＋１ꎬＷｊ－１› Ｆ ＝‹(Ａ(Ｖｊ)－Ｖｊαｊ－Ｖｊ－１γｊ－１) / βｊꎬＷｊ－１› Ｆ

＝(‹Ａ(Ｖｊ)ꎬＷｊ－１› Ｆ－‹ＶｊαｊꎬＷｊ－１› Ｆ－‹Ｖｊ－１γｊ－１ꎬＷｊ－１› Ｆ) / βｊ

＝(‹Ａ(Ｖｊ)ꎬＷｊ－１› Ｆ－γｊ－１) / βｊ

＝(‹ＶｊꎬＡ∗(Ｗｊ－１)› Ｆ－γｊ－１) / βｊ

＝(‹ＶｊꎬＷｊγｊ－１＋Ｗｊ－１αｊ－１＋Ｗｊ－２ βｊ－２› Ｆ－γｊ－１) / βｊ

＝(‹ＶｊꎬＷｊγｊ－１› Ｆ＋‹ＶｊꎬＷｊ－１αｊ－１› Ｆ＋‹ＶｊꎬＷｊ－２ βｊ－２› Ｆ－γｊ－１) / βｊ

＝(γｊ－１－γｊ－１) / βｊ ＝ ０ꎮ
当 ｉ<ｊ－１ 时ꎬ有

‹Ｖｊ＋１ꎬＷｉ› Ｆ ＝‹(Ａ(Ｖｊ)－Ｖｊαｊ－Ｖｊ－１γｊ－１) / βｊꎬＷｉ› Ｆ

＝(‹Ａ(Ｖｊ)ꎬＷｉ› Ｆ－‹ＶｊαｊꎬＷｉ› Ｆ－‹Ｖｊ－１γｊ－１ꎬＷｉ› Ｆ) / βｊ

＝‹Ａ(Ｖｊ)ꎬＷｉ› Ｆ / βｊ

＝‹ＶｊꎬＡ∗(Ｗｉ)› Ｆ / βｊ

＝‹ＶｊꎬＷｉ＋１γｉ＋Ｗｉαｉ＋Ｗｉ－１ βｉ－１› Ｆ / βｊ

＝(‹ＶｊꎬＷｉ＋１γｉ› Ｆ＋‹ＶｊꎬＷｉαｉ› Ｆ＋‹ＶｊꎬＷｉ－１ βｉ－１› Ｆ) / βｊ

＝ ０ꎮ
当 ｉ＝ ｊ＋１ 时ꎬ由算法 １ꎬ有

‹Ｖｊ＋１ꎬＷｊ＋１› Ｆ ＝ １ꎬ
进一步根据实内积的性质ꎬ有‹ＷｉꎬＶｊ＋１› Ｆ ＝‹Ｖｊ＋１ꎬＷｉ› Ｆ ＝ ０ꎬ故结论成立ꎮ

将算法 １ 中得到的(ｍ＋１)×ｍ 阶实三对角矩阵记为 􀭹Ｔｍꎬ将 􀭹Ｔｍ 除去最后一行ꎬ得到的 ｍ×ｍ 阶矩阵ꎬ记为

Ｔｍꎬ

􀭹Ｔｍ ＝

α１ γ１

β１ α２ γ２

⋱ ⋱ ⋱
βｍ－２ αｍ－１ γｍ－１

βｍ－１ αｍ

βｍ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
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÷
÷÷

:＝
Ｔｍ

βｍｅＴ
ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

这里 ｅｍ ＝(０ꎬ􀆺ꎬ０ꎬ１) Ｔ∈Ｒｍꎮ
由上述讨论ꎬ有下面的结论成立ꎮ
定理 ３　 记Ｖｍ:＝(Ｖ１ꎬＶ２ꎬ􀆺ꎬＶｍ)和 Ａ(Ｖｍ)＝ (Ａ(Ｖ１)ꎬＡ(Ｖ２)ꎬ􀆺ꎬＡ(Ｖｍ))ꎬ则由算法 １ 可得如下关

系式:
Ａ(Ｖｍ)＝ Ｖｍ＋１( 􀭹Ｔｍ􀱋Ｉｓ)＝ Ｖｍ(Ｔｍ􀱋Ｉｓ)＋Ｖｍ＋１(βｍｅＴ

ｍ􀱋Ｉｓ)ꎻ (８)
Ｗ ∗

ｍ ◇ＦＡ(Ｖｍ)＝ Ｔｍꎮ (９)
证明　 根据算法 １ꎬ有

Ａ(Ｖｊ)＝ Ｖｊ＋１ βｊ＋Ｖｊαｊ＋Ｖｊ－１γｊ－１ꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎬ
于是

Ａ(Ｖｍ)＝ (Ａ(Ｖ１)ꎬ􀆺ꎬＡ(Ｖｊ)ꎬ􀆺ꎬＡ(Ｖｍ))
＝ (Ｖ１α１＋Ｖ２ β１ꎬ􀆺ꎬＶｊ－１γｊ－１＋Ｖｊαｊ＋Ｖｊ＋１ βｊꎬ􀆺ꎬＶｍ－１γｍ－１＋Ｖｍαｍ＋Ｖｍ＋１ βｍ)
＝ Ｖｍ＋１( 􀭹Ｔｍ􀱋 Ｉｓ)ꎮ

又因为
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　 (Ｖ１α１＋Ｖ２ β１ꎬ􀆺ꎬＶｊ－１γｊ－１＋Ｖｊαｊ＋Ｖｊ＋１ βｊꎬ􀆺ꎬＶｍ－１γｍ－１＋Ｖｍαｍ＋Ｖｍ＋１ βｍ)
＝ (Ｖ１α１＋Ｖ２ β１ꎬ􀆺ꎬＶｊ－１γｊ－１＋Ｖｊαｊ＋Ｖｊ＋１ βｊꎬ􀆺ꎬＶｍ－１γｍ－１＋Ｖｍαｍ)
　 ＋(ＯꎬＯꎬ􀆺ꎬＯꎬＶｍ＋１ βｍ)
＝ Ｖｍ(Ｔｍ􀱋 Ｉｓ)＋Ｖｍ＋１(βｍｅＴ

ｍ􀱋 Ｉｓ)ꎬ
从而式(８)成立ꎮ

令 Ｔｍ ＝( ｔｉｊ)∈Ｒｍ×ｍꎮ 将 Ｗ ∗同时与式(８)两边做◇Ｆ 积ꎬ利用定理 １ 和定理 ２ 的结论ꎬ可得

Ｗ ∗
ｍ ◇ＦＡ(Ｖｍ)＝ Ｗ ∗

ｍ ◇Ｆ[Ｖｍ(Ｔｍ􀱋 Ｉｓ)＋Ｖｍ＋１(βｍｅＴ
ｍ􀱋 Ｉｓ)]

＝Ｗ ∗
ｍ ◇Ｆ ∑

ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉ１ꎬ∑

ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉ２ꎬ􀆺ꎬ∑

ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉｍ( ) ＋Ｗ ∗

ｍ ◇Ｆ(ＯꎬＯꎬ􀆺ꎬＯꎬＶｍ＋１ βｍ)

＝

‹∑
ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉ１ꎬＷ１› Ｆ ‹∑

ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉ２ꎬＷ１› Ｆ 􀆺 ‹∑

ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉｍꎬＷ１› Ｆ

‹∑
ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉ１ꎬＷ２› Ｆ ‹∑

ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉ２ꎬＷ２› Ｆ 􀆺 ‹∑

ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉｍꎬＷ２› Ｆ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

‹∑
ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉ１ꎬＷｍ› Ｆ ‹∑

ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉ２ꎬＷｍ› Ｆ 􀆺 ‹∑

ｍ

ｉ ＝１
Ｖｉ ｔｉｍꎬＷｍ› Ｆ
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ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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　 ＋

０ ０ 􀆺 ‹Ｖｍ＋１ βｍꎬＷ１› Ｆ

０ ０ 􀆺 ‹Ｖｍ＋１ βｍꎬＷ２› Ｆ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
０ ０ 􀆺 ‹Ｖｍ＋１ βｍꎬＷｍ› Ｆ

æ

è

ç
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ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＝Ｔｍꎬ

故式(９)成立ꎮ

３　 全局四元数拟极小残量法

本章将给出求解矩阵方程(３)的全局四元数拟极小残量方法ꎮ 给定初始值 Ｘ０ꎬ记 Ｒ０≠Ｏ 为对应残差矩

阵ꎬ根据四元数非对称 Ｌａｎｃｚｏｓ 方法ꎬ得到四元数 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间为

Ｋｍ(ＡꎬＲ０)＝ ｓｐａｎ{Ｒ０ꎬＡ(Ｒ０)ꎬ􀆺ꎬＡ ｍ－１(Ｒ０)}ꎮ
令 β＝‖Ｒ０‖Ｆꎬ Ｖ１ ＝Ｒ０ / βꎬ则第 ｍ 步的近似解可表示为

Ｘｍ ＝Ｘ０＋Ｖｍ(ｙｍ􀱋 Ｉｓ)ꎬ (１０)
其中ꎬＶｍ ＝(Ｖ１ꎬＶ２ꎬ􀆺ꎬＶｍ)∈Ｑｎ×ｍｓꎬ ｙｍ∈Ｒｍꎮ 于是ꎬ对应的残差矩阵为

Ｒｍ ＝Ｃ－Ａ(Ｘｍ)
＝ Ｃ－Ａ(Ｘ０＋Ｖｍ(ｙｍ􀱋 Ｉｓ))
＝ Ｒ０－Ａ(Ｖｍ(ｙｍ􀱋 Ｉｓ))
＝ βＶ１－Ａ(Ｖｍ)(ｙｍ􀱋 Ｉｓ)
＝ βＶ１－Ｖｍ＋１( 􀭹Ｔｍ􀱋 Ｉｓ)(ｙｍ􀱋 Ｉｓ)
＝ Ｖｍ＋１((βｅ１－􀭹Ｔｍ ｙｍ)􀱋 Ｉｓ)ꎬ (１１)

这里 ｅ１ ＝(１ꎬ０ꎬ􀆺ꎬ０) Ｔ∈Ｒｍ＋１ꎬ从而得到残差矩阵的范数为

‖Ｒｍ‖Ｆ ＝‖Ｖｍ＋１[(β ｅ１－􀭹Ｔｍ ｙｍ)􀱋 Ｉｓ]‖Ｆꎮ (１２)
关于‖Ｒｍ‖Ｆ的极小化问题求解 ｙｍꎬ由于大多数情况下 Ｖｍ＋１不是 Ｆ￣正交的ꎬ从而导致求解‖Ｒｍ‖Ｆ的极

小化问题变得困难ꎮ 但当‖Ｖｍ＋１‖Ｆ很小时ꎬ则只需要求 ｙｍ 满足‖β ｅ１－􀭹Ｔｍ ｙｍ‖２达到极小即可ꎬ令
Ｊ(ｙ)＝ ‖β ｅ１－􀭹Ｔｍ ｙ‖２ꎬ (１３)

于是求解方程(３)的近似解就转换为求解最小二乘解问题(１３)的最优解 ｙｍꎬ这就是拟极小残量法ꎮ
注意到矩阵 􀭹Ｔｍ 为实三对角矩阵ꎬ这促使想到的解决方法是应用 Ｇｉｖｅｎｓ 变换ꎬ 对 􀭹Ｔｍ 进行 ＱＲ 分解使其
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约化为上三角矩阵ꎮ 记第 ｉ 个 Ｇｉｖｅｎｓ 实变换矩阵为 Ωｉꎬ当 Ｇｌ￣ＱＱＭＲ 算法进行了第 ｍ 次迭代ꎬ将 ｍ 个

Ｇｉｖｅｎｓ 实变换矩阵的乘积记为 Ｑｍꎬ即Ｑｍ ＝Ω１Ω２􀆺Ωｍꎬ则 Ｒ^ｍ＋１ ＝Ｑｍ
􀭹Ｔｍ 为一个实上三角矩阵ꎬ记 ζ^ｍ ＝Ｑｍ(βｅ１)＝

(ξ１ꎬξ２ꎬ􀆺ꎬξｍ＋１) Ｔ∈Ｒｍ＋１ꎮ 于是最小二乘问题(１３)约化为实上三角最小二乘问题

ｙｍ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｙ

‖ζ^ｍ－Ｒ^ｍ＋１ ｙ‖２ꎮ (１４)

将除去 Ｒ^ｍ＋１最后一行以及 ζ^ｍ 最后一个分量得到矩阵和向量分别记为 􀭾Ｒｍ 和 􀭴ζｍꎬ可得 ｙｍ ＝􀭾Ｒ－１
ｍ
􀭴ζｍꎮ

下面给出 Ｇｌ￣ＱＱＭＲ 的实施步骤ꎮ
算法 ２　 Ｇｌ￣ＱＱＭＲ 方法求解 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 四元数矩阵方程 ＡＸ＋ＸＢ＝Ｃ
步骤 １　 给定 Ａ∈Ｑｎ×ｎꎬ Ｂ∈Ｑｓ×ｓꎬ Ｃ∈Ｑｎ×ｓꎮ 选取初始四元数矩阵Ｘ０∈Ｑｎ×ｓ和允许误差 ０<ε≪１ꎮ
步骤 ２　 计算初始残差矩阵 Ｒ０ ＝Ｃ－Ａ(Ｘ０)ꎮ 令 β＝‖Ｒ０‖Ｆꎬ Ｖ１ ＝Ｒ０ / βꎬ选取 Ｗ１ 使得‹Ｖ１ꎬＷ１› Ｆ ＝ １(如

Ｗ１ ＝Ｖ１)ꎮ 置 ｊ:＝ １ꎮ
步骤 ３　 令 β０ ＝γ０ ＝ ０ꎬ Ｐ－１ ＝Ｐ０ ＝Ｖ０ ＝Ｗ０ ＝Ｏ∈Ｑｎ×ｓꎮ
步骤 ４　 对 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ用算法 １ 计算 Ｖｊ＋１ꎬＷｊ＋１和 αｊꎬβｊꎬγｊ－１ꎬ定义( ｊ＋１)×ｊ 阶矩阵 􀭹Ｔ ｊꎮ
步骤 ５　 对 ｉ＝ｍａｘ{１ꎬｊ－２}ꎬ􀆺ꎬｊ－１ꎬ对 􀭹Ｔ ｊ 进行 Ｇｉｖｅｎｓ 变换

ｔｉｊ
ｔｉ＋１ꎬｊ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｃｉ ｓｉ
－ｓｉ ｃｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｔｉｊ
ｔｉ＋１ꎬｊ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

步骤 ６　 计算第 ｊ 次 Ｇｉｖｅｎｓ 变换 Ωｊ 中的 ｃｊꎬｓｊꎬ其中

ｃｊ ＝
ｔｊｊ

ｔ２ｊｊ＋ｔ２ｊ＋１ꎬｊ
ꎬ　 ｓｊ ＝

ｔｊ＋１ꎬｊ
ｔｊｊ

ｃｊꎮ

步骤 ７　 对 ｊ＋１ 实维向量 ζ^ｊ 的最后两个分量和矩阵 􀭹Ｔ ｊ 的最后一列分别作用第 ｊ 次 Ｇｉｖｅｎｓ 变换 Ωｊ:
ｔｊｊ
ｔｊ＋１ꎬｊ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｃｊ ｓｊ
－ｓｊ ｃｊ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｔｊｊ
ｔｊ＋１ꎬｊ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　

ξｊ
ξｊ＋１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｃｊ ｓｊ
－ｓｊ ｃｊ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ξｊ
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

步骤 ８　 计算 Ｐ ｊ ＝(Ｖｊ－Ｐ ｊ－１ ｔｊ－１ꎬｊ－Ｐ ｊ－２ ｔｊ－２ꎬｊ) / ｔｊｊꎮ
步骤 ９　 计算 Ｘｊ ＝Ｘｊ－１＋Ｐ ｊξｊꎮ 若 ｜ ξｊ＋１ ｜ / β≤εꎬ停止计算ꎬ令 ｍ:＝ ｊꎻ否则ꎬ置 ｊ:＝ ｊ＋１ꎬ转步 ４ꎮ
由算法 ２ 可得如下关于残差矩阵的有关结论ꎮ
定理 ４　 设 Ｘｍ 是由算法 ２ 计算得到的关于方程(３)的一个近似解ꎬＲｍ 为对应的残差矩阵ꎬ则有

‖Ｒｍ‖Ｆ≤‖Ｖｍ＋１‖Ｆ ｜ ｓｍｓｍ－１􀆺ｓ２ｓ１ ｜‖Ｒ０‖Ｆꎮ (１５)
证明　 根据式(１１)得

Ｒｍ ＝Ｃ－Ａ(Ｘｍ)＝ Ｖｍ＋１[(β ｅ１－􀭹Ｔｍ ｙｍ)􀱋 Ｉｓ]ꎬ
对上式两边同时取范数ꎬ有

‖Ｒｍ‖Ｆ≤‖Ｖｍ＋１‖Ｆ‖β ｅ１－􀭹Ｔｍ ｙｍ‖２ꎮ (１６)
根据求解最小二乘问题的过程ꎬ有

‖βｅ１－􀭹Ｔｍ ｙｍ‖２ ＝‖Ｑ∗
ｍ ( ζ^ｍ－Ｒ^ｍ＋１ ｙｍ)‖２

＝ Ｑ∗
ｍ

􀭴ζｍ

ξｍ＋１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ －
􀭾Ｒｍ

０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｙｍ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
２

＝ ｜ ξｍ＋１ ｜ ꎮ
又因为根据算法 ２ꎬ有 ξｍ＋１ ＝(－１)ｍｓｍｓｍ－１􀆺ｓ２ｓ１‖Ｒ０‖Ｆꎬ故定理得证ꎮ

４　 数值实验

本章给出 ２ 个例子来验证所提出算法的可行性ꎬ并将所提算法与现有的方法进行比较ꎬ从而体现该方法

的优越性ꎮ 在数值实验中ꎬ算法的迭代终止条件为相对误差 Ｒｅｓ≤１.０×１０－８ꎬ即
Ｒｅｓ＝‖Ｃ－ＡＸｍ－ＸｍＢ‖Ｆ /‖Ｒ０‖Ｆ≤１.０×１０－８ꎮ
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所有实验均在 ＭＡＴＬＡＢ￣Ｒ２０２１ａ 软件中进行ꎮ
例 １　 考虑 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 四元数矩阵方程

ＡＸ＋ＸＢ＝Ｃꎬ
其中

Ａ＝

７＋５ｉ＋９ｋ ９＋ｉ＋２ｊ ２ｋ １＋２ｉ＋ｋ
３－ｉ＋ｊ－２ｋ ２＋２ｉ＋ｋ １＋３ｉ＋４ｊ ２＋４ｊ＋３ｋ
４ｉ－２ｋ ｉ－ｊ＋３ｋ １＋９ｉ＋７ｋ ９＋３ｉ－５ｊ
１＋４ｋ ４ｉ ２ｉ＋ｊ＋２ｋ ５＋９ｉ＋ｊ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

Ｂ＝

１＋５ｉ＋２ｊ ３＋３ｊ－ｋ ｉ＋２ｋ ２＋ｊ＋ｋ
３－ｉ－２ｋ －２＋２ｊ＋ｋ １＋３ｉ－４ｊ ２＋４ｊ＋３ｋ
４ｉ－２ｋ １＋ｉ－ｊ －１＋ｊ＋８ｋ ２＋３ｉ＋５ｋ
１＋ｋ ２ｊ＋６ｋ －３＋２ｉ＋２ｋ ９ｉ＋ｊ＋ｋ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

Ｃ＝

－５＋４７ｉ＋２０ｊ＋１５ｋ －１＋３５ｉ＋１６ｊ＋１６ｋ ４５＋１７ｉ－２１ｊ＋７ｋ ５＋４６ｉ＋４１ｊ＋４９ｋ
－３５＋４３ｉ＋４３ｊ＋１０ｋ －３７＋２９ｉ＋１３ｊ＋４８ｋ －２２－２８ｊ－１６ｋ －７＋３３ｉ＋９ｊ＋２２ｋ
－６１＋４６ｉ＋４０ｊ＋７３ｋ －２０＋２ｉ－１４ｊ＋４９ｋ －３－ｉ＋１８ｊ－２２ｋ －８３－１４ｉ＋ｊ＋８ｋ
－７＋６ｉ＋２２ｊ＋４ｋ ３７ｉ＋１６ｊ＋２６ｋ １０＋１７ｉ－１４ｊ＋５ｋ －３＋ｉ＋３０ｊ＋２２ｋ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

图 １　 例 １ 的数值结果
Ｆｉｇ.１　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ １

选取初始值 Ｘ０ ＝Ｏ４×４ꎬ当算法 ２ 满足终止条件时ꎬ得到四元

数矩阵方程(１)的近似解ꎬ算法的数值结果和收敛曲线如图

１ 所示ꎮ
　 　 在下面这个例子中ꎬ分别求解几个稀疏 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 四元数

矩阵方程ꎬ同时将本文所提算法与 Ｇｌ￣ＱＦＯＭ、 Ｇｌ￣ＱＧＭＲＥＳ[１３]

进行对比ꎮ
例 ２　 考虑四元数矩阵方程(１)ꎬ系数矩阵满足 Ａ ＝Ａ０ ＋

Ａ１ ｉ＋Ａ２ ｊ＋Ａ３ｋ∈Ｑｎ×ｎꎬ Ｂ ＝ Ｂ０ ＋Ｂ１ ｉ＋Ｂ２ ｊ＋Ｂ３ｋ∈Ｑｓ×ｓꎬ其中 Ａｉꎬ
Ｂｉꎬ ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３ 为实矩阵ꎬ并且

Ｂ０ ＝ ｔｒｉ ｄｉａｇ(ｓꎬ９ꎬ２３ꎬ－３)ꎬ　 Ｂ１ ＝ ｔｒｉ ｄｉａｇ(ｓꎬ５ꎬ４ꎬ１１)ꎬ
Ｂ２ ＝ ｔｒｉ ｄｉａｇ(ｓꎬ－７ꎬ９ꎬ－４)ꎬ　 Ｂ３ ＝ ｔｒｉ ｄｉａｇ(ｓꎬ－４ꎬ１１ꎬ－２)ꎮ

对于系数矩阵 Ａꎬ考虑以下几种情况:
情况 １　 Ａ０ ＝ｗｅｓｔ００６７ꎬ Ａ１ ＝ －Ａ０ꎬ Ａ２ ＝ ２Ａ０ꎬ Ａ３ ＝ １.５Ａ０ꎮ
情况 ２　 Ａ０ ＝ｐｄｅ２２５ꎬ Ａ１ ＝ ２Ａ０ꎬ Ａ２ ＝ －Ａ０ꎬ Ａ３ ＝ ２Ａ０ꎮ
情况 ３　 Ａ０ ＝ｂｆｗ３９８ｂꎬ Ａ１ ＝Ａ０ꎬ Ａ２ ＝ ３Ａ０ꎬ Ａ３ ＝ ２Ａ０ꎮ
情况 ４　 Ａ０ ＝ｇｒｅ－５１２ꎬ Ａ１ ＝ ２Ａ０ꎬ Ａ２ ＝Ａ０ꎬ Ａ３ ＝ ２Ａ０ꎮ

　 　 以上所用到的 ４ 个稀疏实矩阵(ｗｅｓｔ００６７、ｐｄｅ２２５、ｂｆｗ３９８ｂ、ｇｒｅ－ ５１２)均来自 Ｄａｖｉｓ 收集的矩阵ꎬ数据来

源于 ＨＢ(Ｈａｒｗｅｌｌ￣Ｂｏｅｉｎｇ)ｇｒｏｕｐ[１７]ꎬ它们所具有的性质如表 １ 所示ꎮ
表 １　 例 ２ 测试矩阵的性质

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｓｔ ｍａｔｒｉｃｅｓ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ ２
矩阵 行数 列数 结构 非零个数 条件数

ｗｅｓｔ００６７ ６７ ６７ 非对称 ２９４ １３０.２１７ ０
ｐｄｅ２２５ ２２５ ２２５ 非对称 １ ０６５ ３９.００３ ８
ｂｆｗ３９８ｂ ３９８ ３９８ 对称 ２ ９１０ ２１.１３０ ４
ｇｒｅ－ ５１２ ５１２ ５１２ 对称 １ ９７６ １５８.３１８ ０

　 　 四元数矩阵 Ｃ 的选取使得方程组(１)有精确解

Ｘ∗ ＝ｏｎｅｓ(ｎꎬｓ)＋ｅｙｅ(ｎꎬｓ) ｉ＋ｅｙｅ(ｎꎬｓ) ｊ＋ｏｎｅｓ(ｎꎬｓ)ｋꎮ
选择初始值 Ｘ０ ＝Ｏｎ×ｓꎬ在不同的情况中ꎬｎꎬｓ 有不同的取值ꎮ 在这个例子中ꎬ应用算法 ２ 以及 Ｇｌ￣ＱＦＯＭ、
Ｇｌ￣ＱＧＭＲＥＳ ３ 个方法求解不同的四元数矩阵方程(１)ꎬ相应的数值结果如表 ２ 所示ꎮ 实验数值结果验证了

算法 ２ 对于求解稀疏四元数矩阵方程的有效性和优越性ꎮ
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表 ２　 例 ２ 的数值结果
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｅｘａｍｐｌｅ ２

情况 维数[ｎꎬｓ] 算法 时间 迭代次数 相对误差

ｗｅｓｔ００６７ [６７ꎬ５]
Ｇｌ￣ＱＦＯＭ ０.１１４ ０ ４４ ６.９２２ ５６×１０－９

Ｇｌ￣ＱＧＭＲＥＳ ０.２０８ ９ ５９ ８.１４８ ４５×１０－９

Ｇｌ￣ＱＱＭＲ ０.０３５ ６ ３９ ８.１５４ ５２×１０－９

ｐｄｅ２２５ [２２５ꎬ５]
Ｇｌ￣ＱＦＯＭ ０.２９９ ０ ５９ ４.８０２ ０４×１０－９

Ｇｌ￣ＱＧＭＲＥＳ ０.４３７ ０ ７８ ７.２１６ ３１×１０－９

Ｇｌ￣ＱＱＭＲ ０.０５９ ９ ５５ ７.１８６ ２３×１０－９

ｂｆｗ３９８ｂ [３９８ꎬ４]
Ｇｌ￣ＱＦＯＭ ０.０８５ ５ １７ ２.９２８ １３×１０－１０

Ｇｌ￣ＱＧＭＲＥＳ ０.０７５ ３ １７ １.８８９ ６２×１０－１０

Ｇｌ￣ＱＱＭＲ ０.０３８ ５ １２ ７.１０７ ６２×１０－９

ｇｒｅ－ ５１２ [５１２ꎬ７]
Ｇｌ￣ＱＦＯＭ ０.２０９ ８ ２９ ８.０２３ ８５×１０－９

Ｇｌ￣ＱＧＭＲＥＳ ０.３１８ ４ ４０ ８.７１２ ３６×１０－９

Ｇｌ￣ＱＱＭＲ ０.０６３ ９ ２６ ９.８５１ ４５×１０－９

５　 结论

本文通过推广实数域上的非对称 Ｌａｎｃｚｏｓ 方法ꎬ提出了四元数非对称 Ｌａｎｃｚｏｓ 方法ꎮ 进一步ꎬ建立了求

解 Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ 四元数矩阵方程 ＡＸ＋ＸＢ＝Ｃ 的全局拟极小残量法ꎮ 通过几个例子验证所提算法的有效性以及

数值实验结果表明了该方法的可行性ꎮ
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