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摘要:利用 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ￣Ｐｅｒｒｏｎ 维数计算 ６ 阶对称群 Ｓ３ 表示环 ｒ(Ｓ３)的正则元ꎬ刻画 ｒ(Ｓ３)的可逆元、ＭＰ￣逆元、群逆元、ＥＰ 元和

ＳＥＰ 元ꎮ
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０　 引言

令 Ｒ 是一个有单位元 １ 的结合环ꎬ映射∗:Ｒ→Ｒ 称为 Ｒ 的一个对合ꎬ如果∀ａꎬｂ∈Ｒꎬ有
(ａ∗)∗ ＝ａꎬ　 (ａ＋ｂ)∗ ＝ａ∗＋ｂ∗ꎬ　 (ａｂ)∗ ＝ｂ∗ａ∗ꎮ

具有对合的环 Ｒ 被称为对合环ꎮ
关于对合环的广义逆工作已有丰富的结果ꎮ 如 Ｃａｏ 等[１] 给出多项式环商环 Ｚ[ｘ] / (ｘ２＋ｘ)一个对合映

射ꎬ并计算该对合环上的所有 ＥＰ 元ꎮ 文献[２￣４]考虑对合环的 ＭＰ￣逆元、Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 元等ꎬ文献[５￣７]给出对

合环中 ＥＰ、ＳＥＰ 元素的许多新的刻画ꎮ
Ｅｔｉｎｇｏｆ 等[８]介绍融合环、Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ￣Ｐｅｒｒｏｎ 定理和 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ￣Ｐｅｒｒｏｎ 维数的概念ꎮ 近年来ꎬ关于融合环的

研究也有许多的工作成果ꎮ 如文献[９￣１１]考虑融合代数的相关问题ꎮ
Ｈｏｐｆ 代数(群代数、量子群等)在复数域 Ｃ 上的表示环 ｒ(Ｈ) [１２]是由有限维 Ｈ￣模 Ｖ 的同构类模去关系

[Ｍ⊕Ｖ] ＝[Ｍ]＋[Ｖ]生成的阿贝尔群ꎮ ｒ(Ｈ)的乘法结构由 Ｈ￣模的张量积给出ꎬ即ꎬ[Ｍ] [Ｖ] ＝ [Ｍ⊗Ｖ]ꎮ
ｒ(Ｈ)是一个具有单位元[Ｃ]的结合环ꎬ其中 Ｃ 是平凡 Ｈ￣模ꎮ 注意到 ｒ(Ｈ)有一组 Ｚ￣基{[Ｖ] ｜Ｖ∈ｉｎｄ(Ｈ)}ꎬ
其中 ｉｎｄ(Ｈ)表示所有有限维不可分解 Ｈ￣模同构类构成的集合ꎮ Ｈｏｐｆ 代数的表示环及相关工作也是研究热

点之一[１３￣１８]ꎮ 特别地ꎬ有限群代数 ＣＧ 的表示环是一个融合环ꎬ此时 ｒ(ＣＧ)的 Ｚ￣基是所有互不同构的单

ＣＧ￣模同构类构成的集合ꎮ
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１　 预备知识

本文中ꎬ符号 Ｚ、Ｚ＋、Ｚ>０、Ｒ 和 Ｃ 分别表示整数环、非负整数集、正整数集、实数域和复数域ꎮ
定义 １[２] 　 对合环 Ｒ 中的元素 ａ 称为一个 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 元ꎬ如果 ａ∗ ＝ａꎬ ＲＨｅｒ表示 Ｒ 中所有 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 元构

成的集合ꎮ
定义 ２　 对合环 Ｒ 中的元素 ａ† 称为 ａ 的 Ｍｏｏｒｅ￣Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆元(ＭＰ￣逆元)ꎬ如果

ａａ†ａ＝ａꎬ　 ａ†ａａ† ＝ａ†ꎬ　 (ａａ†)∗ ＝ａａ†ꎬ　 (ａ†ａ)∗ ＝ａ†ａꎬ
此时称 ａ 是 ＭＰ 可逆元ꎮ 如果 ａ† 存在ꎬ则其是唯一的ꎮ Ｒ 的所有 Ｍｏｏｒｅ￣Ｐｅｎｒｏｓｅ 可逆元构成的集合记为 Ｒ†ꎮ

定义 ３　 环 Ｒ 中的元素 ｅ 称为一个幂等元ꎬ如果 ｅ２ ＝ ｅꎮ Ｅ(Ｒ)表示 Ｒ 的所有幂等元构成的集合ꎮ
定义 ４　 对合环 Ｒ 中的幂等元 ｅ 称作一个投射元ꎬ如果 ｅ∗ ＝ ｅꎮ Ｒ 中所有投射元构成的集合记为 Ｒｐｒｏｊꎮ
定义 ５　 环 Ｒ 中的元素 ａ 称为正则的ꎬ如果存在 Ｒ 中的某个元素 ａ－(称为 ａ 的内逆元)使得

ａａ－ａ＝ａꎮ (１)
Ｒｒｅｇ表示 Ｒ 中所有正则元构成的集合ꎬ如果 ａ∈Ｒｒｅｇꎬａ 的内逆元不是唯一的ꎮ ａ 的所有内逆元构成的集合记

为 ａ{１}ꎮ
定义 ６　 环 Ｒ 中的元素 ａ＃称为 ａ 的群逆元ꎬ如果

ａ＝ａａ＃ａꎬ　 ａ＃ ＝ａ＃ａａ＃ꎬ　 ａａ＃ ＝ａ＃ａꎮ
此时 ａ 称为群可逆元ꎮ 如果 ａ＃ 存在ꎬ则其是唯一的ꎮ Ｒ 中所有群可逆元构成的集合记为 Ｒ＃ꎮ 不难看出

Ｕ(Ｒ)⊆Ｒ＃以及 Ｅ(Ｒ)⊆Ｒ＃ꎬ其中 Ｕ(Ｒ)是 Ｒ 中所有可逆元构成的集合ꎮ 特别地ꎬ如果 Ｒ 是交换环ꎬ则 Ｒ＃ ＝Ｒｒｅｇꎮ
定义 ７[２] 　 元素 ａ∈Ｒ＃∩Ｒ† 称为一个 ＥＰ 元ꎬ如果 ａ＃ ＝ａ†ꎮ ＲＥＰ表示 Ｒ 中所有 ＥＰ 元构成的集合ꎮ
定义 ８[２] 　 ＲＥＰ中的元素 ａ 称为一个强 ＥＰ(ＳＥＰ)元ꎬ如果 ａ† ＝ ａ∗ꎮ Ｒ 中所有 ＳＥＰ 元构成的集合记

为 ＲＳＥＰꎮ
引理 １　 在对合环 Ｒ 中ꎬ以下结论成立:
(１) 如果 ａ∈Ｒｒｅｇꎬ则 ａ{１} ＝{ａ－＋ｂ－ａ－ａｂａａ－ ｜ ｂ∈Ｒ}ꎬ其中 ａ－是 ａ 的某个固定的内逆元ꎻ
(２) Ｕ(Ｒ)⊆Ｒ＃∩Ｒ†⊆Ｒｒｅｇꎮ 若 ａ∈Ｕ(Ｒ)ꎬ则 ａ＃ ＝ａ† ＝ａ－１且 ａ{１} ＝{ａ－１}ꎻ
(３) Ｒｐｒｏｊ ＝Ｅ(Ｒ)∩ＲＨｅｒꎮ
回顾融合环的定义ꎬＦｒｏｂｅｎｉｕｓ￣Ｐｅｒｒｏｎ 维数以及相关的结论和性质ꎮ 令 Ｂ ＝ {ｂｉ ｜ １≤ｉ≤ｎ}是环 Ｒ 的一组

Ｚ￣基ꎬＢ 称为 Ｒ 的一组 Ｚ＋ ￣基ꎬ如果对∀１≤ｉꎬ ｊ≤ｎꎬ

ｂｉｂｊ ＝ ∑
１≤ｋ≤ｎ

Ｎ ｋ
ｉｊｂｋꎬ

其中Ｎ ｋ
ｉｊ∈Ｚ＋ꎮ

定义 ９[８] 　 令 Ｒ 是一个环ꎬ且 Ｂ＝{ｂｉ ｜ １≤ｉ≤ｎ}是 Ｒ 的一组 Ｚ＋ ￣基ꎮ Ｒ 称为一个融合环ꎬ如果

(１) ｂ１ ＝ １∈Ｂꎻ
(２) 存在指标集{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}上的一个映射 ｉ ｜→ｉ∗ꎬ使得其诱导的映射∗:Ｒ→Ｒꎬ

ａ＝ ∑
ｉ∈Ｉ

ａｉｂｉ ｜→ａ∗ ＝ ∑
ｉ∈Ｉ

ａｉｂｉꎬ　 ａｉ∈Ｚꎬ

满足对∀ａꎬｂ∈Ｒꎬ
(ａ∗)∗ ＝ａꎬ　 (ａ＋ｂ)∗ ＝ａ∗＋ｂ∗ꎬ　 (ａｂ)∗ ＝ｂ∗ａ∗ꎻ

(３) 存在如下群同态

τ(ｂｉ)＝
１ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ
０ꎬ　 ｉ≠１ꎬ{

使得

τ(ｂｉｂｊ)＝ δｉｊ∗ꎬ
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其中 δｉｊ∗为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 符号ꎮ
由定义 ９ 可以看出在∗的意义下ꎬ任一融合环是对合环ꎮ 在下文中ꎬ为了符号的简洁ꎬ在融合环中ꎬ记∗

为∗ꎮ 上述基{ｂｉ} １≤ｉ≤ｎ和{ｂｉ∗} １≤ｉ∗≤ｎ称为 Ｒ 的一组对偶基ꎮ Ｒ 中基元 ｂｉ 称为自对偶的ꎬ如果 ｂｉ∗ ＝ ｂｉꎮ 等价

地ꎬｂｉ 是自对偶的当且仅当单位元 １ 出现在 ｂ２
ｉ 的分解式中ꎮ

引理 ２[８] 　 令 Ｍ∈Ｍａｔｋ×ｋ(Ｒ≥０)ꎬ则存在非负实数 λꎬ使得

(１) λ 是 Ｍ 的一个特征值ꎮ
(２) 任意其它的特征值 μ∈Ｃ 满足 ｜ μ ｜≤λꎮ
令 Ｒ 是一个融合环且有一组 Ｚ＋￣基 Ｂ＝{ｂｉ ｜ １≤ｉ≤ｎ}ꎮ 定义如下的一个群同态 ＦＰｄｉｍ:Ｒ→Ｃ:对∀ｂｉ∈Ｂꎬ

令 ＦＰｄｉｍ(ｂｉ)为 ｂｉ 左乘 ｂ１ꎬｂ２􀆺ꎬｂｎ 对应矩阵的最大非负特征值ꎬ即
ｂｉ(ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｎ)＝ (ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｎ)[ｂｉ]ꎬ

其中[ｂｉ]为 ｂｉ 左乘基元对应的矩阵ꎮ ＦＰｄｉｍ(ｂｉ)的存在性由 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ￣Ｐｅｒｒｏｎ 定理保证ꎮ
定义 １０　 对∀ｂｉ∈Ｂꎬ ＦＰｄｉｍ(ｂｉ)称为 ｂｉ 的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ￣Ｐｅｒｒｏｎ 维数ꎮ
根据加法ꎬ将群同态 ＦＰｄｉｍ 从集合 Ｂ 拓展到环 Ｒꎬ则有以下结论ꎮ
引理 ３[８] 　 令 ＲꎬＢꎬＦＰｄｉｍ 如上述定义ꎬ则
(１) ＦＰｄｉｍ:Ｒ→Ｃ 是一个环同态ꎮ
(２) 对∀ｂｉ∈Ｂꎬ ＦＰｄｉｍ(ｂｉ)是一个代数整数ꎬ且 ＦＰｄｉｍ(ｂｉ)≥１ꎮ
(３) ＦＰｄｉｍ 是∗不变的ꎬ即对∀ａ∈Ｒꎬ ＦＰｄｉｍ(ａ)＝ ＦＰｄｉｍ(ａ∗)ꎮ
下面给出一个研究具体的融合环中正则元简单却有效的结论ꎮ
命题 １　 令 Ｒ 是一个融合环且 ｂ∈Ｒｒｅｇꎬ则 ＦＰｄｉｍ(ｂ)＝ ０ 或 ＦＰｄｉｍ(ｂ)≠０ 且 ＦＰｄｉｍ(ｂ)ＦＰｄｉｍ(ｃ)＝ １ꎬ其

中 ｃ∈ｂ{１}ꎮ
证明　 命题 １ 易证ꎬ略ꎮ
６ 阶对称群 Ｓ３ ＝{(１)ꎬ(１２)ꎬ(１３)ꎬ(２３)ꎬ(１２３)ꎬ(１３２)}是由(１２)和(１２３)生成的非交换群ꎬＳ３ 在复数

域 Ｃ 上由如下有限维不可约表示 ρ１、ρ２ 和 ρ３ꎮ 具体作用如下:
ρ１: (１２) ｜→１ꎬ (１２３) ｜→１ꎻ　 ρ２:(１２) ｜→－１ꎬ (１２３) ｜→１ꎻ

ρ３:(１２) ｜→
－１ －１
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１２３) ｜→

－１ －１
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

此外ꎬρ１、ρ２、ρ３ 的张量积直和分解公式如下:
ρ⊗２
１ ＝ ρ⊗２

２ ＝ ρ１ꎬ　 ρ１⊗ρ２ ＝ ρ２⊗ρ１ ＝ ρ２ꎬ　 ρ１⊗ρ３ ＝ ρ３⊗ρ１ ＝ ρ２⊗ρ３ ＝ ρ３⊗ρ２ ＝ ρ３ꎬ
ρ⊗２
３ ＝ ρ１⊕ρ２⊕ｈｏ３ꎮ

有限群在复数域 Ｃ 上的表示环是一个融合环ꎬ因此ꎬ表示环 ｒ(Ｓ３)可以看成一个具有 Ｚ＋ ￣基{１ꎬｇꎬＸ}的交换

融合环ꎬ且融合法则为

ｇ２ ＝ １ꎬ　 ｇＸ＝Ｘꎬ　 Ｘ ２ ＝ １＋ｇ＋Ｘꎬ
其中ꎬ环同构如下:ρ１ ｜→１、 ρ２ ｜→ｇ 以及 ρ３ ｜→Ｘꎮ 基元 １、ｇ、Ｘ 是自对偶的ꎬ以及 ＦＰｄｉｍ(１)＝ ＦＰｄｉｍ(ｇ)＝ １、
ＦＰｄｉｍ(Ｘ)＝ ２ꎮ

２　 ｒ(Ｓ３)的广义逆

本章中计算 ｒ(Ｓ３)的正则元ꎬ刻画了 ｒ( Ｓ３)的幂等元、投射元、可逆元、ＭＰ￣逆元、群可逆元、ＥＰ 元和

ＳＥＰ 元ꎮ
引理 ４　 令 ａ＝α０＋α１ｇ＋α２Ｘ∈(ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇꎬ其中αｉ∈Ｚꎬ ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ则 α０＋α１＋２α２ ＝ ０ 或 α０＋α１＋２α２ ＝ １ 或

α０＋α１＋２α２ ＝ －１ꎮ
证明 　 容易看出 ＦＰｄｉｍ ( ａ) ＝ α０ ＋ α１ ＋ ２α２ꎬ则由命题 １ꎬ有 ＦＰｄｉｍ ( ａ) ＝ ０ 或 ＦＰｄｉｍ ( ａ) ≠ ０ 且

ＦＰｄｉｍ(ａ)ＦＰｄｉｍ(ｂ)＝ １ꎬ其中 ｂ∈ａ{１}ꎮ 因为 ＦＰｄｉｍ(ａ)ꎬ ＦＰｄｉｍ(ｂ)∈Ｚꎬ所以 ＦＰｄｉｍ(ａ)＝ ０ 或 ＦＰｄｉｍ(ａ)＝ １
或 ＦＰｄｉｍ(ａ)＝ －１ꎮ 证毕ꎮ
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定理 １　 (ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇ ＝{０ꎬ１ꎬ－１ꎬｇꎬ－ｇ}ꎮ
证明　 设 ａ＝α０＋α１ｇ＋α２Ｘ∈(ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇꎬ其中 αｉ∈Ｚꎬ ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ则由引理 ４ꎬα０ ＋α１ ＋２α２ ＝ ０ 或 α０ ＋α１ ＋

２α２ ＝ １或 α０＋α１＋２α２ ＝ －１ꎮ 假设 ｂ＝ａ０＋β１ｇ＋β２Ｘ∈ｒ(Ｓ３)ꎬ其中 β０ꎬβ１ꎬβ２∈Ｚ 且 ｂ∈ａ{１}ꎮ
在下文中ꎬ令 α０＋α１ ＝ ｒꎬ α２

０＋α２
１ ＝ ｓꎬ ２α０α１ ＝ ｔꎬ其中 ｒꎬｓꎬｔ∈Ｚꎬ则易有 ｒ２ ＝ ｓ＋ｔꎮ

情形 Ⅰ　 α０＋α１＋２α２ ＝ ０ꎮ 此时 α２ ＝ － １
２
(α０＋α１)ꎬ且

　 　 　 　 　 　 ａ２ ＝ α０＋α１ｇ－
１
２
(α０＋α１)Ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝α２
０＋α２

１＋
１
４
(α０＋α１) ２(１＋ｇ＋Ｘ)＋２α０α１ｇ－α０(α０＋α１)Ｘ－α１(α０＋α１)Ｘ

＝ α２
０＋α２

１＋
１
４
(α０＋α１) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２α０α１＋

１
４
(α０＋α１) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ－ ３

４
(α０＋α１) ２Ｘꎬ

则

ａｂａ ＝ａ２ｂ＝ ｓ＋ １
４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｔ＋ １

４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ－ ３

４
ｒ２Ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋β１ｇ＋β２Ｘ)

＝ ｓ＋ １
４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０＋ ｔ＋ １

４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１－

３
４
ｒ２β２

　 ＋ ｓ＋ １
４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１＋ ｔ＋ １

４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０－

３
４
ｒ２β２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ

　 ＋ ｓ＋ １
４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２＋ ｔ＋ １

４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２－

３
４
ｒ２(β０＋β１＋β２)

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｘꎮ

因此

ｓ＋ １
４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０＋ ｔ＋ １

４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１－

３
４
ｒ２β２ ＝α０ꎬ

ｓ＋ １
４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１＋ ｔ＋ １

４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０－

３
４
ｒ２β２ ＝α１ꎬ

ｓ＋ １
４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２＋ ｔ＋ １

４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２－

３
４
ｒ２(β０＋β１＋β２)＝ － １

２
ｒꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

注意到

　 β２ ｓ＋ １
４
ｒ２＋ｔ＋ １

４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３

４
ｒ２(β０＋β１＋β２)

＝ ３
２
ｒ２β２－

３
４
ｒ２(β０＋β１＋β２)

＝ － ３
４
ｒ２(β０＋β１－β２)ꎬ

因此
３
４
ｒ２(β０＋β１－β２)＝

１
２
ｒꎮ 注意到 ｒꎬβ０ꎬβ１ꎬβ２∈Ｚꎬ所以

３
２
ｒ(β０＋β１－β２)≠１ꎮ 如果 ｒ＝ ０ꎬ则 α０ ＝ －α１ꎬ此时

　 ｓ＋ １
４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０－β１)＋ ｔ＋ １

４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β１－β０)

＝ ｓ＋ １
４
ｒ２－ｔ－ １

４
ｒ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０－β１)

＝ (ｓ－ｔ)(β０－β１)
＝ (α０－α１) ２(β０－β１)
＝ ４α２

０(β０－β１)
＝ ２α０ꎮ

如果 α０ ＝ ０ꎬ则 ａ＝ ０ꎬ这表明 ０∈(ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇꎬ且 ０{１} ＝ ｒ(Ｓ３)ꎮ 如果 α０≠０ꎬ则 ２α０(β０－ β１)＝ １ꎮ 因为 α０ꎬ β０ꎬ
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β１∈Ｚꎬ所以 ２α０(β０－β１)≠１ꎬ矛盾ꎮ

情形 Ⅱ　 α０＋α１＋２α２ ＝ １ꎮ 此时ꎬα２ ＝
１
２
(１－α０－α１)ꎬ并且根据α２∈Ｚꎬ有 α０－α１ 是奇数ꎮ 直接计算可得ꎬ

ａ２ ＝ α０＋α１ｇ＋
１
２
(１－α０－α１)Ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝α２
０＋α２

１＋
１
４
(１－α０－α１) ２(１＋ｇ＋Ｘ)

　 ＋２α０α１ｇ＋α０(１－α０－α１)Ｘ＋α１(１－α０－α１)Ｘ

＝α２
０＋α２

１＋
１
４
(１－α０－α１) ２

　 ＋ ２α０α１＋
１
４
(１－α０－α１) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ

　 ＋ (α０＋α１)(１－α０－α１)＋
１
４
(１－α０－α１) ２æ

è
ç

ö

ø
÷Ｘꎮ

则

ａｂａ ＝ａ２ｂ＝ ｓ＋ １
４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｔ＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ＋ ｒ(１－ｒ)＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷Ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋β１ｇ＋β２Ｘ)

＝ ｓ＋ １
４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０＋ ｔ＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１＋ ｒ(１－ｒ)＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２

　 ＋ ｓ＋ １
４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１＋ ｔ＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０＋ ｒ(１－ｒ)＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ

　 ＋ ｓ＋ １
４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２＋ ｔ＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２＋ ｒ(１－ｒ)＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋β１＋β２)

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｘꎮ

因此

ｓ＋ １
４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０＋ ｔ＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１＋ ｒ(１－ｒ)＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２ ＝α０ꎬ

ｓ＋ １
４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１＋ ｔ＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０＋ ｒ(１－ｒ)＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２ ＝α１ꎬ

ｓ＋ １
４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２＋ ｔ＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２＋ ｒ(１－ｒ)＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋β１＋β２)＝

１
２
(１－ｒ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(２)

由式(２)ꎬ有

(β０－β１) ｓ＋ １
４
(１－ｒ) ２－ｔ－ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝(β０－β１)(α０－α１) ２ ＝α０－α１ꎮ

注意到 α０－α１ 是奇数ꎬ所以 α０－α１≠０ꎬ因此 α０－α１ ＝ １＝β０－β１ 或 α０－α１ ＝ －１＝β０－β１ꎮ
① α０－α１ ＝ １＝β０－β１ꎮ 此时ꎬａ＝α０＋(α０－１)ｇ＋(１－α０)Ｘ 且 ｂ＝β０＋(β０－１)ｇ＋ β２Ｘꎮ 由命题 １ꎬＦＰｄｉｍ(ｂ)＝

β０＋β０－１＋２ β２ ＝ １⇒β２ ＝ １－β０ꎮ 方程组(２)中的第 ３ 个等式如下:

　 (１－β０) ｓ＋ １
４
(１－ｒ) ２＋ｔ＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｒ(１－ｒ)＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋β０－１＋１－β０)

＝ (１－β０) ｒ２＋ １
２
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｒ(１－ｒ)＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０

＝(１－β０)
３
２
ｒ２－ｒ＋ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３

４
ｒ２－ １

２
ｒ－ １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ β０

＝ ３
２
ｒ２－ｒ＋ １

２
－β０

９
４
ｒ２－ ３

２
ｒ＋ １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １
２
－ １
２
ｒꎬ

于是ꎬ有
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－β０
９
４
ｒ２－ ３

２
ｒ＋ １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －β０

１
４
(３ｒ－１) ２ ＝ － １

２
ｒ(３ｒ－１)ꎮ (３)

因为 ｒ∈Ｚꎬ所以 ３ｒ－１≠０ꎮ 由式(３)ꎬ得 β０ ＝
２ｒ

３ｒ－１
ꎮ 注意到 ｒ＝α０＋α１ ＝ ２α０－１ 是奇数ꎬ且当 ｒ≤－１ꎬ ｒ≥３ 时ꎬ有

０≠｜２ｒ ｜ < ｜ ３ｒ－１ ｜ ꎬ即 ２ｒ
３ｒ－１

∉Ｚꎮ 因此ꎬ当 ｒ＝ １ꎬ即 α０ ＝ １ 时ꎬβ０ ＝ １ꎮ 于是 １∈(ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇꎬ且 １{１} ＝{１}ꎮ

② α０－α１ ＝ －１＝β０－β１ꎮ 此时ꎬａ＝α０＋(１＋α０)ｇ－α０Ｘꎬ ｂ＝β０＋(１＋β０)ｇ＋β２Ｘꎮ 由命题 １ꎬ得 β０＋１＋β０＋２β２ ＝
１⇒β２ ＝ －β０ꎮ 该情形时方程组(２)中第 ３ 个等式如下:

　 －β０ ｓ＋ １
４
(１－ｒ) ２＋ｔ＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｒ(１－ｒ)＋ １

４
(１－ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋１＋β０－β０)

＝ －β０
３
２
ｒ２－ｒ＋ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３

４
ｒ２－ １

２
ｒ－ １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ (１＋β０)

＝ －β０
９
４
ｒ２－ ３

２
ｒ＋ １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３

４
ｒ２＋ １

２
ｒ＋ １

４

＝ １
２
－ １
２
ｒꎬ

得

－ １
４
β０(３ｒ－１) ２ ＝ １

４
(３ｒ－１)(ｒ－１)ꎮ (４)

因为 ｒ∈Ｚꎬ所以 ３ｒ－１≠０ꎮ 式(４)表明 β０ ＝ － ｒ－１
３ｒ－１

注意到 ｒ＝α０＋α１ ＝ ２α０＋１ 是奇数ꎬ且当 ｒ≤－１ꎬ ｒ≥３ 时ꎬ０≠

｜ ｒ－１ ｜ < ｜ ３ｒ－１ ｜ ꎬ即－ ｒ－１
３ｒ－１

∉Ｚꎮ 当 ｒ＝ １ꎬ即 α０ ＝ ０ 时ꎬ有 β０ ＝ ０ꎬ因此 ｇ∈(ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇ且 ｇ{１} ＝{ｇ}ꎮ

情形 Ⅲ　 α０＋α１＋２α２ ＝ －１ꎮ 此时ꎬ由 α２ ＝ － １
２
(１＋α０＋α１)和α２∈Ｚꎬ得 α０＋α１ 是奇数ꎮ 计算可得

ａ２ ＝ α０＋α１ｇ－
１
２
(１＋α０＋α１)Ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝α２
０＋α２

１＋
１
４
(１＋α０＋α１) ２(１＋ｇ＋Ｘ)

　 ＋２α０α１ｇ－α０(１＋α０＋α１)Ｘ－α１(１＋α０＋α１)Ｘ

＝α２
０＋α２

１＋
１
４
(１＋α０＋α１) ２

　 ＋ ２α０α１＋
１
４
(１＋α０＋α１) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ

　 － (α０＋α１)(１＋α０＋α１)－
１
４
(１＋α０＋α１) ２æ

è
ç

ö

ø
÷Ｘꎮ

于是

ａｂａ ＝ａ２ｂ＝ ｓ＋ １
４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｔ＋ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ－ ｒ(１＋ｒ)－ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷Ｘæ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋β１ｇ＋β２Ｘ)

＝ ｓ＋ １
４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０＋ ｔ＋ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１－ ｒ(１＋ｒ)－ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２

　 ＋ ｓ＋ １
４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１＋ ｔ＋ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０－ ｒ(１＋ｒ)－ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ

　 ＋ ｓ＋ １
４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２＋ ｔ＋ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２－ ｒ(１＋ｒ)－ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋β１＋β２)

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｘꎮ

因此
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ｓ＋ １
４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０＋ ｔ＋ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１－ ｒ(１＋ｒ)－ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２ ＝α０ꎬ

ｓ＋ １
４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β１＋ ｔ＋ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β０－ ｒ(１＋ｒ)－ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２ ＝α１ꎬ

ｓ＋ １
４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２＋ ｔ＋ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ β２－ ｒ(１＋ｒ)－ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋β１＋β２)＝ － １

２
(１＋ｒ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(５)

由方程组(５)ꎬ得

(β０－β１) ｓ＋ １
４
(１＋ｒ) ２－ｔ－ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝(β０－β１)(α０－α１) ２ ＝α０－α１ꎮ

因为 α０－α１ 是奇数ꎬ所以 α０－α１≠０ꎬ得 α０－α１ ＝ １＝β０－β１ 或 α０－α１ ＝ －１＝β０－β１ꎮ
③ α０－α１ ＝ １＝β０－β１ꎬ此时ꎬａ＝α０＋(α０－１)ｇ－α０Ｘ 且 ｂ＝β０＋(β０－１)ｇ＋ β２Ｘꎮ 由命题 １ꎬ有 ＦＰｄｉｍ(ｂ)＝ β０＋

β０－１＋２ β２ ＝ －１⇒β２ ＝ －β０ꎮ 方程组(５)中第 ３ 个等式如下:

　 －β０ ｓ＋ １
４
(１＋ｒ) ２＋ｔ＋ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｒ(１＋ｒ)－ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋β０－１－β０)

＝ －β０
３
２
ｒ２＋ｒ＋ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３

４
ｒ２＋ １

２
ｒ－ １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０－１)

＝ －β０
９
４
ｒ２＋ ３

２
ｒ＋ １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ３

４
ｒ２＋ １

２
ｒ－ １

４
＝ －α０ꎮ

由 ｒ＝α０＋α１ ＝ ２α０－１ꎬ得
－β０(９α２

０－６α０＋１)＝ －β０(３α０－１) ２ ＝ －３α２
０＋α０ ＝ －α０(３α０－１)ꎮ

因为α０∈Ｚꎬ所以 ３α０－１≠０ꎬ因此 β０ ＝
α０

３α０－１
ꎮ 当 α０≤－１ꎬ α０≥１ 时ꎬ０≠ ｜ α０ ｜ < ｜ ３α０－１ ｜ ꎬ即

α０

３α０－１
∉Ｚꎮ 如果

α０ ＝ ０ꎬ则 β０ ＝ ０ꎬ这表明－ｇ∈(ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇ且－ｇ{１} ＝{－ｇ}ꎮ
④ α０－α１ ＝ －１ ＝ β０ － β１ꎮ 此时ꎬａ ＝ α０ ＋(１＋α０) ｇ－(１ ＋α０) Ｘꎬｂ ＝ β０ ＋(１ ＋ β０) ｇ＋ β２Ｘꎮ 根据命题 １ꎬ得

ＦＰｄｉｍ(ｂ)＝ β０＋１＋β０＋２ β２ ＝ －１⇒β２ ＝ －１－β０ꎮ 方程组(５)中第 ３ 个等式如下:

　 －(１＋β０) ｓ＋ １
４
(１＋ｒ) ２＋ｔ＋ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｒ(１＋ｒ)－ １

４
(１＋ｒ) ２æ

è
ç

ö

ø
÷ (β０＋１＋β０－１－β０)

＝ －(１＋β０)
３
２
ｒ２＋ｒ＋ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ －β０

３
４
ｒ２＋ １

２
ｒ－ １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ －β０
９
４
ｒ２＋ ３

２
ｒ＋ １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３

２
ｒ２－ｒ－ １

２
＝ －α０－１ꎮ

因为 ｒ＝α０＋α１ ＝ ２α０＋１ꎬ所以

－β０(９α２
０＋１２α０＋４)＝ －β０(３α０＋２) ２ ＝ ６α２

０＋７α０＋２＝(３α０＋２)(２α０＋１)ꎮ (６)

注意到α０∈Ｚꎬ因此 ３α０＋２≠０ꎬ则根据式(６)ꎬ有 β０ ＝ －
２α０＋１
３α０＋２

ꎮ 当 α０≤－２ꎬ α０≥０ 时ꎬ０≠ ｜ ２α０＋１ ｜ < ｜ ３α０＋２ ｜ ꎮ

当 α０ ＝ －１ 时ꎬ有 β０ ＝ －１ꎮ 因此ꎬ－１∈(ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇ且－１{１} ＝ { －１}ꎮ 综上所述ꎬ有( ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇ ＝ {０ꎬ１ꎬ－１ꎬｇꎬ
－ｇ}ꎮ 证毕ꎮ

由定理 １ꎬ有如下结论ꎮ
命题 ２　 如下结论成立:
(１) Ｅ(ｒ(Ｓ３))＝ {０ꎬ１}ꎮ
(２) (ｒ(Ｓ３)) ｐｒｏｊ ＝{０ꎬ１}ꎮ
(３) Ｕ(ｒ(Ｓ３))＝ {１ꎬ－１ꎬｇꎬ－ｇ}ꎬ且 ａ－１ ＝ａ 对∀ａ∈Ｕ(ｒ(Ｓ３))ꎮ
(４) (ｒ(Ｓ３)) † ＝(ｒ(Ｓ３)) ＃ ＝{０ꎬ１ꎬ－１ꎬｇꎬ－ｇ}ꎬ且 ａ† ＝ａ＃ ＝ａ 对∀ａ∈(ｒ(Ｓ３)) †ꎮ
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(５) (ｒ(Ｓ３)) ＥＰ ＝(ｒ(Ｓ３)) ＳＥＰ ＝{０ꎬ１ꎬ－１ꎬｇꎬ－ｇ}ꎮ
证明　 (１) 注意到 Ｅ(ｒ(Ｓ３))⊆(ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇ ＝{０ꎬ１ꎬ－１ꎬｇꎬ－ｇ}ꎬ且容易计算 ０２ ＝ ０ꎬ １２ ＝ １ꎬ (－１)２ ＝ １≠－１ꎬ

ｇ２ ＝ １≠ｇ及(－ｇ) ２ ＝ １≠－ｇꎬ因此 Ｅ(ｒ(Ｓ３))＝ {０ꎬ１}ꎮ
(２) 因为 ｒ(Ｓ３)中的对合映射∗是恒等映射ꎬ所以( ｒ(Ｓ３))Ｈｅｒ ＝ ｒ(Ｓ３)ꎮ 由引理 １(３)ꎬ有( ｒ(Ｓ３)) ｐｒｏｊ ＝

Ｅ(ｒ(Ｓ３))∩(ｒ(Ｓ３))Ｈｅｒ ＝{０ꎬ１}ꎮ
(３) 由引理 １(１)ꎬ有 Ｕ(ｒ(Ｓ３))⊆(ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇꎬ易得(－１) ２ ＝ｇ２ ＝(－ｇ) ２ ＝ １ꎮ
(４) 根据引理 １(１)ꎬ得(ｒ(Ｓ３)) † ＝(ｒ(Ｓ３)) ＃⊆( ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇꎮ 并且( ｒ(Ｓ３)) ｒｅｇ中的非零元都是可逆元ꎬ因

此再由引理 １(１)ꎬ有(ｒ(Ｓ３)) † ＝(ｒ(Ｓ３)) ＃ ＝{０ꎬ１ꎬ－１ꎬｇꎬ－ｇ}且 ａ† ＝ａ＃ ＝ａ 对∀ａ∈(ｒ(Ｓ３)) †ꎮ
(５)由(４)可简单证得ꎮ 证毕ꎮ
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