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一类合冲无限的自内射代数
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摘要:对于一个定义在代数闭域 ｋ 上的有限维 ｋ￣代数 Λꎬ如果 Λ 是合冲有限的ꎬ则利用它是 ｎ￣Ｉｇｕｓａ￣Ｔｏｄｏｒｏｖ 代数ꎬ可知其有限

维数有限ꎮ 利用一类 Ｎａｋａｙａｍａ 代数的包络代数来指出该命题的逆不成立ꎬ即存在有限维数有限的代数ꎬ其合冲无限ꎮ
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ｔｈｅｎꎬ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈａｔ Λ ｉｓ ａｎ ｎ￣Ｉｇｕｓａ￣Ｔｏｄｏｒｏｖ ａｌｇｅｂｒａꎬ ｉｔｓ ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｉｓ ｆｉｎｉｔｅ. Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ
ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ ｉｓ ｆａｌｓｅ ｂｙ ｔｈｅ ｅｎｖｅｌｏｐｉｎｇ ａｌｇｅｂｒａ ｏｆ ｓｏｍｅ Ｎａｋａｙａｍａ ａｌｇｅｂｒａｓꎬ ｔｈａｔ ｉｓꎬ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａｎ ａｌｇｅｂｒａ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅ ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｉｔ ｉｓ ａ ｓｙｚｙｇｙ￣ｉｎｆｉｎｉｔｅ ａｌｇｅｂｒａ.
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０　 引言

有限维 ｋ￣代数 Λ 的同调维数(包括整体维数 ｇｌ.ｄｉｍ Λ、自内射维数[１] ｉｎｊ.ｄｉｍ Λ 和有限维数[２] ｆｉｎ.ｄｉｍ Λ
等)是代数与几何领域中的重要概念ꎮ 在代数几何中ꎬＡｕｓｌａｎｄｅｒ￣Ｂｕｃｈｓｂａｕｍ￣Ｓｅｒｒｅ 定理就指出整体维数可以

描述代数簇的几何性质ꎬ具体地说ꎬ一个代数簇是光滑的充分必要条件是它的坐标环具有有限的整体维

数[３￣４]ꎻ另一方面ꎬ有限维代数的同调复杂度在一定程度上可以通过其同调维数反映ꎮ 例如ꎬ整体维数的有

限性与 Ｃａｒｔａｎ 矩阵关系密切[５￣６]ꎬ后者可以给出同调群的描述[７]ꎻ整体维数可以反映代数与遗传代数之间的

“距离”ꎬ其大小在一定程度上描述了导出范畴的复杂程度[８]ꎮ
相对于 Λ 的整体维数而言ꎬ其有限维数可以更好地反映此代数的同调复杂度ꎮ 通常情形下ꎬ有 ｆｉｎ.ｄｉｍ Λ≤

ｉｎｊ.ｄｉｍ Λ≤ｇｌ.ｄｉｍ Λꎬ当 Λ 的整体维数有限时ꎬΛ 的有限维数、自内射维数与整体维数都相等ꎮ Ｂａｓｓ[２] 对有

限维数展开了细致研究ꎬ并指出 Ｒｏｓｅｎｂｅｒｇ 和 Ｚｅｌｉｌｓｋ 最先提出有限维数猜想ꎬ即对任意有限维代数 Λꎬ有
ｉｎｊ.ｄｉｍ Λ<∞ ꎮ 代数学家们发现有限维数猜想与代数领域中许多同调猜想关系密切[９￣１１]ꎬ这使得有限维数猜

想受到了广泛关注ꎮ Ｈａｐｐｅｌ[１２]证明了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 代数(即自内射维数有限的代数)的自内射维数与它的有

限维数相等ꎮ 随后ꎬ包括 Ｂｅｌｉｇｉａｎｎｉｓ[１３]、Ｒｅｉｔｅｎ 等[１４]、Ｇｒｅｅｎ 等[１５]、Ｍｏｃｈｉｚｕｋｉ[１６]、Ｗｅｉ[１７]、Ｌｉｕ 等[１８]等都考虑

过对特定代数的有限维数(或与之密切相关的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 整体维数)进行计算或者描述ꎮ 特别地ꎬＷｅｉ 证明
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了 ｎ￣Ｉｇｕｓａ￣Ｔｏｄｏｒｏｖ 代数上有限维数猜想成立[１７]ꎮ 这里ꎬｎ￣Ｉｇｕｓａ￣Ｔｏｄｏｒｏｖ 代数指的是满足下述条件的有限

维 ｋ￣代数 Λ:对任意右 Λ￣模 Ｍꎬ存在右 Λ￣模 Ｖ 使得有短正和列 ０→Ｖ１→Ｖ２→Ω ｎ(Ｍ)⊕Ｐ→０ꎬ其中ꎬΩ ｎ(Ｍ)表
示 Ｍ 的 ｎ 次合冲(定义见小节 ２.２)ꎬＶ１ 和 Ｖ２ 同构于 Ｖ 的某些直和项的直和ꎬＰ 是某个投射模ꎮ 该定理表

明ꎬｎ￣合冲有限(见定义 ３)代数上的有限维数猜想成立ꎮ 这是因为ꎬ只要取Ｖ＝Ａ⊕⊕Ｘ∈Ωｎ(ｍｏｄ Λ)Ｘꎬ则对任意右

Λ￣模 Ｍꎬ有短正和列:
０→Ｖ２ ＝ ０ →Ｖ１ ＝Ω ｎ(Ｍ)⊕Ａ →Ω ｎ(Ｍ)⊕Ａ→０ꎬ

由此可知 ｎ￣合冲有限代数是 ｎ￣Ｉｇｕｓａ￣Ｔｏｄｏｒｏｖ 代数ꎮ 自然地可以考虑如下问题:
问题 １　 有限维数有限的有限维 ｋ￣代数是否 ｎ￣合冲有限?
本文将证明下述定理ꎬ进而对问题 １ 给出否定回答ꎮ
定理 １　 存在有限维代数 Ξꎬ其有限维数有限ꎬ但是对任意 ｎ∈Ｎꎬ它总是 ｎ￣合冲无限的ꎮ
具体地说ꎬ本文考虑了一类 Ｎａｋａｙａｍａ 代数的包络代数ꎬ记为 Ξꎬ证明了 Ξ 是自内射代数(即自内射维

数为 ０ꎬ见引理 ４)ꎬ同时对任意右 Ξ￣单模 Ｓꎬ将看到它的 ｉ￣次合冲 Ω ｉ(Ｓ)和 ｊ￣次合冲 Ω ｊ(Ｓ)(∀ｉ≠ｊ)总是不同

构的ꎬ进而得到 Ξ 是 ｎ￣合冲无限代数(见命题 ３)ꎮ

１　 包络代数与特殊双列代数

本文中总是假设 ｋ 是代数闭域ꎬ箭图 Ｑ 是四元组 Ｑ ＝ (Ｑ０ꎬＱ１ꎬｓꎬｔ)ꎬ其中ꎬＱ０ 是顶点集ꎬＱ１ 是箭向集ꎬｓ

和 ｔ 是分别是形如 Ｑ１→Ｑ０ 的函数ꎬ其将任意箭向 α∈Ｑ１分别映射为 α 的起点和终点ꎮ 对任意 ｖ∈Ｑ０ꎬｖ 在 ｓ 下

的原像集 ｓ－１(ｖ)是全体以 ｖ 为起点的箭向构成的集合ꎻ在 ｔ 下的原像集 ｔ－１(ｖ)则是全体以 ｖ 为终点的箭向构

成的集合ꎮ 本文还约定箭向 α 和 β 的复合是 αβꎬ如果 ｔ(α)＝ ｓ(β)ꎬ否则为 ０ꎮ 令 Λ 是有限维 ｋ￣代数ꎬ记号

ｍｏｄ Λ 表示其对应的有限生成右模范畴ꎬ记号 ｉｎｄ(ｍｏｄ Λ)表示 ｍｏｄ Λ 中全体不可分解对象的同构类做成

的集合ꎮ 对任意集合 Ｓꎬ记号＃Ｓ 表示集合 Ｓ 的元素个数ꎮ
由于对任意有限维 ｋ￣代数 Λꎬ存在箭图 Ｑ 以及路代数 ｋＱ 的理想 Ｉꎬ使得 Λ 等价于 ｋＱ / Ｉꎮ 并且ꎬ当 Ｑ 不

是连通箭图时ꎬＱ 可以写为若干个子箭图 Ｑ(１)ꎬＱ(２)ꎬ􀆺ꎬＱ( ｔ)的不交并ꎬ此时 ｋＱ / Ｉ≅ｋＱ(１) / Ｉ(１) ×􀆺×ｋＱ( ｔ) / Ｉ( ｔ)ꎬ
进而 ｋＱ / Ｉ 的模范畴可以由 ｋＱ( ｉ) / Ｉ( ｉ)(１≤ｉ≤ｔ)描述[７]ꎮ 因此ꎬ本文总假设 Λ 是定义在 ｋ 上的有限维连通

ｂａｓｉｃ 代数ꎬ即 Λ≅ｋＱ / Ｉꎬ其中 Ｑ 是有限且连通的箭图ꎬＩ 是 ｋＱ 的理想ꎬ且 ｋＱ / Ｉ 诱导的二元组(ＱꎬＩ)称作

ｋＱ / Ｉ 的有界箭图ꎮ 习惯上ꎬ也将(ＱꎬＩ)称作 Λ 的有界箭图ꎬ这是因为(ＱꎬＩ)的第一分量 Ｑ 具有唯一性(此唯

一性由 Ｉ 是理想得到ꎬ注意 Ｉ 的存在性一般来说是不唯一的ꎬ但这并不影响本文讨论的内容)ꎮ
１.１　 张量代数

任意 ２ 个有限维 ｋ￣代数 Ａ 和 Ｂ 作为 ｋ￣向量空间的张量 Ａ⊗ｋＢ 称为 ｋ￣张量ꎬ它也是一个有限维 ｋ￣代数ꎮ
Ｈｅｒｓｃｈｅｎｄ 就对 ｋ￣张量代数上的重要问题(包括 Ｃｌｅｂｓｃｈ￣Ｇｏｒｄｏｎ 问题和 ｋ￣张量代数的箭图表示等)展开了详

细的研究[１９￣２１]ꎮ 此外ꎬ通过 Ａ⊗ｋＢ 的性质来反映 Ａ 与 Ｂ 的性质也是可行的[２２￣２３]ꎮ 下面构造给出了此张量代

数的箭图表示ꎮ
命题 １[２１] 　 设 Ａ ＝ ｋＱＡ / ＩＡ 和 Ｂ ＝ ｋＱＢ / ＩＢ 是有限维 ｋ￣代数ꎬ其作为 ｋ￣向量空间的张量 Ａ⊗ｋＢ 的箭图

(Ｑ⊗
０ ꎬＱ⊗

１ ꎬｓꎬｔ)可按下述方式计算:
(１) Ｑ⊗

０ ＝(ＱＡ) ０×(ＱＢ) ０ ＝{( ｉꎬｊ):ｉ∈(ＱＡ) ０ꎬ ｊ∈(ＱＢ) ０}ꎻ
(２) Ｑ⊗

１ ＝{ｅｘ⊗ｙ:ｘ∈(ＱＡ) ０ꎬ ｙ∈(ＱＢ) １}∪{ｘ⊗ｅｙ:ｘ∈(ＱＡ) １ꎬ ｙ∈(ＱＢ) ０}ꎻ
(３) ｓ:Ｑ⊗

１ →Ｑ⊗
０ 分别将箭向 ｅｘ⊗ｙ 和 ｘ⊗ｅｙ 映射为(ｘꎬｓ(ｙ))和(ｓ(ｘ)ꎬｙ)ꎻ

(４) ｔ:Ｑ⊗
１ →Ｑ⊗

０ 分别将箭向 ｅｘ⊗ｙ 和 ｘ⊗ｅｙ 映射为(ｘꎬｔ(ｙ))和( ｔ(ｘ)ꎬｙ)ꎮ
理想 Ｉ⊗可通过 ＩＡ、ＩＢ 以及张量积的运算性质诱导ꎬ即 Ｉ⊗由下面 ３ 类元素生成:

(１) ｅｘ⊗ Ｂ(ｘ∈(ＱＡ) ０)ꎬ其中 Ｂ 是 ＩＢ 的生成元ꎻ
(２) Ａ⊗ｅｙ(ｙ∈(ＱＢ) ０)ꎬ其中 Ａ 是 ＩＡ 的生成元ꎻ
(３) (ｅｉ⊗β)(α×ｅｊ′)－(α⊗ｅｉ′)(ｅｊ⊗β)ꎬ其中 α:ｉ→ｊ 是(ＱＡ) １ 中的箭向ꎬ β:ｉ′→ｊ′是(ＱＢ) １ 中的箭向ꎬ换

言之ꎬＱＡ⊗ｋＢ的子箭图交换为
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( ｉꎬｊ′)
α⊗ｅｊ′→( ｊꎬｊ′)

ｅｉ⊗β↑ ｅｊ⊗β↑

( ｉꎬｉ′)
α⊗ｅｉ′

→( ｊꎬｉ′)ꎮ

定义 １　 有限维 ｋ￣代数 Λ 的包络代数定义为 Λ 与其反代数 Λｏｐ的 ｋ￣张量 Λ􀱋ｋΛｏｐꎮ
１.２　 特殊双列代数ꎮ

定义 ２　 当 Λ≅ｋＱ / Ｉ 的理想 Ｉ 由 Ｑ 上的路生成时ꎬ称 Λ 是单项式代数ꎮ 进一步地ꎬ如果 Λ 满足下述条

件ꎬ则称它是一个特殊双列代数ꎮ
(１) 对任意 ｖ∈Ｑ０ꎬ有＃ｓ－１(ｖ)≤２ 和＃ｔ－１(ｖ)≤２ꎻ
(２) 对任意 ｖ∈Ｑ０ꎬ如果存在 α１ꎬα２∈ｔ－１(ｖ)和 β∈ｓ－１(ｖ)ꎬ则α１ β∈Ｉ 与α２ β∈Ｉ 至少满足其中之一ꎻ
(３) 对任意 ｖ∈Ｑ０ꎬ如果存在α１∈ｔ－１(ｖ)和β１ꎬβ２∈ｓ－１(ｖ)ꎬ则 αβ１∈Ｉ 与 αβ２∈Ｉ 至少满足其中之一ꎮ
例 １　 用记号 Ｘｎ 表示线性定向的 􀭾Ａｎ 型的 Ｅｕｃｌｉｄ 箭图:

该箭图对应的路代数 ｋＸｎ 记作 Ａｎꎮ 再记 ｒ ＝ ｒａｄ Ａｎꎮ 则包络代数 ( Ａｎ / ｒ２ ) ｅ ＝ ( Ａｎ / ｒ２ ) ⊗ｋ ( Ａｎ / ｒ２ ) ｏｐ ≅
(Ａｎ / ｒ２)⊗ｋ(Ａｎ / ｒ２)是特殊双列代数ꎮ

对每个特殊双列代数 ΛꎬＷａｌｄ 和 Ｗａｓｃｈｂüｓｃｈ 通过 Λ 的箭图引入了 Ｖ￣序列[２４] ꎮ 设 Λ ＝ ｋＱ / Ｉꎬ对每个

箭向 α∈Ｑ１ꎬ定义它的形式逆是一个形式上的记号 α－１ꎬ使得 ｓ(α－１)＝ ｔ(α)ꎬ ｔ(α－１)＝ ｓ(α)ꎮ 并令 Ｑ－１
１ 是

全体形式逆构成的集合ꎮ 箭图 Ｑ 上的一个长度 ｌ 的步是一个序列 ω ＝ ω１ω２ 􀆺ω ｌꎬ其中 ω ｉ∈Ｑ１ ∪Ｑ－１
１ ꎬ

ｔ(ω ｉ)＝ ｓ(ωｉ＋１)(１≤ｉ<ｌ)ꎬ并记 ｌ＝ℓ(ω)ꎮ 满足下述条件的步 ω 被称为 Ｖ￣序列[２４]:
(１) ω 没有 ａａ－１形式的子序列(ａ∈Ｑ１∪Ｑ－１

１ )ꎻ
(２) 对 ω 上的任何一条路径ꎬ它作为 Λ 中的元素时ꎬ该路径不为零ꎮ

设 ω 和 ω′是 ２ 个 Ｖ￣序列ꎮ 如果二者满足下述条件之一ꎬ则称二者等价ꎮ
􀅰对任意　 １≤ｉ≤ℓ(ω)＝ ℓ(ω′)ꎬ都有 ωｉ ＝ω′ｉꎻ
􀅰对任意 １≤ｉ≤ℓ(ω)＝ ℓ(ω′)ꎬ都有 ωｉ ＝(ω′ｉ)

－１ꎮ
满足下述条件的步 ω＝ω１ω２􀆺ωｌ 被称为本原 Ｖ￣序列(ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ Ｖ￣ｓｅｑｕｅｎｃｅ) [２４]:

(１) ｔ(ω)＝ ｓ(ω)(即 ｔ(ωｌ)＝ ｓ(ω１))ꎻ
(２) 对任意正整数 ｍꎬωｍ 是一个 Ｖ￣序列ꎻ
(３) ω 不是任何一个 Ｖ￣序列的非平凡幂ꎬ精确地说ꎬ对任意 Ｖ￣序列 α 和正整数 ｎꎬω≠αｎꎮ

对于给定的本原 Ｖ￣序列 ω＝ω１ω２􀆺ωｎꎬ用记号 ω[ ｔ](０≤ｔ≤ｎ)表示:
ωｔωｔ＋１􀆺ωｎω１􀆺ωｔ－１ꎮ

设 ω 和 ω′是两个本原 Ｖ￣序列ꎮ 如果二者满足下述条件之一ꎬ则称二者等价ꎮ
􀅰存在 ０≤ｔ≤ℓ(ω)＝ ℓ(ω′)使得 ω＝ω′[ ｔ]ꎻ
􀅰存在 ０≤ｔ≤ℓ(ω)＝ ℓ(ω′)使得 ω＝(ω′[ ｔ]) －１ꎮ

与 Ｖ￣序列(或本原 Ｖ￣序列)ω 等价的全体 Ｖ￣序列(或本原 Ｖ￣序列)构成的等价类记作[ω]ꎮ 下面定理指出ꎬ
Ｖ￣序列的等价类与本原 Ｖ￣序列的等价类完全刻画了特殊双列代数上的不可分解模ꎮ

定理 ２[２４] 　 设 Λ 是特殊双列代数ꎬ则存在满射:
Ｍ:Ｖ(Λ)∪(ｐＶ(Λ)×Ｊ )→ｉｎｄ(ｍｏｄ Λ)ꎬ

使得 ｉｍ(Ｍ ｜ Ｖ(Λ))∩ｉｍ(Ｍ ｜ ｐＶ(Λ)×Ｊ)＝ ⌀ꎮ 其中ꎬＶ(Λ)是全体 Ｖ￣序列的等价类构成的集合ꎬｐＶ(Λ)是全体 Ｖ￣
序列的等价类构成的集合ꎬＪ 是全体特征值非零的 Ｊｏｒｄａｎ 块构成的集合ꎮ

注记 １　 考虑这样的特殊双列代数 Λ＝ｋＱ / Ｉꎬ ａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ 理想 Ｉ 的生成元包含 ２ 类:一者是长度≥２ 的路

径ꎬ另一者则是一些具有相同起终点的 ２ 条长度≥２ 的路径 １ 和 ２ 决定的交换关系 １ ＋ ２ꎮ 则对 Ｖ￣序列

ω＝ω１ω２􀆺ωｎ∈Ｖ(Λ)ꎬ如果 ω 与 ω－１的任何一条子路径都不是 Ｉ 的生成元的求和项 (即对任意 １＋ ２ 的分量
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１( ｉ∈{１ꎬ２})ꎬ始终有 １≠ωｕ􀆺ωｕ＋４ꎬ １≤ｕ<ｕ＋ｒ≤ｌ)ꎬ则称 是一条弦ꎮ 特别地ꎬ当 Ｖ￣序列 ω 不是弦时ꎬ
Ｍ(ω)＝ ０ ꎬ当 Ｖ￣序列 ω 是弦时ꎬ其对应的不可分解模 Ｍ(ω)称为弦模ꎮ

２　 (Ａｎ / ｒ２) ｅ 是合冲无限代数

设 Ξ＝(Ａｎ / ｒ２) ｅ ＝ｋＱ⊗ / Ｉ⊗ꎮ 本节证明 Ξ 是合冲无限的ꎮ
２.１　 (Ａｎ / ｒ２) ｅ 上的不可分解模

Λ 的有界箭图(Ｑ􀱋ꎬＩ􀱋)可按如下给出:
(１) Ｑ􀱋是 Ａｎ 与自身的图张量(见图 １)ꎻ

图 １　 箭图 Ｑ⊗

Ｆｉｇ.１　 ｑｕｉｖｅｒ Ｑ⊗

　 　 (２) Ｉ􀱋的生成元包括三类:(ａ􀭰ｉ􀱋εｏｐ
􀭰ｊ ) (ａ ｉ＋１􀱋εｏｐ

􀭰ｊ )ꎻ (ε􀭰ｉ􀱋ａｏｐ
􀭰ｊ ) (ε􀭰ｉ􀱋ａｏｐ

ｊ－１
)ꎻ (ε􀭰ｉ􀱋ａｏｐ

􀭰ｊ ) (ａ􀭰ｉ􀱋εｏｐ
􀭰ｊ ) －(ａ􀭰ｉ􀱋

εｏｐ
ｊ＋１
)(ｅ

ｉ＋１
􀱋ａｏｐ

􀭰ｊ )ꎬ其中ꎬ记号 􀭰ｔ 表示 ｔ 对 ｎ 取余数后再加 １ꎮ
易见 Ｖ(Ξ)中的元素 􀭾ω 可以分为如下 ３ 种:
(１) 􀭾ω＝ω 是 Ｖ￣序列ꎬ且存在属于[ω]的某个 Ｖ￣序列ꎬ其包含至少一条形如(ε􀭰ｉ⊗ａｏｐ

􀭰ｊ ) (ａ􀭰ｉ⊗εｏｐ
􀭰ｊ )或者

(ａ􀭰ｉ⊗εｏｐ
ｊ＋１
)(ε

ｉ＋１
⊗ａｏｐ

􀭰ｊ )的子路径ꎮ
(２) 􀭾ω＝ω＝ω１ω２􀆺ωｔ 是 Ｖ￣序列ꎬ且当 ｔ≥２ 时ꎬ其使得下面条件有且仅有其中之一成立:

ω􀭰ｉ∈Ｑ⊗
１ 且ω

ｉ＋１
∈(Ｑ⊗

１ ) －１ꎬ　 ∀ｉ∈Ｚꎻ　 ω􀭰ｉ∈(Ｑ⊗
１ ) －１且ω

ｉ＋１
∈(Ｑ⊗

１ )ꎬ　 ∀ｉ∈Ｚꎮ
(３) 􀭾ω＝(ωꎬＪｎ(λ≠０))ꎬ其中 ω 是本原 Ｖ￣序列ꎮ
用记号 Ｖｔ(Λ)( ｔ∈{１ꎬ２ꎬ３})表示全体属于第( ｔ)种的 Ｖ￣序列的等价类做成的集合ꎮ 下面引理给出了Ξ

上的弦模的完全刻画ꎮ
引理 １　 设 ω 是包络代数 Ξ 的有界箭图(Ｑ􀱋ꎬＩ􀱋)上的一条 Ｖ￣序列ꎬ则
(１) ｉｍ(Ｍ ｜ Ｖ１(Λ))＝ {０}ꎬ且 Ｍ(ω)≠０ 当且仅当 ω 是弦ꎻ
(２) Ｍ ｜ Ｖ２(Ξ)是单射ꎮ
证明　 显然ꎬＶ(Ξ)＝ Ｖ１(Ξ)∪Ｖ２(Ξ)ꎬ Ｖ３(Ξ)＝ ｐＶ(Ξ)ꎮ 由定理 ２ 和注记 １ꎬ可知
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ｉｍ(Ｍ ｜ Ｖ１(Ξ))＝ {０}ꎬ　 ｉｍ(Ｍ ｜ Ｖ２(Ξ))＝ {Ξ 上的弦模}ꎬ　 ｉｍ(Ｍ ｜ Ｖ３(Ξ)×Ｊ)＝ ⌀ꎮ
注意 Ｖ(Ξ)＝ Ｖ１(Ξ)∪Ｖ２(Ξ)是不交并ꎬ故结论(１)成立ꎮ 接下来证明结论(２)ꎮ

对任意[ω]∈Ｖ２(Ξ)ꎬ不妨取 ω＝ω１ω２􀆺ωｔ∈[ω]使得 ω∈Ｑ⊗
１ ꎬ记 ｓ(ω１)＝ ｖ１ꎬ ｓ(ω２)＝ ｖ２ꎬ􀆺ꎬｓ(ωｔ)＝ ｖｔꎬ

ｔ(ωｔ)＝ ｖｔ＋１ꎬ则 Ｍ(ω)所对应的箭图表示(Ｍ(ω)εｖꎬφａ) ｖ∈Ｑ⊗
０ ꎬ ａ∈Ｑ⊗

１
可按下面方式得到:

􀅰Ｍ(ω)εｖ 作为 ｋ￣模同构于 ｋ⊕ｎｖꎬ其中 ｎｖ ＝＃{ｖｒ ＝ ｖ ｜ １≤ｒ≤ｔ＋１}ꎻ
􀅰φａ ＝((φａ) ｉｊ) ｎｔ(ａ)×ｎｓ(ａ)是形如 Ｍ(ω)εｓ(ａ)→Ｍ(ω)εｔ(ａ) 的 ｋ￣模同态ꎬ其分量(φａ) ｉｊ由 ω 上的箭向自然诱

导ꎮ 精确地说ꎬ设 Ｍ(ω)εｓ(ａ)＝ ⊕ｉ∈ＩＭｖｉꎬ Ｍ(ω)εｔ(ａ)＝ ⊕ｊ∈ＪＭｖｊ(其中ꎬＭｖｉ表示 ω 的顶点 ｖｉ(１≤ｉ≤ｔ＋１)对应的

不可分解 ｋ￣模ꎻＩ 和 Ｊ 是指标集{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔ＋１}的子集)ꎬ则

(φａ) ｉｊ:Ｍｖｉ→Ｍｖｊ
＝

１ｋꎬ　 如果 ｊ＝ ｉ＋１ 且 ａ＝ωｉꎻ
０ꎬ　 其它情形ꎮ{

由此ꎬ易见Ｍ ｜ Ｖ２(Λ):Ｖ２(Ξ)→ｉｎｄ(ｍｏｄ Ξ)是一个单射ꎮ 该单射给出了所有 Ξ 上属于 ｉｍ(Ｍ ｜ Ｖ２(Ξ))中的不可

分解模在同构意义下的完全分类ꎬ它们都是弦模ꎮ
注记 ２　 (１) 方便起见ꎬＶ２(Ξ)中的 Ｖ￣序列在本文中称为有界箭图(Ｑ⊗ꎬＩ⊗)上的交替弦ꎮ 例如

(ａ１⊗εｏｐ
１ )(ε２⊗ａｏｐ

１ ) －１􀆺(ａｎ－１⊗εｏｐ
ｎ－１)(εｎ⊗ａｏｐ

ｎ－１)
－１

(见图 １ 阴影部分)就是一条交替弦ꎬ其长度为 ２ｎꎮ 特别地ꎬ每一个箭向都视为一个长度 １ 的交替弦ꎮ 此外ꎬ
在映射 Ｍ:Ｖ(Λ)∪(ｐＶ(Λ)×Ｊ )→ｉｎｄ(ｍｏｄ Λ)下ꎬ对应于交替弦的弦模称之为交替弦模ꎮ

(２) 结合引理 １ 的结论(１)和(２)ꎬ立刻知 Ξ 的有界箭图上的弦模都是交替弦模ꎬ且 Ｍ ｜ Ｖ２(Ξ):Ｖ２(Ξ)→
ｉｍ(Ｍ ｜ Ｖ２(Ξ))＝ {Ξ 上的交替弦模}提供了交替弦与交替弦模之间的一一对应ꎮ 这自然提供了 Ｍ ｜ Ｖ２(Ξ) 的逆

Ｍ ｜ －１Ｖ２(Ξ):ｉｍ(Ｍ ｜ Ｖ２(Ξ))→Ｖ２(Ξ)ꎮ 简便起见ꎬ对任意对应于交替弦 ω 的交替弦模 Ｍ(ω)ꎬ[ω] ＝Ｍ ｜ －１Ｖ２(Ξ)(Ｍ(ω))
也记作 Ｍ －１(Ｍ(ω))ꎮ

引理 ２　 有界箭图(Ｑ⊗ꎬＩ⊗)上存在任意长度的交替弦ꎮ 进一步地ꎬΞ 表示无限 (即不可分解模的同构

类数无限)ꎮ
证明　 在(Ｑ⊗ꎬＩ⊗)上任取一条长度 １ 的交替弦 ω ＝ω１􀆺ωｌꎬ则由 Ｖ２(Ξ)的定义ꎬ可知ω１∈Ｑ⊗

１ 与ω１∈
(Ｑ⊗

１ ) －１至少成立一者ꎮ 不妨设ω１∈Ｑ⊗
１ ꎬ则 ω 必使得条件(１)和(２)其中之一满足

ω１ ＝ａ􀭰ｉ⊗εｏｐ
􀭰ｊ 且 ω－１

２ ＝ε
ｉ＋１
⊗ａｏｐ

􀭰ｊ ꎬ即 ω＝(ａ􀭰ｉ⊗εｏｐ
􀭰ｊ )(ε

ｉ＋１
⊗ａｏｐ

􀭰ｊ ) －１(ａ
ｉ＋１
⊗εｏｐ

ｊ＋１
)􀆺ꎬ (１)

ω１ ＝ε􀭰ｉ⊗ａｏｐ
􀭰ｊ 且 ω－１

２ ＝ａ
ｉ－１
⊗εｏｐ

􀭰ｊ ꎬ即 ω＝(ε􀭰ｉ⊗ａｏｐ
􀭰ｊ )(ａ

ｉ－１
⊗εｏｐ

􀭰ｊ ) －１(ε
ｉ－１
⊗ａｏｐ

ｊ－１
)􀆺ꎮ (２)

对于式(１)ꎬ取 ω′＝(ε􀭰ｉ⊗ａｏｐ
ｊ－１
) －１ωꎻ对于(２)ꎬ则取 ω′＝(ａ

ｉ－１
⊗εｏｐ

ｊ＋１
) －１ωꎮ 按上述方法所构造的 ω′就是长度ｌ＋１

的交替弦ꎮ 注意长度 １ 的交替弦存在条件ꎬ从而(Ｑ⊗ꎬＩ⊗)上存在任意长度的交替弦ꎮ 再根据 Ｍ ｜ Ｖ２(Λ) 是单

射ꎬ可知 Ξ 表示无限ꎮ
２.２　 (Ａｎ / ｒ２) ｅ￣单模的合冲

设 Ｍ 是 Ξ￣模ꎬＭ 的投射分解是由一组投射模 Ｐ ｉ ＝Ｐ ｉ(Ｍ)( ｉ≥０)给出的正合列:

􀆺 →Ｐ２(Ｍ)
ｐ２(Ｍ)

→Ｐ１(Ｍ)
ｐ１(Ｍ)

→Ｐ０(Ｍ) →Ｍ →０ꎬ
使得对任意 ｉ≥０ꎬ ｐｉ 的典范分解为

诱导的满同态 􀭹ｐｉ(Ｍ):Ｐ ｉ(Ｍ)→ｋｅｒ ｐｉ－１(Ｍ)是 ｋｅｒ ｐｉ－１(Ｍ)的投射覆盖ꎮ 进一步ꎬ称 ｋｅｒ ｐｉ－１(Ｍ)是 Ｍ 的 ｉ￣合
冲( ｉ￣ｔｈ ｓｙｚｙｇｙ)ꎬ记作 Ω ｉ(Ｍ)ꎮ

定义 ３　 对有限维 ｋ￣代数 Λ 上的任意右 Λ￣模 Ｍꎬ定义

Ω ｎ(ｍｏｄ Λ)＝ ∪
Ｍ∈ｍｏｄ Λ

ｉｎｄ(Ω ｎ(Ｍ))ꎬ

其中ꎬｉｎｄ(Ω ｎ(Ｍ))表示由 Ω ｎ(Ｍ)的不可分解直和项的同构类构成的集合ꎮ 如果＃Ω ｎ(ｍｏｄ Λ) <∞ ꎬ则称 Λ
是 ｎ￣合冲有限代数ꎬ否则称其是 ｎ￣合冲无限代数ꎮ
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引入如下记号:
Ｖ →←

２ (Ξ)＝ {ω＝ω１ω２􀆺ωｌ∈Ｖ２(Ξ):ｌ≥０ 是偶数ꎬ且ωｉ∈(Ｑ⊗
１ ) (－１) ｉ(∀１≤ｉ≤ｌ)}ꎮ

引理 ３　 设 ω＝ω１ω２􀆺ω２ｌ是(Ｑ⊗ꎬＩ⊗)上的一条长度 ２ｌ 的交替弦ꎬ使得 ω∈Ｖ→←
２ (Ξ)ꎬ则 Ｍ(ω)的 １ 次合

冲 Ω １(Ｍ(ω))是交替弦模ꎬ使得 Ｍ－１(Ω１(Ｍ))∈Ｖ→←
２ (Ξ)的一条长度 ２( ｌ＋１)的交替弦ꎮ

证明　 不妨设 ω ＝ (ａ􀭰ｉ⊗εｏｐ
􀭰ｊ ) (ε

ｉ＋１
⊗ａｏｐ

􀭰ｊ ) －１(ａ
ｉ＋１
⊗εｏｐ

ｊ＋１
) (ε

ｉ＋２
⊗ａｏｐ

ｊ＋１
) －１􀆺(ａ

ｉ＋ｌ－１
⊗εｏｐ

ｊ＋ｌ－１
) (ε

ｉ＋ｌ
⊗ａｏｐ

ｊ＋ｌ－１
) －１ꎬ则

Ｍ(ω)的投射盖形如

ｐ０(Ｍ(ω)):Ｐ０(Ｍ(ω))＝ ⊕
ｌ

ｔ＝０
Ｐ(( ｉ＋ｔꎬｊ＋ｔ)) →Ｍ(ω)ꎮ

由此算得 Ω１(Ｍ)是对应交替弦

ω′＝(ａ􀭰ｉ⊗εｏｐ
ｊ－１
)(ε

ｉ＋１
⊗ａｏｐ

ｊ－１
) －１(ａ

ｉ＋１
⊗εｏｐ

􀭰ｊ )(ε
ｉ＋２
⊗ａｏｐ

􀭰ｊ ) －１􀆺(ａ
ｉ＋ｌ
⊗εｏｐ

ｊ＋ｌ－１
)(ε

ｉ＋ｌ＋１
⊗ａｏｐ

ｊ＋ｌ－１
) －１

的弦模ꎬ且 ℓ(ω′)＝ ２( ｌ＋１)ꎮ
命题 ２　 设 Ｓ((􀭰ｉꎬ􀭰ｊ))(ｉꎬｊ∈Ｚ)是对应顶点(􀭰ｉꎬ􀭰ｊ)∈Ｑ⊗的 Ξ￣单模ꎬ则 Ｓ((􀭰ｉꎬ􀭰ｊ))的 ｔ￣次合冲 Ω ｔ(Ｓ((􀭰ｉꎬ􀭰ｊ)))是

交替弦模ꎬ且其对应的交替弦的长度为 ２ｔꎬ且属于 Ｖ→←
２ (Ξ)ꎮ

证明　 为了书写简便ꎬ记 Ｓ＝Ｓ((􀭰ｉꎬ􀭰ｊ))ꎮ 其对应的弦 Ｍ－１(Ω１(Ｓ))是(ａ􀭰ｉ⊗εｏｐ
ｊ－１
) (ε

ｉ＋１
⊗ａｏｐ

ｊ－１
) －１ꎬ可见 Ｍ－１

(Ω１(Ｓ))这是长度 ２ 的交替弦ꎬ且该交替弦属于 Ｖ →←
２ (Ξ)ꎮ 根据引理 ３ 得 Ω ２(Ｓ)也是弦模ꎬ其对应的弦 Ｍ－１

(Ω ２(Ｓ))是长度 ４ 的交替弦ꎬ属于 Ｖ→←
２ (Ξ)ꎮ 由引理 ３ 以及归纳法ꎬ可知 Ｍ－１(Ω ｓ(Ｓ))是属于Ｖ→←

２ (Ξ)的长度

２ｔ 的交替弦ꎮ
２.３　 (Ａｎ / ｒ２) ｅ 的合冲无限性

命题 ３　 对任意 ｔ∈ＮꎬΞ 是 ｔ￣合冲无限代数ꎮ
证明　 代数的 ０￣合冲无限性等价于代数的表示无限性ꎮ 当 ｔ＝ ０ 时ꎬΞ 的表示无限性由引理 ３ 以及单射

Ｍ ｜ Ｖ２(Λ)给出ꎬ由此可知 Ξ 是 ０￣合冲无限的ꎮ 下面证明对任意 ｎ≥１ꎬΞ 是 ｔ￣合冲无限的ꎮ

考虑单模 Ｓ ＝ Ｓ((􀭰ｉꎬ􀭰ｊ))ꎬ由于命题 ２ꎬΩ ｔ( Ｓ)是交替弦模ꎬ且 ℓ(Ｍ－１(Ω ｔ( Ｓ))) ＝ ２ｔꎮ 因此ꎬ对 ｒ≠ ｓꎬ
Ｍ－１(Ω ｒ(Ｓ))≠Ｍ－１(Ω ｓ(Ｓ))ꎮ 由引理 １ 得

Ω ｒ(Ｓ)≇Ω ｓ(Ｓ)(∀ｒ≠ｔ)ꎬ (３)
所以ꎬ对交替弦模 Ωｍ(Ｓ)(ｍ∈Ｎ)ꎬ其 ｔ￣阶合冲 Ωｍ＋ｔ(Ｓ)也是一个交替弦模ꎬ其对应的交替弦属于 Ｖ→←

２ (Ξ)ꎬ长
度为 ２(ｍ ＋ ｔ)ꎮ 由 ( ３) 可知对任意 ｍ′≠ｍꎬ Ω ｍ′＋ｔ( Ｓ) ≇Ω ｍ＋ｔ( Ｓ) 成立ꎮ 这表明 {Ω ｍ＋ｔ( Ｓ):ｍ∈Ｎ} ⊆
Ω ｔ(ｍｏｄ Ξ)ꎮ 注意该式的左侧是无限集ꎬ所以 Ξ 是 ｔ￣合冲无限代数ꎮ

３　 主要结论

引理 ４　 Ξ 是自内射代数ꎮ
证明　 首先ꎬ对任意顶点(􀭰ｉꎬ􀭰ｊ)∈Ｑ⊗

０ ꎬ该点所对应的不可分解投射模 Ｐ((􀭰ｉꎬ􀭰ｊ))＝ ε(􀭰ｉꎬ􀭰ｊ)Ξ 满足:

ε(􀭰ｉꎬ􀭰ｊ)Ξε(􀭵ｕꎬ􀭰ｖ)＝
ｋꎬ　 如果(􀭵ｕꎬ􀭰ｖ)∈{(􀭰ｉꎬ􀭰ｊ)ꎬ(􀭰ｉꎬｊ－１)ꎬ( ｉ＋１ꎬ􀭰ｊ)ꎬ( ｉ＋１ꎬｊ－１)}ꎻ
０ꎬ　 其它ꎮ{ (４)

对任意箭向 α∈Ｑ⊗
１ ꎬ在 ｋ￣向量空间同构的意义下ꎬα:ε(􀭰ｉꎬ􀭰ｊ)Ξ→ε(􀭰ｉꎬ􀭰ｊ)Ξα 作为 ｋ￣模同态 φα 时满足:

φα ＝
１ｋꎬ　 如果 α∈{ε􀭰ｉ⊗ａｏｐ

ｊ－１
ꎬ ａ􀭰ｉ⊗εｏｐ

􀭰ｊ ꎬ ａ􀭰ｉ⊗εｏｐ
ｊ－１
ꎬ ε

ｉ＋１
⊗ａｏｐ

ｊ－１
}ꎻ

０ꎬ 其它ꎮ{ (５)

式(４)和(５)给出了 Ｐ(( ｉ＋１ꎬｊ－１))的箭图表示ꎮ

另一方面ꎬ可以验证( ｉ＋１ꎬｊ－１)∈Ｑ⊗
０ 对应的不可分解内射模 Ｅ(( ｉ＋１ꎬｊ－１))对应的箭图表示也由(４)和

(５)给出ꎬ因此ꎬＰ((􀭰ｉꎬ􀭰ｊ))≅Ｅ(( ｉ＋１ꎬｊ－１))ꎬ得 Ｐ((􀭰ｉꎬ􀭰ｊ))是投射－内射模ꎮ 于是 Ξ 的自内射维数为 ０ꎮ
定理 ３　 存在有限维数有限的有限维 ｋ￣代数 Ａꎬ其 ｎ￣合冲无限(∀ｎ∈Ｎ)ꎮ
证明　 取 Ａ＝Ξꎮ 由命题 ３ 知 Ξ 是 １￣合冲代数ꎮ 由引理 ４ 知 Ξ 是自内射维数有限的ꎮ 最后ꎬ再根据
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Ｈａｐｐｅｌ 给出的结论[１２]ꎬ 立刻得到 Ξ 的有限维数＝自内射维数＝ ０ꎮ

参考文献:

[１] ＨＯＳＨＩＮＯ Ｍ. Ａｌｇｅｂｒａｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｓｅｌｆ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ[Ｊ] . Ｐ Ａｍ Ｍａｔｈ Ｓｏｃꎬ １９９１ꎬ １１２(３):６１９￣６２２.
[２] ＢＡＳＳ Ｈ. Ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ａ ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｅｍｉ￣ｐｒｉｍａｒｙ ｒｉｎｇｓ[Ｊ]. Ｔ Ａｍ Ｍａｔｈ Ｓｏｃꎬ １９６０ꎬ ９５(３):４６６￣４８８.
[３] ＡＵＳＬＡＮＤＥＲ Ｍꎬ ＢＵＣＨＳＢＡＵＭ Ｄ Ａ. Ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｉｎ ｌｏｃａｌ ｒｉｎｇｓ[Ｊ] . Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ １９５７ꎬ ８５(２):３９０￣４０５.
[４] ＳＥＲＲＥ Ｊ Ｐ. Ｓｕｒ ｌａ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｈｏｍｏｌｏｇｉｑｕｅ ｄｅｓ ａｎｎｅａｕｘ ｅｔ ｄｅｓ ｍｏｄｕｌｅｓ ｎｏｅｔｈéｒｉｅｎｓ[Ｃ]∥ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｔｈｅｏｒｙ. Ｔｏｋｙｏ ＆Ｎｉｋｋｏ: [ｓ. ｎ.]ꎬ １９５５:１７５￣１８９.
[５] ＥＩＬＥＮＢＥＲＧ Ｓ. Ａｌｇｅｂｒａｓ ｏｆ ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｌｙ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ [ Ｊ] . Ｃｏｍｍｅｎｔａｒｉｉ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｉ Ｈｅｌｖｅｔｉｃｉꎬ １９５４ꎬ ２８(１):３１０￣

３１９.
[６] ＨＯＬＭ Ｔ. Ｃａｒｔａｎ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔｓ ｆｏｒ ｇｅｎｔｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓ [Ｊ] . Ａｒｃｈｉｖ Ｄｅｒ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋꎬ ２００５ꎬ ８５(３):２３３￣２３９.
[７] ＡＳＳＥＭ Ｉꎬ ＳＩＭＳＯＮ Ｄꎬ ＳＫＯＷＲＯＮ' ＳＫＩ Ａ. Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅ ａｌｇｅｂｒａｓ: ｖｏｌｕｍｅ １ꎬ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｏｆ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ: Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓꎬ ２００６.
[８] ＨＡＰＰＥＬ Ｄ. Ｏｎ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｃａｔｅｇｏｒｙ ｏｆ ａ ｆｉｎｉｔｅ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ａｌｇｅｂｒａ[ Ｊ] . Ｃｏｍｍｅｎｔａｒｉｉ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｉ Ｈｅｌｖｅｔｉｃｉꎬ １９８７ꎬ ６２(１):

３３９￣３８９.
[９] ＡＵＳＬＡＮＤＥＲ Ｍꎬ ＲＥＩＴＥＮ Ｉ. Ｏｎ ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｖｅｒｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎａｋａｙａｍａ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ [ Ｊ] . Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ １９７５ꎬ ５２(１):６９￣７４.
[１０] ＣＯＬＢＹ Ｒ Ｒꎬ ＦＵＬＬＥＲ Ｋ Ｒ. Ａ ｎｏｔｅ ｏｎ ｔｈｅ ｎａｋａｙａｍａ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｓ[Ｊ] . Ｔｓｕｋｕｂａ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ １９９０ꎬ １４(２):３４３￣

３５２.
[１１] ＨＵＩＳＧＥＮ Ｂ Ｚ. Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｓ—ａ ｔａｌｅ ｏｆ ３.５ ｄｅｃａｄｅｓ[Ｍ]∥Ａｂｅｌｉａｎ Ｇｒｏｕｐｓ ａｎｄ Ｍｏｄｕｌｅｓ. Ｄｏｒｄｒｅｃｈｔ:

Ｓｐｒｉｎｇｅｒ Ｎｅｔｈｅｒｌａｎｄｓꎬ １９９５:５０１￣５１７.
[１２] ＨＡＰＰＥＬ Ｄ. Ｏｎ ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｍ]∥Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｆｉｎｉｔｅ Ｇｒｏｕｐｓ ａｎｄ Ｆｉｎｉｔｅ￣Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ａｌｇｅｂｒａｓ. Ｂａｓｅｌ:

Ｂｉｒｋｈäｕｓｅｒꎬ １９９１:３８９￣４０４.
[１３] ＢＥＬＩＧＩＡＮＮＩＳ Ａ. Ｏｎ ａｌｇｅｂｒａｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ Ｃｏｈｅｎ￣Ｍａｃａｕｌａｙ ｔｙｐｅ[Ｊ] . Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ ２０１１ꎬ ２２６(２):１９７３￣２０１９.
[１４] ＲＥＩＴＥＮ Ｉꎬ ＧＥＩＳＳ Ｃ. Ｇｅｎｔｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓ ａｒｅ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ[Ｃ]∥Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ Ｒｅｌａｔｅｄ Ｔｏｐｉｃｓꎬ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ

ｔｈｅ １０ｔｈ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ.Ｔｏｒｏｎｔｏ: Ｆｉｅｌｄｓ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｆｏｒ Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ ２００５:１２９￣１３３.
[１５] ＧＲＥＥＮ Ｅ Ｌꎬ ＫＩＲＫＭＡＮ Ｅꎬ ＫＵＺＭＡＮＯＶＩＣＨ Ｊ. Ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｍｏｎｏｍｉａｌ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａꎬ １９９１ꎬ １３６(１):３７￣５０.
[１６] ＭＯＣＨＩＺＵＫＩ Ｈ. Ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ ｇｌｏｂａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｆｏｒ ｒｉｎｇｓ[Ｊ] . Ｐａｃｉｆｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ １９６５ꎬ １５(１):２４９￣２５８.
[１７] ＷＥＩ Ｊ Ｑ. Ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｉｇｕｓａ￣ｔｏｄｏｒｏｖ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ ２００９ꎬ ２２２(６):２２１５￣２２２６.
[１８] ＬＩＵ Ｙ Ｚꎬ ＧＡＯ Ｈ Ｐꎬ ＨＵＡＮＧ Ｚ Ｙ. Ｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｇｅｎｔｌｅ ａｌｇｅｂｒａｓ ｖｉａ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌｓ[ Ｊ] . Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｃｈｉｎａ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ ２０２４ꎬ ６７:７３３￣７６６.
[１９] ＨＥＲＳＣＨＥＮＤ Ｍ. Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ Ｃｌｅｂｓｃｈ￣Ｇｏｒｄａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｑｕｉｖｅｒｓ ｏｆ ｔｙｐｅ 􀭹Ａｎ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａ

ａｎｄ Ｉｔｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ ２００５ꎬ ４(５):４８１￣４８８.
[２０] ＨＥＲＳＣＨＥＮＤ Ｍ. Ｇａｌｏｉｓ ｃｏｖｅｒｉｎｇｓ ａｎｄ ｔｈｅ Ｃｌｅｂｓｃｈ￣Ｇｏｒｄａｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｑｕｉｖｅｒ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ[Ｊ] . Ｃｏｌｌｏｑｕｉｕｍ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｕｍꎬ

２００７ꎬ １０９(２):１９３￣２１５.
[２１] ＨＥＲＳＣＨＥＮＤ Ｍ. Ｔｅｎｓｏｒ ｐｒｏｄｕｃｔｓ ｏｎ ｑｕｉｖｅｒ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｕｒｅ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｌｇｅｂｒａꎬ ２００８ꎬ ２１２(２):４５２￣

４６９.
[２２] 刘雨喆ꎬ 张亚峰. Ａ 型代数的多重张量代数表示有限的充分必要条件[Ｊ] . 中国科学: 数学ꎬ ２０２４ꎬ ５４(１):２５￣３８.

ＬＩＵ Ｙｕｚｈｅꎬ ＺＨＡＮＧ Ｙａｆｅｎｇ. Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｎｄ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｔｅｎｓｏｒｓ ｏｆ ａｌｇｅｂｒａｓ ｏｆ ｔｙｐｅ Ａ ｔｏ ｂｅ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ￣ｆｉｎｉｔｅ[Ｊ] . Ｓｃｉｅｎｔｉａ Ｓｉｎｉｃａ Ｍａｔｈｅｍａｔｉａꎬ ２０２４ꎬ ５４(１):２５￣３８.

[２３] ＭＡＨＤＯＵ Ｎꎬ ＴＡＭＥＫＫＡＮＴＥ Ｍ. Ｏｎ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ｇｌｏｂａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｅｎｓｏｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ａｌｇｅｂｒａｓ ｏｖｅｒ ａ ｆｉｅｌｄ[ Ｊ] . Ｇｕｌｆ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ ２０１５ꎬ ３(２):３０￣３７.

[２４] ＷＡＬＤ Ｂꎬ ＷＡＳＣＨＢÜＳＣＨ Ｊ. Ｔａｍｅ ｂｉｓｅｒｉａｌ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａꎬ １９８５ꎬ ９５(２):４８０￣５００.

(编辑:胡春燕)


