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摘要:设 ｎ 是一个整数(正、负或零)ꎬ证明 ２ 个有限 ｎ￣可解群 Ｈ 和 Ｋ 生成的群‹ＨꎬＫ›在其中一个子群是次正规条件下仍是有

限 ｎ￣可解群ꎮ 证明如果有限群 Ｇ 的所有非 ｎ￣幂零真子群皆次正规且 ｎ￣可解ꎬ则 Ｇ 是 ｎ￣可解群ꎮ
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０　 引言

设 Ｇ 为一个群ꎬｎ 是一个整数(正、负或零)ꎮ Ｈａｗｔｈｏｒｎ 等[１]引入了群之间映射共轭的概念ꎬ映射的共轭

与平面函数的研究紧密相关[２]ꎮ 另外ꎬ在文献[１]中还定义了群的 ｆ￣分配子(其中 ｆ 是两群之间的映射)ꎬ它
既是群的换位子和 ｎ￣换位子[３]的推广ꎬ又是群同态的一种度量ꎮ Ｈａｗｔｈｏｒｎ[４] 还将 ｎ￣换位子群、ｎ￣导列等一

些概念推广到 ｆ￣分配子群和 ｆ￣导列上ꎬ并将文献[３]中 ｎ￣可解群的一些结果推广到 ｆ￣可解群上ꎬ这为探索群

的结构提供了新的视角ꎮ
设 ｇ∈Ｇꎬ如果存在正整数 ｉ 使 ｇｎｉ ＝ １ꎬ则称 ｇ 是一个 ｎ￣元素ꎬ若(ｏ(ｇ)ꎬｎ)＝ １ꎬ则称元素 ｇ 是 Ｐｎ￣元素ꎮ

若 Ｇ 中所有的元素都是 ｎ￣元素(Ｐｎ￣元素)ꎬ则称 Ｇ 为 ｎ￣群(Ｐｎ￣群)ꎮ Ｇ 中所有 ｎ￣元素的集合 Ｇｎ 称为 Ｇ 之 ｎ￣
成分ꎬ而所有 Ｐｎ￣元素的集合 ＧＰｎ

称为 Ｇ 之 Ｐｎ￣成分ꎮ 一般 Ｇｎ 和 ＧＰｎ
不构成群ꎮ

文献[３]中讨论了 ｎ￣可解群的子群和商群都是 ｎ￣可解群ꎬ并且 ｎ￣可解群是 ｎ￣可解通过 ｎ￣可解的扩张ꎬ每
个 ｎ￣可解群是一个 ｎ￣群和一个(１－ｎ) ￣群以及可解的 Ｐｎ(１－ｎ) ￣群的积ꎮ 其它一些相关性质也见文献[３ꎬ５]ꎮ

Ｗｉｅｌａｎｄｔ[６]证明了:设 Ｇ ＝ＨＫꎬ如果 ＨꎬＫ 为 Ｇ 的有限幂零子群ꎬ则 Ｇ 是可解群ꎮ Ｓｃｏｔｔ 猜想[７] 是指:设
Ｇ＝ＨＫꎬ如果 ＨꎬＫ 分别有幂零子群 Ｈ１ 和 Ｋ１ 使得 ｜Ｈ:Ｈ１ ｜ ＝ ２ 且 ｜ Ｋ:Ｋ１ ｜ ＝ ２ꎬ则 Ｇ 是可解群ꎮ 容易证明ꎬ设
Ｈ◁Ｇꎬ如果 ＨꎬＫ 为 Ｇ 的 ｎ￣可解子群ꎬ则‹ＨꎬＫ› ＝ＨＫ 也是 ｎ￣可解子群ꎮ 但如果我们把正规性条件去掉ꎬ即
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使 Ｇ 是由 ２ 个有限幂零子群 Ｈ、Ｋ 所生成的群ꎬ则 Ｇ 也不一定是 ｎ￣可解ꎮ 例如 ５ 次对称群∑ ５
ꎬ有∑ ５

＝

‹(１２３４５)ꎬ(１２)›ꎬ且‹(１２３４５)›和‹(１２)›为循环群ꎬ取 ｎ＝ ２ꎬ但∑ ５
不是 ｎ￣可解群ꎮ

　 　 同时注意到ꎬ２ 个有限子群所生成的群不一定是有限群ꎮ 例如取

Ｈ＝‹
１ ０
０ －１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ›ꎬ　 Ｋ＝‹

１ ａ
０ －１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ›ꎬ

其中 ａ∈Ｒꎬ Ｒ 为实数集且 ａ≠０ꎬ则 ＨꎬＫ 均为有限群ꎬ但‹ＨꎬＫ›为无限群ꎮ 设群 Ｈ 是群 Ｇ 的子群ꎬ如果存在

一条从 Ｈ 到 Ｇ 的群列ꎬ则称 Ｈ 是 Ｇ 的次正规子群ꎮ 记作 Ｈ◁◁Ｇꎮ 关于子群的次正规性对有限可解群的影

响已有许多的结果ꎬ参见文献[８￣１０]ꎮ 本文通过对次正规亏及其群阶的归纳ꎬ研究了次正规子群对群的 ｎ￣
可解性及其群的有限性的影响ꎮ

本文中记号与术语是标准的ꎬ参见文献[１１]ꎮ

１　 预备知识

定义 １　 称群 Ｇ 中的元素 ｘ 与 ｙ 是 ｎ￣可交换的ꎬ如果(ｘｙ) ｎ ＝ ｘｎｙｎꎬ (ｙｘ) ｎ ＝ ｙｎｘｎꎮ 特别地ꎬ如果任取 Ｇ 中

的 ２ 个元 ｘꎬｙ 都有(ｘｙ) ｎ ＝ ｘｎｙｎꎬ则称群 Ｇ 为 ｎ￣交换群ꎮ
关于 ｎ￣交换群ꎬ在文献[３]中给出了如下结构ꎮ
引理 １[３] 　 设 Ｇ 是 ｎ￣交换群ꎬ则 Ｇ＝Ｇｎ×Ｇ１－ｎ×ＧＰｎ(１－ｎ)

ꎬ其中 ＧＰｎ(１－ｎ)
是交换群ꎮ

定义 ２　 设 Ｇ 为群ꎬｘꎬｙ∈Ｇ 及整数 ｎꎬ定义元素 ｘ、ｙ 的 ｎ￣换位子为(ｘｎｙｎ) －１(ｘｙ) ｎꎬ记作[ｘꎬｙꎻｎ]ꎮ
显然ꎬ如果对任意的 ｘꎬｙ∈Ｇ 的 ｎ￣换位子[ｘꎬｙꎻｎ] ＝ １ꎬ则 Ｇ 是 ｎ￣交换群ꎮ
定义 ３　 设 Ｇ 为群ꎬｎ 为整数ꎬ称[ＧꎬＧꎻｎ] ＝‹[ｘꎬｙꎻｎ] ｜ ｘꎬｙ∈Ｇ›为群 Ｇ 的 ｎ￣换位子群ꎬ简称为 ｎ￣导群ꎮ
性质 １　 设 Ｇ 为群ꎬＨ 为 Ｇ 的交换子群ꎮ 如果 ｜Ｇ:Ｈ ｜ ＝ｎꎬ则 Ｇ 为 ｎ￣交换群ꎮ
证明　 因为 ｜Ｇ:Ｈ ｜ ＝ｎꎬ令 Ω＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ}为 Ｇ 在 Ｈ 中右陪集的一组代表元ꎬ则对于任意 ｇ∈ＧꎬＧ 在

Ｈ 上的转移

ＶＧ→Ｈ(ｇ)＝∏
ｎ

ｉ ＝１
ｘｉｇ(ｘｉτ(ｇ))

－１ ＝ｇｎꎬ

其中 τ(ｇ)∈∑ ｎ
ꎬ ｘｉｇ(ｘｉτ(ｇ))

－１∈Ｈꎮ 对任意 ｇ１ꎬｇ２∈Ｇꎬ一方面 ＶＧ→Ｈ(ｇ１ｇ２)＝ (ｇ１ｇ２) ｎꎻ另一方面ꎬ转移 ＶＧ→Ｈ

为群同态ꎬ于是

ＶＧ→Ｈ(ｇ１ｇ２)＝ ＶＧ→Ｈ(ｇ１)ＶＧ→Ｈ(ｇ２)＝ (ｇ１) ｎ(ｇ２) ｎꎬ
即(ｇ１ｇ２) ｎ ＝(ｇ１) ｎ(ｇ２) ｎꎮ 从而 Ｇ 为 ｎ￣交换群ꎮ

注 １　 ｎ￣交换群的子群不一定正规ꎮ

例如取 Ｇ＝{ρ０ ＝ １ꎬρ１ꎬρ２ꎬρ３ꎬεꎬερ１ꎬερ２ꎬερ３}为 ８ 阶二面体群ꎬ易验证 Ｇ 为 ２￣交换群ꎬ但 Ｈ＝‹ε›◁/ Ｇꎮ
定义 ４　 归纳地定义

Ｇ＝Ｇ(０ꎻｎ)ꎬＧ(１ꎻｎ)＝ [ＧꎬＧꎻｎ]ꎬ􀆺ꎬＧ( ｉ＋１ꎻｎ)＝ [Ｇ( ｉꎻｎ)ꎬＧ( ｉꎻｎ)ꎻｎ]ꎬ
若存在正整数 ｋ 使

Ｇ＝Ｇ(０ꎻｎ) >Ｇ(１ꎻｎ) >􀆺>Ｇ(ｋꎻｎ) >Ｇ(ｋ＋１ꎻｎ)＝ １ꎬ (１)
则称 Ｇ 为 ｎ￣可解群ꎬ称(１)为 Ｇ 的 ｎ￣导列ꎮ

关于 ｎ￣可解群ꎬ在文献[３]也给出了如下结构ꎮ
引理 ２[３] 　 设 Ｇ 是 ｎ￣可解群ꎬ则 Ｇ＝ＧｎＧ１－ｎＧＰｎ(１－ｎ)

ꎬ其中 ＧＰｎ(１－ｎ)
是可解群ꎮ

注 ２　 ｎ￣可解单群不一定为素数阶循环群ꎮ
事实上ꎬ设 Ｇ 是 ｎ￣可解单群ꎬ由于 Ｇ(１ꎬｎ)◁－Ｇ 知ꎬＧ(１ꎬｎ)＝ １ꎬＧ 是 ｎ￣交换群ꎮ 由引理 １ 可以看出ꎬＧ＝Ｇｎ 或

Ｇ１－ｎ或 ＧＰｎ(１－ｎ)
ꎮ 如果 Ｇ＝ＧＰｎ(１－ｎ)

ꎬ由于 ＧＰｎ(１－ｎ)
是交换群ꎬ因此 Ｇ 是素数阶循环群ꎮ 如果 Ｇ ＝Ｇｎꎬ则 Ｇ 不一定

为素数阶循环群ꎮ
例如取 Ｇ＝Ａ５ꎬ ｎ＝ ３０ꎮ 因为 ｅｘｐ(Ａ５)＝ ３０ꎬ则 Ｇ(１ꎬ３０)＝ [ＧꎬＧꎻ３０] ＝ １ꎮ Ａ５ 是 ３０￣交换的ꎬ当然 Ａ５ 是 ３０￣可
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解的单群ꎬ但 Ａ５ 不是素数阶循环群ꎮ
定义 ５　 称一个群列 １＝Ｇ０◁Ｇ１◁􀆺◁Ｇｔ ＝Ｇ 为合成群列ꎬ如果因子群 Ｇｉ / Ｇｉ－１是单群( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔ)ꎮ
引理 ３[３] 　 (１) ｎ￣可解群的子群和商群都是 ｎ￣可解群ꎻ
(２) 设 Ｍ 和 Ｇ / Ｍ 为 ｎ￣可解群ꎬ则 Ｇ 是 ｎ￣可解群ꎻ
(３) 设 Ｇ 为群ꎬ则 Ｇ 是 ｎ￣可解群当且仅当 Ｇ 有合成列 Ｇ＝ Ｊ０▷Ｊ１▷􀆺▷Ｊｒ ＝ １ꎬ使得因子群 Ｊｉ￣１ / Ｊｉ 为 ｎ￣交

换群( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ)ꎮ
性质 ２　 设 Ｇ 是可解群ꎬ则 Ｇ 是 ｎ￣可解群ꎮ 但反之不对ꎮ
证明　 因为 Ｇ 是可解当且仅当 Ｇ 有合成列 Ｇ＝ Ｊ０▷Ｊ１▷􀆺▷Ｊｒ ＝ １ꎬ使得合成因子 Ｊｉ－１ / Ｊｉ 为素数阶循环

群( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ)ꎮ 显然循环群是 ｎ￣交换的ꎬ由引理 ３(３)知ꎬＧ 是 ｎ￣可解群ꎮ 反之取 Ｇ ＝Ａ５ꎬ ｎ ＝ ３０ꎬ则 Ｇ 是

３０￣可解的ꎬ但 Ａ５ 不可解ꎮ
定义 ６　 设 Ｇ 为群ꎬ称

Ｚ(Ｇꎻｎ)＝ {ｚ∈Ｇ ｜ (ｚｇ) ｎ ＝ ｚｎｇｎ 且(ｇｚ) ｎ ＝ｇｎｚｎꎬ任意 ｇ∈Ｇ}
＝{ｚ∈Ｇ ｜ [ｚꎬｇꎻｎ] ＝ １＝[ｇꎬｚꎻｎ]ꎬ任意 ｇ∈Ｇ}

为 Ｇ 的 ｎ￣中心ꎮ
定义 ７　 设 Ｇ 为群ꎬ归纳地定义 １ ＝ Ｚ０(Ｇꎻｎ)ꎬ Ｚｉ＋１(Ｇꎻｎ) / Ｚｉ(Ｇꎻｎ)＝ Ｚ(Ｇ / Ｚｉ(Ｇꎻｎ)ꎻｎ)ꎬ其中 ｉ 为正整

数ꎬ于是

１＝Ｚ０(Ｇꎻｎ)≤Ｚ１(Ｇꎻｎ)≤􀆺≤Ｚｉ(Ｇꎻｎ)≤􀆺 (２)
称式(２)为 Ｇ 的上 ｎ￣中心列ꎮ 进一步地ꎬ如果存在正整数 ｍꎬ使得

１＝Ｚ０(Ｇꎻｎ)≤Ｚ１(Ｇꎻｎ)≤􀆺≤Ｚｍ(Ｇꎻｎ)＝ Ｇꎬ (３)
则称 Ｇ 为 ｎ￣幂零群ꎮ

引理 ４[３] 　 (１) ｎ￣幂零群的子群和商群都是 ｎ￣幂零群ꎻ
(２) ｎ￣幂零群是 ｎ￣可解群ꎻ
(３) 设 Ｇ 是 ｎ￣幂零群ꎬ则 Ｇ＝Ｇｎ×Ｇ１－ｎ×ＧＰｎ(１－ｎ)

ꎬ其中 ＧＰｎ(１－ｎ)
是幂零群ꎮ

引理 ５[１１] 　 设 Ｇ 有合成列ꎬ如果 Ｈ◁◁Ｇꎬ Ｋ◁◁Ｇꎬ则‹ＨꎬＫ›◁◁Ｇꎮ
定义 ８　 设 Ｇ 有合成列ꎬＨ◁◁ＧꎬＦ(ＧꎬＨ)表示 Ｇ 在 Ｈ 上的所有合成因子的集合ꎬ其中相同类型的合

成因子认为是相同的ꎬ即 Ｆ(ＧꎬＨ)中任意 ２ 个合成因子均不同构ꎮ
引理 ６[１１] 　 设 Ｇ 有合成列ꎬＨꎬＫ 为 Ｇ 的子群ꎬ且 Ｋ≤Ｈꎬ如果 Ｈ◁◁Ｇꎬ Ｋ◁◁Ｈꎬ则 Ｆ(ＧꎬＫ)＝ Ｆ(ＧꎬＨ)∪

Ｆ(ＨꎬＫ)ꎮ
引理 ７[１１] 　 设 Ｇ 有合成列ꎬＨ◁◁Ｇꎬ Ｋ◁◁Ｇꎬ则 Ｆ(ＨꎬＨ∩Ｋ)＝ Ｆ(‹ＨꎬＫ›ꎬＫ)ꎮ
定义 ９　 设 Ｈ◁◁Ｇꎬ则存在最小的正整数 ｔꎬ使得

Ｇ＝ Ｊ０▷Ｊ１▷􀆺▷Ｊｔ ＝Ｈꎬ (４)
其中 Ｊｉ ＝ＨＪｉ－１( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔ)是 Ｈ 在 Ｊｉ－１中的正规闭包ꎬ称式(４)为从 Ｇ 到 Ｈ 的标准列ꎬ并称正整数 ｔ 为 Ｈ 在

Ｇ 中的亏ꎮ
引理 ８[１１] 　 设 Ｈ◁◁Ｇꎬ且 Ｈ≤Ｌ≤Ｇꎬ则 Ｈ 在 Ｌ 中的亏不超过 Ｈ 在 Ｇ 中的亏ꎮ

２　 主要定理的证明

定理 １　 设 Ｇ 为有限群且 ＧＰｎ(１－ｎ)
≠１ꎬ如果 Ｇ 的所有非 ｎ￣幂零真子群皆次正规且 ｎ￣可解ꎬ则 Ｇ 为 ｎ￣可

解群ꎮ
证明　 设 Ｇ 为极小阶反例ꎮ 如果 Ｇ 的极大子群都是 ｎ￣幂零的ꎬ则 Ｇ 是内 ｎ￣幂零群ꎮ 因为 ＧＰｎ(１－ｎ)

≠１ꎬ
所以存在素数 ｐꎬ使得 ｐ ｜ ｜Ｇ ｜且(ｐꎬｎ(１－ｎ))＝ １ꎮ 设 Ｐ 是 Ｇ 的任意 ｐ￣子群且 Ｐ≠１ꎬ考虑 ＮＧ(Ｐ)ꎮ

若存在 Ｇ 的 ｐ￣子群 Ｐ 使得 ＮＧ(Ｐ)＝ Ｇꎬ则 Ｐ◁Ｇꎮ 如果 Ｐ 是 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ通过 Ｓｃｈｕｒ Ｚａｓｓｅｎｈａｕｓ 定
理知ꎬ则 Ｇ 存在 ｐ￣补 Ｍ 使得

Ｇ / Ｐ≅Ｍꎮ
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因为 Ｍ 是 Ｇ 的真子群ꎬ所以 Ｍ 是 ｎ￣幂零群ꎬ当然是 ｎ￣可解群ꎮ 由引理 ３(２)和性质 ２ 知ꎬＧ 是 ｎ￣可解群ꎬ矛
盾ꎮ 所以 Ｐ 不是 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ记 􀭺Ｇ＝Ｇ / Ｐꎬ则􀭺ＧＰｎ(１－ｎ)

≠１ꎮ 如果 􀭺Ｇ 为 ｎ￣幂零群ꎬ由引理 ４(２)知ꎬ􀭺Ｇ 为 ｎ￣

可解群ꎬ推出 Ｇ 为 ｎ￣可解群ꎬ矛盾ꎮ 于是 􀭺Ｇ 不是 ｎ￣幂零群ꎮ 由引理 ４(１)知ꎬ􀭺Ｇ 为内 ｎ￣幂零群ꎬ且􀭺ＧＰｎ(１－ｎ)
≠１ꎮ

又因为 ｜ 􀭺Ｇ ｜ < ｜ Ｇ ｜ 且 􀭺Ｇ 满足定理的条件ꎬ所以 􀭺Ｇ 为 ｎ￣可解ꎬ推出 Ｇ 为 ｎ￣可解群ꎬ矛盾ꎮ 对每个 Ｐ≠１ 都有

ＮＧ(Ｐ)<Ｇꎬ注意到 Ｇ 是内 ｎ￣幂零群ꎬ于是 ＮＧ(Ｐ)为 ｎ￣幂零群ꎮ 由引理 ４(３)知ꎬ
ＮＧ(Ｐ)＝ ＮＧ(Ｐ) ｎ×ＮＧ(Ｐ) １－ｎ×ＮＧ(Ｐ) Ｐｎ(１－ｎ)

ꎬ
其中 ＮＧ(Ｐ) Ｐｎ(１－ｎ)

是幂零群ꎮ 记 ＮＧ(Ｐ) ｐ 是 ＮＧ(Ｐ)的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ由于 ｐ 和 ｎ(１－ｎ)互素ꎬ所以 ＮＧ(Ｐ) ｐ 是

ＮＧ(Ｐ) Ｐｎ(１－ｎ)
的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎮ 通过 ＮＧ(Ｐ) Ｐｎ(１－ｎ)

的幂零性ꎬ令
ＮＧ(Ｐ) Ｐｎ(１－ｎ)

＝ ＮＧ(Ｐ) ｐ×Ｈꎬ
于是

ＮＧ(Ｐ)＝ ＮＧ(Ｐ) ｎ×ＮＧ(Ｐ) １－ｎ×ＮＧ(Ｐ) ｐ×Ｈꎬ
故 ＮＧ(Ｐ)有正规 ｐ￣补 Ｈꎮ 得到对每个 Ｐ≠１ 都有 ＮＧ(Ｐ)有正规 ｐ￣补ꎬ再由 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 定理得到 Ｇ 有正规 ｐ￣补
Ｋ 使得

Ｇ / Ｋ≅Ｇｐꎬ
其中Ｇｐ∈ＳｙｌＰ(Ｇ)ꎮ 因为 Ｋ<Ｇꎬ再次注意到 Ｇ 是内 ｎ￣幂零群ꎬ所以 Ｋ 是 ｎ￣幂零群ꎬ当然 Ｋ 是 ｎ￣可解ꎬ推出 Ｇ
为 ｎ￣可解群ꎬ矛盾ꎮ 故一定存在 Ｇ 的极大子群 Ｍ 为非 ｎ￣幂零群ꎮ 由假设知 Ｍ 次正规于 Ｇ 且 ｎ￣可解ꎬ首先

由 Ｍ 的极大性可得 Ｍ◁Ｇꎬ于是 Ｇ / Ｍ 为素数阶循环群ꎬ进而 Ｇ / Ｍ 可解ꎬ性质 ２ 推出 Ｇ / Ｍ 也是 ｎ￣可解ꎬ又因

为 Ｍ 是 ｎ￣可解ꎬ所以 Ｇ 为 ｎ￣可解群ꎬ一个最终的矛盾ꎮ
综上ꎬ极小阶反例不存在ꎬ故 Ｇ 为 ｎ￣可解群ꎮ
定理 ２　 设 Ｇ 有合成列ꎬ如果 ＨꎬＫ 为 Ｇ 的次正规 ｎ￣可解子群ꎬ则‹ＨꎬＫ›是 Ｇ 的次正规 ｎ￣可解子群ꎮ
证明　 因为 Ｇ 有合成列ꎬ且 ＨꎬＫ 为 Ｇ 的次正规子群ꎬ所以可设 ＨꎬＫ 的合成列分别为:

１＝Ｈ０◁Ｈ１◁􀆺◁Ｈｔ ＝Ｈꎬ
１＝Ｋ０◁Ｋ１◁􀆺◁Ｋｒ ＝Ｋꎬ

其中 Ｈｉ / Ｈｉ－１ꎬＫｊ / Ｋｊ－１为单群( ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｔꎻ ｊ＝ １ꎬ􀆺ꎬｒ)ꎮ 通过引理 ６、７ꎬ有
Ｆ(‹ＨꎬＫ›ꎬ１)＝ Ｆ(‹ＨꎬＫ›ꎬＫ)∪Ｆ(Ｋꎬ１)

＝ Ｆ(ＨꎬＨ∩Ｋ)∪Ｆ(Ｋꎬ１)ꎮ
注意到 Ｆ(Ｈ∩Ｋꎬ１)⊆Ｆ(Ｋꎬ１)ꎬ于是

Ｆ(ＨꎬＨ∩Ｋ)∪Ｆ(Ｋꎬ１)
＝ Ｆ(ＨꎬＨ∩Ｋ)∪Ｆ(Ｈ∩Ｋꎬ１)∪Ｆ(Ｋꎬ１)
＝ Ｆ(Ｈꎬ１)∪Ｆ(Ｋꎬ１)ꎬ

故

Ｆ(‹ＨꎬＫ›ꎬ１)＝ Ｆ(Ｈꎬ１)∪Ｆ(Ｋꎬ１)ꎮ (５)
由引理 ５ 知ꎬ‹ＨꎬＫ›◁◁Ｇꎮ 下证‹ＨꎬＫ›为 ｎ￣可解群ꎮ 令‹ＨꎬＫ›的合成列为

１＝Ｔ０◁Ｔ１◁􀆺◁Ｔｓ ＝‹ＨꎬＫ›ꎬ
其中 Ｔｉ / Ｔｉ－１为单群( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓ)ꎮ 因为 ＨꎬＫ 为 Ｇ 的 ｎ￣可解子群ꎬ所以 Ｈｉ / Ｈｉ－１和 Ｋｊ / Ｋｊ－１均为 ｎ￣交换ꎮ 由式

(５)知ꎬＴｉ / Ｔｉ－１属于 Ｆ(Ｈꎬ１)或属于 Ｆ(Ｋꎬ１)ꎬ于是 Ｔｉ / Ｔｉ－１也为 ｎ￣交换( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓ)ꎬ故通过引理 ３ꎬ‹ＨꎬＫ›为
ｎ￣可解群ꎬ从而‹ＨꎬＫ›是 Ｇ 的次正规 ｎ￣可解子群ꎮ

作为定理 ２ 的直接结果ꎬ得到以下推论ꎮ
推论 １　 设 Ｇ 为有限群ꎬ如果 ＨꎬＫ 为 Ｇ 的正规 ｎ￣可解子群ꎬ则‹ＨꎬＫ› ＝ＨＫ 也为 Ｇ 的有限正规 ｎ￣可解

子群ꎮ
定理 ３　 设 Ｇ＝‹ＨꎬＫ›ꎬＨꎬＫ 为 Ｇ 的有限 ｎ￣可解子群ꎬ如果 Ｈ◁◁Ｇꎬ则 Ｇ 为有限 ｎ￣可解群ꎮ
证明　 因为 Ｈ◁◁Ｇꎬ可设 Ｈ 是 Ｇ 的真子群ꎬ并且存在从 Ｇ 到 Ｈ 的标准列

Ｇ＝ Ｊ０▷Ｊ１▷􀆺▷Ｊｔ ＝Ｈꎬ
其中 ｔ 为 Ｈ 在 Ｇ 中的亏ꎮ 显然 ｔ≥１ꎬ下面对 Ｈ 在 Ｇ 中的亏 ｔ 进行归纳ꎮ
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首先证明 Ｊ１ 是有限 ｎ￣可解群ꎮ 事实上ꎬ当 ｔ＝ １ 时ꎬ显然 Ｈ◁Ｇꎬ又 Ｋ≤Ｇꎬ则 Ｇ＝ＨＫꎮ 这样

Ｇ / Ｈ≅Ｋ / Ｈ∩Ｋ
且 ＨꎬＫ 为有限 ｎ￣可解群ꎬ故 Ｇ 为有限 ｎ￣可解群ꎮ

下设 ｔ>１(即 Ｈ 不正规 Ｇ)ꎬ假设亏小于 ｔ 时结论成立ꎬ即 Ｇ 中存在一个子群 Ｍꎬ并且 Ｍ 满足题设条件ꎬ
使得 Ｈ◁◁Ｍꎮ 如果 Ｈ 在 Ｍ 中的亏小于 ｔꎬ则 Ｍ 是 ｎ￣可解群ꎮ Ｊ１ ＝ＨＧꎬ断言 Ｊ１ ＝‹Ｈ ｋ ｜ ｋ∈Ｋ›ꎮ 事实上ꎬ记 Ｌ＝
‹Ｈ ｋ ｜ ｋ∈Ｋ›ꎬ显然 Ｌ≤Ｊ１ꎮ 因为

‹ＨꎬＫ›≤‹ＬꎬＫ›≤Ｇꎬ
所以 Ｇ＝‹ＬꎬＫ›ꎮ 对任意 ｇ∈Ｇꎬ令

ｇ＝ ｌ１ｋ１ ｌ２ｋ２􀆺ｌｓｋｓꎬ
其中 ｌｉ∈Ｌꎬ ｋｉ∈Ｋ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓ)ꎬ于是

Ｌｇ ＝Ｌｌ１ｋ１ｌ２ｋ２􀆺ｌｓｋｓ ＝Ｌꎬ
即 Ｌ◁Ｇꎮ 由正规闭包的定义知ꎬＪ１≤Ｌꎬ故 Ｊ１ ＝‹Ｈ ｋ ｜ ｋ∈Ｋ›ꎮ

注意到 Ｈ◁◁Ｊ１ꎬ因此 Ｈ 在 Ｊ１ 中的亏小于 ｔꎮ 又因为 Ｋ 是有限群ꎬ且 Ｋ 不是 ＮＧ(Ｈ)的子群ꎬ所以令

{Ｈ ｋ ｜ ｋ∈Ｋ} ＝{Ｈ＝Ｈ ｋ１ꎬＨ ｋ２ꎬ􀆺ꎬＨ ｋｒ}ꎬ
其中 ｋｉ 不属于 ＮＧ(Ｈ)( ｉ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｒ)ꎮ 记 Ｋ２ ＝‹ＨꎬＨ ｋ２›ꎬ显然 Ｈ◁◁Ｋ２ꎬ且由引理 ８ 知 Ｈ 在 Ｋ２ 中的亏小于 ｔꎮ
进一步地ꎬＨ 和 Ｈ ｋ２为有限 ｎ￣可解群ꎬ由归纳假设知ꎬＫ２ 为有限 ｎ￣可解群ꎮ 再令 Ｋ３ ＝‹Ｋ２ꎬＨ ｋ３›ꎬ显然 Ｈ◁◁Ｋ３ꎬ
且由引理 ８ 知 Ｈ 在 Ｋ３ 中的亏小于 ｔꎮ 进一步地ꎬＫ２ 和 Ｈ ｋ３为有限 ｎ￣可解群ꎬ再由归纳假设知ꎬＫ３ 为有限 ｎ￣可
解群ꎮ 以此类推ꎬ所以 Ｊ１ 为有限 ｎ￣可解群ꎮ

当亏等于 ｔ 时ꎬ则 Ｇ＝ＨＧＫ＝ Ｊ１Ｋꎮ 又因为 Ｊ１ 和 Ｋ 为有限 ｎ￣可解群且

Ｇ / Ｊ１≅Ｋ / Ｊ１∩Ｋꎬ
所以 Ｇ 为有限 ｎ￣可解群ꎮ 故由归纳原理知定理 ３ 成立ꎮ

作为定理 ３ 的直接结果ꎬ得到以下推论ꎮ
推论 ２　 设 Ｇ＝‹ＨꎬＫ›ꎬＨꎬＫ 为 Ｇ 的两个有限 ｎ￣可解子群ꎬ如果 Ｈ◁－Ｇꎬ则 Ｇ 为有限 ｎ￣可解群ꎮ
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