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李 ｃｏｌｏｒ 代数的双导子
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０　 引言

李代数作为代数学的一个重要分支ꎬ首先被用于研究李群的工具ꎮ 由于物理学的需要ꎬ数学家们开始系

统地研究李超代数[１]ꎮ 其中 Ｋａｃ 的研究使得人们对李超代数的了解更加深入ꎬ同时促进了人们对新的代数

系统￣李 ｃｏｌｏｒ 代数的研究[２]ꎮ 文献[３]中最早提出了广义李代数的概念ꎬ即李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎻ文献[４]从数学角

度定义了李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ并且建立了李 ｃｏｌｏｒ 代数与普通李超代数之间的联系ꎻ文献[５]得到了有限生成李

ｃｏｌｏｒ 代数的导子的一些结果ꎻ文献[６]构造了一类分次单结合代数ꎬ并由此得到了单李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎻ文献[７]
对特征为零的代数闭域上含单位元的(εꎬΓ) ｃｏｌｏｒ 交换结合代数分类ꎬ并构造新的广义 Ｗｉｔｔ 型、Ｗｅｙｌｅ 型的

单李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎮ
近年来ꎬ双导子和线性交换映射被广泛研究ꎮ 例如文献[８]研究分块李代数的双导子ꎻ文献[９]研究三

角李代数的双导子ꎻ文献[１０]研究李代数上双导子和线性交换映射的关系ꎻ文献[１１]研究李超代数上双导

子和线性交换映射的关系ꎮ 也有一部分学者刻画了具体李代数的双导子及相应的线性交换映射结构ꎬ例如

对幂零李代数的型心进行研究[１２]ꎬ文献[１３]给出一般代数的广义导子的定义ꎮ
在李代数和李超代数上ꎬ已经建立了有关线性映射、双导子和型心之间的联系ꎬ但在李 ｃｏｌｏｒ 代数上ꎬ满

足一定条件的李 ｃｏｌｏｒ 代数的线性交换映射、双导子和型心之间的相互作用需要进一步研究ꎮ 本文类比李超

代数中线性超交换映射、超双导子和型心之间的关系ꎬ研究其在李 ｃｏｌｏｒ 代数上的联系ꎮ 将李超代数上的结
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论推广到李 ｃｏｌｏｒ 代数上ꎬ更好的补充李 ｃｏｌｏｒ 代数的内容ꎮ

１　 基本概念

定义 １　 设 Ｋ 为特征为零的交换域ꎬＧ 为交换群ꎬ若映射 ε:Ｇ×Ｇ→Ｋ ＼{０}满足

ε(ａꎬｂ)ε(ｂꎬａ)＝ １ꎬ
ε(ａꎬｂ＋ｃ)＝ ε(ａꎬｂ)ε(ａꎬｃ)ꎬ
ε(ａ＋ｂꎬｃ)＝ ε(ａꎬｃ)ε(ｂꎬｃ)ꎬ

则称 ε 为 Ｇ 上的双特征ꎮ
定义 ２　 设 Ｌ 是 Ｇ 阶化向量空间且 Ｌ＝⊕Ｌｇꎬ并且有一个阶化的双线性映射[ꎬ]:Ｌ×Ｌ→Ｌ 对于所有的

ξꎬη∈Ｇ都满足[ＬξꎬＬη]⊂Ｌξ＋ηꎬ若任取 ｘ∈Ｌｘꎬ ｙ∈Ｌｙꎬ ｚ∈Ｌｚꎬ满足

[ｘꎬｙ] ＝ －ε(ｘꎬｙ)[ｙꎬｘ]ꎬ
ε(ｚꎬｘ)[ｘꎬ[ｙꎬｚ]]＋ε(ｘꎬｙ)[ｙꎬ[ｚꎬｘ]]＋ε(ｙꎬｚ)[ｚꎬ[ｘꎬｙ]] ＝ ０ꎬ

则称 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎮ
定义 ３　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬδ:Ｌ×Ｌ→Ｌ 是 Ｌ 上的双线性映射ꎬ若 δ 满足

δ(ｘꎬｙ)＝ －ε(ｘꎬｙ)δ(ｙꎬｘ)ꎬ
δ([ｘꎬｙ]ꎬｚ)＝ ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｙꎬｚ)]＋ε(ｙꎬｚ)[δ(ｘꎬｚ)ꎬｙ]ꎬ

则称 δ 为 Ｌ 的 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ
定义 ４　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ ｆ:Ｌ→Ｌ 是偶线性映射ꎬ如果 ｆ 满足

[ ｆ(ｘ)ꎬｙ] ＝[ｘꎬｆ(ｙ)]ꎬ　 ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ
则称 ｆ 为线性 ｃｏｌｏｒ 交换映射ꎮ

定义 ５　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬγ:Ｌ→Ｌ 是线性映射ꎬ若
Γ(Ｌ)＝ {γ:Ｌ→Ｌ ｜ γ([ｘꎬｙ])＝ ε(γꎬｘ)[ｘꎬγ(ｙ)]ꎬ ∀ｘꎬｙ∈Ｌ}ꎬ

则 Γ(Ｌ)称为 Ｌ 的型心ꎮ 由 Γ(Ｌ)中所有 τ 阶元素构成的集合记为 Γτ(Ｌ)ꎮ
定义 ６　 设 Ｓ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数 Ｌ 的一个非空子集ꎬ令 ＺＬ(Ｓ)＝ {ｖ∈Ｌ ｜ [Ｓꎬｖ] ＝ ０}ꎬ如果 Ｓ ＝ Ｌꎬ则 Ｚ(Ｌ)＝

ＺＬ(Ｌ)是 Ｌ 的中心ꎮ 如果 ＺＬ(Ｌ)＝ {０}ꎬ则 Ｌ 是无中心的ꎮ 记 Ｌ′＝ [ＬꎬＬ]是由 Ｌ 派生的代数ꎮ 如果 Ｌ ＝ Ｌ′ꎬ则
ＺＬ(Ｌ′)＝ ＺＬ′(Ｌ′)是 Ｌ′的中心ꎮ

定义 ７　 设 δ 是反对称双线性映射ꎬ且 δ(ＬꎬＬ′)＝ ０ꎬ则 δ 是 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ称为 Ｌ 的平凡 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ
定义 ８　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ如果 δ:Ｌ×Ｌ→ＺＬ(Ｌ′)是 Ｌ 的 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ且满足 δ(Ｌ′ꎬＬ′)＝ ０ꎬ则称 δ 为

Ｌ 的特殊 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ

２　 李 ｃｏｌｏｒ 代数的双导子

引理 １　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ ｆ:Ｌ→Ｌ 是线性 ｃｏｌｏｒ 交换映射ꎬ若
δ(ｘꎬｙ)＝ [ｘꎬｆ(ｙ)]ꎬ　 ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ

则 δ:Ｌ×Ｌ→Ｌ 是 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ
证明　 由 δ(ｘꎬｙ)＝ [ｘꎬ ｆ(ｙ)]ꎬ ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ有 ｜ δ ｜ ＝ ｜ ｆ ｜ ＝ ０ꎬ则
－ε(ｙꎬｘ)δ(ｙꎬｘ) ＝ －ε(ｘꎬｙ)[ｙꎬ ｆ(ｘ)] ＝ε(ｘꎬｙ)ε(ｙꎬ ｆ＋ｘ)[ ｆ(ｘ)ꎬｙ] ＝ε(ｘꎬｙ)ε(ｙꎬ ｆ)ε(ｙꎬｘ)[ ｆ(ｘ)ꎬｙ]

＝[ ｆ(ｘ)ꎬｙ] ＝[ｘꎬ ｆ(ｙ)] ＝ δ(ｘꎬｙ)ꎻ
另一方面ꎬ
δ([ｘꎬｙ]ꎬｚ)＝ [[ｘꎬｙ]ꎬ ｆ(ｚ)] ＝[ｘꎬ[ｙꎬ ｆ(ｚ)]]－ε(ｘꎬｙ)[ｙꎬ[ｘꎬ ｆ(ｚ)]] ＝[ｘꎬδ(ｙꎬｚ)]－ε(ｘꎬｙ)[ｙꎬδ(ｘꎬｚ)]

＝[ｘꎬδ(ｙꎬｚ)]＋ε(ｘꎬｙ)ε(ｙꎬδ＋ｘ＋ｚ)[δ(ｘꎬｚ)ꎬｙ] ＝ε(δꎬｚ)[ｘꎬδ(ｙꎬｚ)]＋ε(ｙꎬｚ)[δ(ｘꎬｚ)ꎬｙ]ꎬ
因此ꎬδ 是 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ
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引理 ２　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬγ:Ｌ→Ｌ 是线性映射ꎬδ:Ｌ×Ｌ→Ｌ 是双线性映射ꎬ令 δ(ｘꎬｙ)＝ γ([ｘꎬｙ])ꎬ若
γ∈Γ(Ｌ)ꎬ则 δ 是 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ

证明　 由定义 δ(ｘꎬｙ)＝ γ([ｘꎬｙ])＝ ε(γꎬｘ)[ｘꎬγ(ｙ)]ꎬ知 ｜ δ ｜ ＝ ｜ γ ｜ ꎬ则有

－ε(ｘꎬｙ)δ(ｙꎬｘ)＝ －ε(ｘꎬｙ)γ([ｙꎬｘ])＝ －ε(ｘꎬｙ)γ(－ε(ｙꎬｘ)[ｘꎬｙ])＝ γ([ｘꎬｙ])＝ δ(ｘꎬｙ)ꎬ
和

δ([ｘꎬｙ]ꎬｚ) ＝ γ([[ｘꎬｙ]ꎬｚ])＝ γ([ｘꎬ[ｙꎬｚ]]－ε(ｘꎬｙ)[ｙꎬ[ｘꎬｚ]])
＝ γ([ｘꎬ[ｙꎬｚ]])－ε(ｘꎬｙ)γ([ｙꎬ[ｘꎬｚ]])
＝ ε(γꎬｘ)[ｘꎬγ([ｙꎬｚ])]－ε(ｘꎬｙ)ε(γꎬｙ)[ｙꎬγ([ｘꎬｚ])]
＝ε(γꎬｘ)[ｘꎬγ([ｙꎬｚ])]＋ε(ｘꎬｙ)ε(γꎬｙ)ε(ｙꎬγ＋ｘ＋ｚ)[γ([ｘꎬｚ])ꎬｙ]
＝ε(γꎬｘ)[ｘꎬγ([ｙꎬｚ])]＋ε(ｙꎬｚ)[γ([ｘꎬｚ])ꎬｙ]
＝ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｙꎬｚ)]＋ε(ｙꎬｚ)[δ(ｘꎬｚ)ꎬｙ]ꎻ

因此ꎬδ 是 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ
引理 ３　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬδ:Ｌ×Ｌ→Ｌ 是 Ｌ 的 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ则

[δ(ｘꎬｙ)ꎬ[ｕꎬｖ]] ＝ε(δꎬｘ＋ｙ)[[ｘꎬｙ]ꎬδ(ｕꎬｖ)]ꎬ　 ∀ｘꎬｙꎬｕꎬｖ∈Ｌꎮ
证明　 首先ꎬ由双导子的定义ꎬ用 ２ 种方法计算 δ([ｘꎬｕ]ꎬ[ｙꎬｖ])ꎮ 一方面ꎬ

　 δ([ｘꎬｕ]ꎬ[ｙꎬｖ]) ＝ ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬ[ｙꎬｖ])]＋ε(ｕꎬｙ＋ｖ)[δ(ｘꎬ[ｙꎬｖ])ꎬｕ]
＝ε(δꎬｘ)[ｘꎬε(ｕ＋δꎬｙ)[ｙꎬδ(ｕꎬｖ)]＋[δ(ｕꎬｙ)ꎬｖ]]＋ε(ｕꎬｙ＋ｖ)[ε(ｘ＋δꎬｙ)[ｙꎬδ(ｘꎬｖ)]
　 ＋[δ(ｘꎬｙ)ꎬｖ]ꎬｕ]
＝ε(δꎬｘ)ε(ｕ＋δꎬｙ)[ｘꎬ[ｙꎬδ(ｕꎬｖ)]]＋ε(δꎬｘ)[ｘꎬ[δ(ｕꎬｙ)ꎬｖ]]
　 ＋ε(ｕꎬｙ＋ｖ)ε(ｘ＋δꎬｙ)[[ｙꎬδ(ｘꎬｖ)]ꎬｕ]＋ε(ｕꎬｙ＋ｖ)[[δ(ｘꎬｙ)ꎬｖ]ꎬｕ]ꎻ

另一方面ꎬ
δ([ｘꎬｕ]ꎬ[ｙꎬｖ]) ＝ ε(ｘ＋ｕꎬｙ)ε(δꎬｙ)[ｙꎬδ([ｘꎬｕ]ꎬｖ)]＋[δ([ｘꎬｕ]ꎬｙ)ꎬｖ]

＝ε(ｘ＋ｕ＋δꎬｙ)[ｙꎬε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｖ)]＋ε(ｕꎬｖ)[δ(ｘꎬｖ)ꎬｕ]
＋[ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]＋ε(ｕꎬｙ)[δ(ｘꎬｙ)ꎬｕ]ꎬｖ]

＝ε(ｘ＋ｕ＋δꎬｙ)ε(δꎬｘ)[ｙꎬ[ｘꎬδ(ｕꎬｖ)]]＋ε(ｘ＋ｕ＋δꎬｙ)ε(ｕꎬｖ)[ｙꎬ[δ(ｘꎬｖ)ꎬｕ]]
＋ε(δꎬｘ)[[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]ꎬｖ]＋ε(ｕꎬｙ)[[δ(ｘꎬｙ)ꎬｕ]ꎬｖ]ꎮ

使用 Ｊａｃｏｂｉ 等式可得

　 ε(δꎬｘ)ε(ｕ＋δꎬｙ)[ｘꎬ[ｙꎬδ(ｕꎬｖ)]]＋ε(δꎬｘ)[ｘꎬ[δ(ｕꎬｙ)ꎬｖ]]
　 ＋ε(ｕꎬｙ＋ｖ)ε(ｘ＋δꎬｙ)[[ｙꎬδ(ｘꎬｖ)]ꎬｕ]＋ε(ｕꎬｙ＋ｖ)[[δ(ｘꎬｙ)ꎬｖ]ꎬｕ]
＝ε(ｘ＋ｕ＋δꎬｙ)ε(δꎬｘ)[ｙꎬ[ｘꎬδ(ｕꎬｖ)]]＋ε(ｘ＋ｕ＋δꎬｙ)ε(ｕꎬｖ)[ｙꎬ[δ(ｘꎬｖ)ꎬｕ]]
　 ＋ε(δꎬｘ)[[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]ꎬｖ]＋ε(ｕꎬｙ)[[δ(ｘꎬｙ)ꎬｕ]ꎬｖ]ꎬ

即

ε(δꎬｘ)ε(ｕ＋δꎬｙ)[ｘꎬ[ｙꎬδ(ｕꎬｖ)]]－ε(ｘ＋ｕ＋δꎬｙ)ε(δꎬｘ)[ｙꎬ[ｘꎬδ(ｕꎬｖ)]]
＋ε(ｕꎬｙ＋ｖ)[[δ(ｘꎬｙ)ꎬｖ]ꎬｕ]－ε(ｕꎬｙ)[[δ(ｘꎬｙ)ꎬｕ]ꎬｖ] ＝ ０ꎮ

由此得到

　 ε(ｕꎬｙ)[δ(ｘꎬｙ)ꎬ[ｕꎬｖ]]－ε(δꎬｘ)ε(ｕ＋δꎬｙ)[[ｘꎬｙ]ꎬδ(ｕꎬｖ)]
＝ε(ｕ＋ｙꎬｖ)[δ(ｘꎬｖ)ꎬ[ｕꎬｙ]]－ε(δꎬｘ)ε(δ＋ｕ＋ｙꎬｖ)[[ｘꎬｖ]ꎬδ(ｕꎬｖ)]ꎮ (１)

现在设

ϕ(ｘꎬｙꎻｕꎬｖ)＝ [δ(ｘꎬｙ)ꎬ[ｕꎬｖ]]－ε(δꎬｘ＋ｙ)[[ｘꎬｙ]ꎬδ(ｕꎬｖ)]ꎮ
通过式(１)ꎬ有

ε(ｕꎬｙ)ϕ(ｘꎬｙꎻｕꎬｖ)＝ ε(ｕ＋ｙꎬｖ)ϕ(ｘꎬｖꎻｕꎬｙ)ꎬ
即

ϕ(ｘꎬｙꎻｕꎬｖ)＝ ε(ｙꎬｕ)ε(ｕ＋ｙꎬｖ)ϕ(ｘꎬｖꎻｕꎬｙ)ꎮ
一方面ꎬ
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ϕ(ｘꎬｙꎻｕꎬｖ)＝ －ε(ｕꎬｖ)ϕ(ｘꎬｙꎻｖꎬｕ)
＝ －ε(ｕꎬｖ)ε(ｖꎬｕ)ε(ｙꎬｖ)ε(ｙꎬｕ)ϕ(ｘꎬｕꎻｖꎬｙ)
＝ ε(ｙꎬｕ)ϕ(ｘꎬｕꎻｙꎬｖ)ꎻ

另一方面ꎬ
ϕ(ｘꎬｙꎻｕꎬｖ)＝ ε(ｙꎬｕ)ε(ｕ＋ｙꎬｖ)ϕ(ｘꎬｖꎻｕꎬｙ)

＝ －ε(ｕ＋ｙꎬｖ)ϕ(ｘꎬｖꎻｙꎬｕ)
＝ －ε(ｕ＋ｙꎬｖ)ε(ｖꎬｙ)ε(ｙ＋ｖꎬｕ)ϕ(ｘꎬｕꎻｙꎬｖ)
＝ －ε(ｙꎬｕ)ϕ(ｘꎬｕꎻｙꎬｖ)ꎬ

因此

ϕ(ｘꎬｕꎻｙꎬｖ)＝ －ϕ(ｘꎬｕꎻｙꎬｖ)ꎮ
则在特征不为 ２ 的域中有ꎬ

ϕ(ｘꎬｕꎻｙꎬｖ)＝ ０ꎬ
即

[δ(ｘꎬｙ)ꎬ[ｕꎬｖ]] ＝ε(δꎬｘ＋ｙ)[[ｘꎬｙ]ꎬδ(ｕꎬｖ)]ꎮ
证毕ꎮ

引理 ４　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬδ:Ｌ×Ｌ→Ｌ 是 Ｌ 的 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ则
δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]∈ＺＬ(Ｌ′)ꎬ　 ∀ｕꎬｘꎬｙ∈Ｌꎮ

证明　 由引理 ３ꎬ可得

[δ(ｚꎬｗ)ꎬ[ｘꎬｙ]] ＝ε(δꎬｚ＋ｗ)[[ｚꎬｗ]ꎬδ(ｘꎬｙ)]ꎬ (２)
用[ｘꎬｕ]代替式(２)中的 ｘꎬ可得

[δ(ｚꎬｗ)ꎬ[[ｘꎬｕ]ꎬｙ]] ＝ε(δꎬｚ＋ｗ)[[ｚꎬｗ]ꎬδ([ｘꎬｕ]ꎬｙ)]ꎮ (３)
由 Ｊｏｃａｂｉ 等式[[ｘꎬｕ]ꎬｙ] ＝[ｘꎬ[ｕꎬｙ]]－ε(ｘꎬｕ)[ｕꎬ[ｘꎬｙ]]ꎬ有

[δ(ｚꎬｗ)ꎬ[[ｘꎬｕ]ꎬｙ]] ＝[δ(ｚꎬｗ)ꎬ[ｘꎬ[ｕꎬｙ]]－ε(ｘꎬｕ)[δ(ｚꎬｗ)ꎬ[ｕꎬ[ｘꎬｙ]]]]ꎮ
由引理 ３ꎬ可得

[δ(ｚꎬｗ)ꎬ[[ｘꎬｕ]ꎬｙ]] ＝ε(δꎬｚ＋ｗ)[[ｚꎬｗ]ꎬδ(ｘꎬ[ｕꎬｙ])]－ε(ｘꎬｕ)ε(δꎬｚ＋ｗ)[[ｚꎬｗ]ꎬδ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])]ꎮ
(４)

对比式(３)、(４)ꎬ有
ε(δꎬｚ＋ｗ)[[ｚꎬｗ]ꎬδ([ｘꎬｕ]ꎬｙ)] ＝ε(δꎬｚ＋ｗ)[[ｚꎬｗ]ꎬδ(ｘꎬ[ｕꎬｙ])]

　 －ε(ｘꎬｕ)ε(δꎬｚ＋ｗ)[[ｚꎬｗ]ꎬδ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])]ꎬ
即

－ε(δꎬｚ＋ｗ)([[ｚꎬｗ]ꎬδ([ｘꎬｕ]ꎬｙ)]－δ(ｘꎬ[ｕꎬｙ])＋ε(ｘꎬｕ)δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ]))＝ ０ꎮ
因为 δ 是双导子ꎬ所以得到

δ([ｘꎬｕ]ꎬｙ) ＝ ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]＋ε(ｕꎬｙ)[δ(ｘꎬｙ)ꎬｕ]
＝ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]－ε(ｕꎬｙ)ε(δ＋ｘ＋ｙꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]
＝ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]－ε(δ＋ｘꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]ꎬ

δ(ｘꎬ[ｕꎬｙ]) ＝ ε(ｘ＋δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]＋[δ(ｘꎬｕ)ꎬｙ]
＝ε(ｘ＋δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]－ε(ｘꎬｕ)[δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]ꎬ

δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＝ ε(ｕ＋δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]＋[δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]ꎬ
通过计算ꎬ可得

　 δ([ｘꎬｕ]ꎬｙ)－δ(ｘꎬ[ｕꎬｙ])＋ε(ｘꎬｕ)δ(ｘꎬ[ｕꎬｙ])
＝ ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]－ε(δ＋ｘꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]－ε(ｘ＋δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]
　 ＋ε(ｘꎬｕ)[δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]＋ε(ｘꎬｕ)ε(ｕ＋δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]＋ε(ｘꎬｕ)[δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]
＝ ２ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]－２ε(δ＋ｘꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]＋２ε(ｘꎬｕ)[δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]ꎬ

故

２ε(δꎬｚ＋ｗ)[[ｚꎬｗ]ꎬε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]－ε(δ＋ｘꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]＋ε(ｘꎬｕ)[δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]] ＝ ０ꎮ (５)
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因为 δ 是 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ所以

δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＝ ε(ｕ＋δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]＋[δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]ꎮ (６)
式(６)两边乘 ε(ｘꎬｕ)ꎬ得到

ε(ｘꎬｕ)δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＝ ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]＋ε(ｘꎬｕ)[δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]ꎬ
故式(５)可以写成

[[ｚꎬｗ]ꎬε(ｘꎬｕ)δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δ＋ｘꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]] ＝ ０ꎬ
即

[[ｚꎬｗ]ꎬδ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]] ＝ ０ꎬ　 ∀ｘꎬｙꎬｕ∈Ｌꎬ
因此

δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]∈ＺＬ(Ｌ′)ꎮ
证毕ꎮ

引理 ５　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ且 Ｌ＝Ｌ′ꎬ若 δ:Ｌ×Ｌ→Ｌ 是 Ｌ 的 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ则
δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＝ ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]ꎬ　 ∀ｕꎬｘꎬｙ∈Ｌꎮ

证明　 任取 ｘꎬｙꎬｕꎬｖ∈Ｌꎬ有
　 δ([ｕꎬｖ]ꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ＋ｖ)[[ｕꎬｖ]ꎬδ(ｘꎬｙ)]
＝ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｖꎬ[ｘꎬｙ])]＋ε(ｖꎬｘ＋ｙ)[δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])ꎬｖ]－ε(δꎬｕ＋ｖ)[ｕꎬ[ｖꎬδ(ｘꎬｙ)]]
　 ＋ε(δꎬｕ＋ｖ)ε(ｕꎬｖ)[ｖꎬ[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]]
＝ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｖꎬ[ｘꎬｙ])]－ε(δꎬｕ＋ｖ)[ｕꎬ[ｖꎬδ(ｘꎬｙ)]]ꎬ－ε(ｖꎬｘ＋ｙ)ε(δ＋ｕ＋ｘ＋ｙꎬｖ)[ｖꎬδ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])]
　 ＋ε(δꎬｕ＋ｖ)ε(ｕꎬｖ)[ｖꎬ[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]]
＝ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｖꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｖ)[ｖꎬδ(ｘꎬｙ)]]－ε(δ＋ｕꎬꎬｖ)[ｖꎬδ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＋ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]]ꎮ
由引理 ４ 和 Ｌ＝Ｌ′ꎬ得到

δ(ｖꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｖ)[ｖꎬδ(ｘꎬｙ)]∈ＺＬ(Ｌ′)＝ ＺＬ(Ｌ)ꎬ

δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]∈ＺＬ(Ｌ′)＝ ＺＬ(Ｌ)ꎮ
若 ｕꎬｖ∈Ｌꎬ有

[ｕꎬδ(ｖꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｖ)[ｖꎬδ(ｘꎬｙ)]] ＝ ０ꎬ
[ｖꎬδ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]] ＝ ０ꎬ

故

δ([ｕꎬｖ]ꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ＋ｖ)[[ｕꎬｖ]ꎬδ(ｘꎬｙ)] ＝ ０ꎮ
令 ｕ＝[ｕꎬｖ]∈Ｌꎬ得

δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)] ＝ ０ꎬ
即

δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＝ ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]ꎮ
证毕ꎮ

定理 １　 设 Ｌ 是无中心的李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ且 Ｌ＝ Ｌ′ꎬ则每一个 ｃｏｌｏｒ 双导子 δ:Ｌ×Ｌ→Ｌ 可以写作 δ(ｘꎬｙ)＝
γ([ｘꎬｙ])ꎬ γ∈Γ(Ｌ)ꎮ

证明　 由引理 ５ꎬ得
δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＝ ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]ꎮ

任取 ｘ１ꎬｙ１ꎬｕ１∈Ｌꎬ设 ｘ１ ＝ ｘ２ꎬ ｙ１ ＝ ｙ２ꎬ ｕ１ ＝ｕ２ꎬ有
γ([ｕ１ꎬ[ｘ１ꎬｙ１]]) ＝ δ(ｕ１ꎬ[ｘ１ꎬｙ１])＝ ε(δꎬｕ１)[ｕ１ꎬδ(ｘ１ꎬｙ１)] ＝ε(δꎬｕ２)[ｕ２ꎬδ(ｘ２ꎬｙ２)]

＝ δ(ｕ２ꎬ[ｘ２ꎬｙ２])＝ γ([ｕ２ꎬ[ｘ２ꎬｙ２]])ꎬ
因此 γ 是映射ꎮ

设 Σ[ｘｉꎬｙｉ] ＝ ０ꎬ则
０＝ δ(ｕꎬΣ[ｘｉꎬｙｉ])＝ Σ δ(ｕꎬ[ｘｉꎬｙｉ])＝ ε(δꎬｕ)Σ[ｕꎬδ(ｘｉꎬｙｉ)] ＝ε(δꎬｕ)[ｕꎬΣ δ(ｘｉꎬｙｉ)]ꎮ

Ｌ 无中心ꎬ则 ＺＬ(Ｌ)＝ {０}ꎬ即 Σ δ(ｘｉꎬｙｉ)＝ ０ꎮ 由引理 ５ꎬ可得
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δ(ｕꎬｖ)＝ ε(δꎬｕ)[ｕꎬγ(ｖ)]ꎬ　 ∀ｕꎬｖ∈Ｌꎮ
由式(５)ꎬ得

γ([ｘꎬｙ])＝ δ(ｘꎬｙ)＝ ε(δꎬｘ)[ｘꎬγ(ｙ)] ＝ε(γꎬｘ)[ｘꎬγ(ｙ)]ꎬ　 ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ
因此 γ∈Γ(Ｌ)ꎮ

注 １　 设 δ 是 Ｌ 的 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ任取 ｘꎬｙ∈Ｌꎬ ｚ∈Ｚ(Ｌ)ꎬ则
０＝ δ([ｚꎬｘ]ꎬｙ)＝ ε(δꎬｚ)[ｚꎬδ(ｘꎬｙ)]＋ε(ｘꎬｙ)[δ(ｚꎬｙ)ꎬｘ] ＝ε(δꎬｚ)[δ(ｚꎬｙ)ꎬｘ]ꎬ

即[δ(ｚꎬｙ)ꎬｘ] ＝ ０ꎬ因此 δ(ＺꎬＬ)⊂Ｚ(Ｌ)ꎮ 进一步地ꎬ设 􀭵Ｌ ＝ Ｌ / Ｚ(Ｌ)ꎬ定义 􀭰δ( 􀭰ｘꎬ􀭰ｙ)＝ δ(ｘꎬｙ)ꎬ ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ其中

􀭰ｘ＝ ｘ＋Ｚ(Ｌ)∈􀭵Ｌꎬ则 􀭰δ:􀭵Ｌ→􀭵Ｌ 是 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ
定理 ２　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ则 Ｌ 的平凡 ｃｏｌｏｒ 双导子与 􀭵Ｌ 的平凡 ｃｏｌｏｒ 双导子一一对应ꎮ
证明　 因为 􀭰ｘ＝ ｘ＋Ｚ(Ｌ)ꎬ所以该映射是一个满射ꎬ下面证明该映射是单射ꎮ 假设 δ１ 和 δ２ 是 Ｌ 的 ｃｏｌｏｒ 双

导子ꎬ且满足 􀭰δ１ ＝ 􀭰δ２ꎮ 令 δ＝ δ１－δ２ꎬ有
􀭰δ１(􀭰ｘꎬ􀭰ｙ)＝ 􀭰δ２(􀭰ｘꎬ􀭰ｙ)ꎬ　 ∀􀭰ｘꎬ􀭰ｙ∈Ｌꎮ

由 􀭰δ１(􀭰ｘꎬ􀭰ｙ)＝ δ１(ｘꎬｙ)ꎬ 􀭰δ２(􀭰ｘꎬ􀭰ｙ)＝ δ２(ｘꎬｙ)ꎬ得δ１(ｘꎬｙ)＝ δ２(ｘꎬｙ)ꎮ 因此

δ(ｘꎬｙ)＝ δ１(ｘꎬｙ)－δ２(ｘꎬｙ)∈Ｚ(Ｌ)ꎬ
则此映射为单射ꎮ 因为

δ([ｘꎬｚ]ꎬｙ)＝ ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｚꎬｙ)]＋ε(ｙꎬｚ)[δ(ｘꎬｙ)ꎬｚ] ＝ ０ꎬ
即 δ(ＬꎬＬ′)＝ ０ꎬ所以 δ 是平凡的 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ

注 ２　 假设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬδ:Ｌ→Ｌ 是 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ并且满足

δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＝ －ε(ｕꎬｘ＋ｙ)δ([ｘꎬｙ]ꎬｕ)
＝ －ε(ｕꎬｘ＋ｙ)ε(δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｙꎬｕ)]－ε(ｕꎬｘ＋ｙ)ε(ｙꎬｕ)[δ(ｘꎬｕ)ꎬｙ]
＝ε(ｕ＋δꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]＋[δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]ꎮ

令 δ′:＝ δ ｜ Ｌ′:Ｌ′×Ｌ′→Ｌ′ꎬ则 δ′是 Ｌ′的 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ
定理 ３　 设 Ｌ 是无中心的李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ
(１) 则 Ｌ 的每一个特殊的 ｃｏｌｏｒ 双导子是 Ｌ′的特殊的 ｃｏｌｏｒ 双导子的唯一扩张ꎻ
(２) 如果 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ且 Ｌ＝Ｌ′ꎬ则 Ｌ 的特殊的 ｃｏｌｏｒ 双导子都是 ０ꎮ
证明　 (１) 设 δ１ꎬδ２ 都是 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ且 δ′１ ＝ δ′２ꎮ 令 δ＝ δ１－δ２ꎬ有

δ(Ｌ′ꎬＬ′)＝ (δ１－δ２)(Ｌ′ꎬＬ′)＝ δ１(Ｌ′ꎬＬ′)－δ２(Ｌ′ꎬＬ′)＝ ０ꎮ
用 ｕꎬｙ∈Ｌ′替代 δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＝ [δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]＋ε(δ＋ｕꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]中的 ｕꎬｙ∈Ｌꎬ有

δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＝ [δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ]＋ε(δ＋ｕꎬｘ)[ｘꎬδ(ｕꎬｙ)]ꎬ
即

[δ(ｕꎬｘ)ꎬｙ] ＝ ０ꎬ　 ∀ｘ∈Ｌꎬ　 ｕꎬｙ∈Ｌ′ꎬ
得 δ(ＬꎬＬ′)⊆ ＺＬ ( Ｌ′)ꎮ 由引理 ５ 知 δ ( ｕꎬ [ ｘꎬ ｙ]) ＝ ε ( δꎬ ｕ) [ ｕꎬ δ ( ｘꎬ ｙ)] ∈ ＺＬ ( Ｌ′)ꎬ ∀ｘꎬ ｙꎬ ｚ∈ Ｌꎬ故

[Ｌꎬδ(ＬꎬＬ)]⊂ＺＬ(Ｌ′)ꎮ 由式(１)可得

[δ(ｚꎬｗ)ꎬ[ｘꎬｙ]] ＝ε(δꎬｚ＋ｗ)[[ｚꎬｗ]ꎬδ(ｘꎬｙ)]ꎬ
因此

０＝[[ＬꎬＬ]ꎬδ(ＬꎬＬ′)] ＝[δ(ＬꎬＬ)ꎬ[ＬꎬＬ′]]ꎮ
对任意的 ｘꎬｙꎬｚꎬｕꎬｖ∈Ｌꎬ有

０＝[[[ｘꎬｙ]ꎬｚ]ꎬδ(ｕꎬｖ)]
＝[[ｘꎬｙ]ꎬ[ｚꎬδ(ｕꎬｖ)]]－ε(ｘ＋ｙꎬｚ)[ｚꎬ[[ｘꎬｙ]ꎬδ(ｕꎬｖ)]]
＝ε(ｘ＋ｙꎬｚ)ε(ｚꎬｘ＋ｙ＋δ＋ｕ＋ｖ)[[[ｘꎬｙ]ꎬδ(ｕꎬｖ)]ꎬｚ]
＝ε(ｚꎬδ＋ｕ＋ｖ)[[[ｘꎬｙ]ꎬδ(ｕꎬｖ)]ꎬｚ]ꎮ

因为 Ｌ 是无中心的ꎬ所以[[ｘꎬｙ]ꎬδ(ｕꎬｖ)] ＝ ０ꎮ 因此 δ(ＬꎬＬ′)⊂ＺＬ(Ｌ′)ꎬ即 δ 是 Ｌ 的特殊的 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎮ
(２) 设 δ 是 Ｌ 上的特殊的 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ由(１)得 δ(ＬꎬＬ′)⊂ＺＬ(Ｌ′)ꎬ又 Ｌ 是无中心的ꎬ且 Ｌ ＝ Ｌ′ꎬ故
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δ(ＬꎬＬ′)＝ ０ꎮ 设 δ＝ ０ꎬ存在 ｘ１ꎬｘ２∈Ｌꎬ满足 δ( ｘ１ꎬｘ２) ＝ ｚ１２≠０ꎬ因为 Ｌ 是无中心的ꎬ所以存在 ｘ３∈Ｌꎬ使得

[ｘ３ꎬｚ１２] ＝ ｚ≠０ꎮ 令 δ(ｘｉꎬｘｊ)＝ ｚｉｊꎬ ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ得
０＝ δ([ｘ１ꎬｘ３]ꎬｘ２)＝ ε(δꎬｘ１)[ｘ１ꎬδ(ｘ３ꎬｘ２)]＋ε(ｘ３ꎬｘ２)[δ(ｘ１ꎬｘ２)ꎬｘ３]
＝ε(δꎬｘ１)[ｘ１ꎬｚ３２]＋ε(ｘ３ꎬｘ２)[ｚ１２ꎬｘ３] ＝ε(δꎬｘ１)[ｘ１ꎬｚ３２]－ε(δ＋ｘ１ꎬｘ３)[ｘ３ꎬｚ１２]ꎮ

一方面ꎬ
０＝ δ([ｘ１ꎬｘ２]ꎬｘ３)
＝ ε(δꎬｘ１)[ｘ１ꎬδ(ｘ２ꎬｘ３)]＋ε(ｘ２ꎬｘ３)[δ(ｘ１ꎬｘ３)ꎬｘ２]
＝ε(δꎬｘ１)[ｘ１ꎬｚ２３]＋ε(ｘ２ꎬｘ３)[ｚ１３ꎬｘ２]ꎻ

另一方面ꎬ
０＝ δ([ｘ２ꎬｘ３]ꎬｘ１)
＝ ε(δꎬｘ２)[ｘ２ꎬδ(ｘ３ꎬｘ１)]＋ε(ｘ３ꎬｘ１)[δ(ｘ２ꎬｘ１)ꎬｘ３]
＝ε(δꎬｘ２)[ｘ２ꎬｚ３１]－ε(ｘ３ꎬｘ１)ε(ｘ２ꎬｘ１)[ｚ１２ꎬｘ３]
＝ε(δꎬｘ２)[ｘ２ꎬｚ３１]＋ε(ｘ３＋ｘ２ꎬｘ１)ε(δ＋ｘ１＋ｘ２ꎬｘ３)[ｘ３ꎬｚ１２]
＝ε(δꎬｘ２)[ｘ２ꎬｚ３１]＋ε(ｘ２ꎬｘ１)ε(δ＋ｘ２ꎬｘ３)ｚꎬ

因此

ε(δ＋ｘ１ꎬｘ３)ｚ ＝ε(δꎬｘ１)[ｘ１ꎬｚ３２] ＝[ｚ１３ꎬｘ２] ＝ －ε(ｘ１ꎬｘ３)[ｚ３１ꎬｘ２] ＝ε(ｘ１ꎬｘ３)ε(δ＋ｘ１＋ｘ３ꎬｘ２)[ｘ２ꎬｚ３１]
＝ －ε(ｘ１ꎬｘ３)ε(ｘ１＋ｘ３ꎬｘ２)ε(ｘ２ꎬｘ１)ε(δ＋ｘ２ꎬｘ３)ｚ＝ －ε(ｘ１ꎬｘ３)ε(δꎬｘ３)ｚꎬ

化简得 ｚ＝ －ｚꎬ与 ｚ≠０ 矛盾ꎬ因此 δ＝ ０ꎮ

３　 李 ｃｏｌｏｒ 代数的线性交换映射

引理 ６　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ ｆ:Ｌ→Ｌ 是线性 ｃｏｌｏｒ 交换映射ꎬ则
[[ｚꎬｗ]ꎬ[ｕꎬ ｆ([ｘꎬｙ])－[ｘꎬ ｆ(ｙ)]]] ＝ ０ꎬ　 ∀ｘꎬｙꎬｕꎬｗꎬｚ∈Ｌꎮ

证明　 因为 ｆ 是线性 ｃｏｌｏｒ 交换映射ꎬ所以[ ｆ(ｘ)ꎬｙ] ＝[ｘꎬ ｆ(ｙ)]ꎮ 设 δ:Ｌ×Ｌ→Ｌꎬ δ(ｘꎬｙ)＝ [ｘꎬ ｆ(ｙ)]ꎬ由
引理 １ 可知ꎬδ 是 ｃｏｌｏｒ 双导子ꎬ且 ｜ δ ｜ ＋ ｜ ｘ ｜ ＋ ｜ ｙ ｜ ＝ ｜ ｘ ｜ ＋ ｜ ｆ ｜ ＋ ｜ ｙ ｜ ꎬ即 ｜ δ ｜ ＝ ｜ ｆ ｜ ＝ ０ꎮ 由引理 ４ꎬ得

δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]∈ＺＬ(Ｌ′)ꎬ
故

[[ｚꎬｗ]ꎬδ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]] ＝ ０ꎬ　 ∀ｘꎬｙꎬｚꎬｕꎬｗ∈Ｌꎮ
因为

ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)] ＝ε(δꎬｕ)[ｕꎬ[ｘꎬ ｆ(ｙ)]] ＝[ｕꎬ[ｘꎬ ｆ(ｙ)]]ꎬ
δ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])＝ [ｕꎬ ｆ([ｘꎬｙ])]ꎬ　 ∀ｘꎬｙꎬｕ∈Ｌꎬ

所以

０ ＝[[ｚꎬｗ]ꎬδ(ｕꎬ[ｘꎬｙ])－ε(δꎬｕ)[ｕꎬδ(ｘꎬｙ)]]
＝[[ｚꎬｗ]ꎬ[ｕꎬ ｆ([ｘꎬｙ])]－[ｕꎬ[ｘꎬ ｆ(ｙ)]]]
＝[[ｚꎬｗ]ꎬ[ｕꎬ ｆ([ｘꎬｙ])－[ｘꎬ ｆ(ｙ)]]]ꎬ

因此[[ｚꎬｗ]ꎬ[ｕꎬ ｆ([ｘꎬｙ])－[ｘꎬ ｆ(ｙ)]]] ＝ ０ꎮ
定理 ４　 设 Ｌ 是李 ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ并且 Ｌ ＝ Ｌ′ꎬ ＺＬ(Ｌ′) ＝ {０}ꎬ如果 ｆ:Ｌ→Ｌ 是线性 ｃｏｌｏｒ 交换映射ꎬ则 ｆ∈

Γ－０(Ｌ)ꎮ
证明　 由引理 ６ 可知ꎬ ｆ 是线性 ｃｏｌｏｒ 交换映射ꎮ 任取 ｘꎬｙꎬｚꎬｕꎬｗ∈Ｌꎬ有

[[ｚꎬｗ]ꎬ[ｕꎬ ｆ([ｘꎬｙ])－[ｘꎬ ｆ(ｙ)]]] ＝ ０ꎬ
即

[ｕꎬ ｆ([ｘꎬｙ])－[ｘꎬ ｆ(ｙ)]]∈ＺＬ(Ｌ′)ꎮ
因为 ＺＬ(Ｌ′)＝ {０}ꎬ所以

[ｕꎬ ｆ([ｘꎬｙ])－[ｘꎬ ｆ(ｙ)]] ＝ ０ꎮ
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同理

ｆ([ｘꎬｙ])－[ｘꎬ ｆ(ｙ)]∈ＺＬ(Ｌ)＝ ＺＬ(Ｌ′)＝ {０}ꎬ
即

ｆ([ｘꎬｙ])＝ [ｘꎬ ｆ(ｙ)]ꎬ
因此

ｆ∈Γ－０(Ｌ)ꎮ
证毕ꎮ
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