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￣内射复形的刻画

李奇辉ꎬ杨刚∗

(兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要: ~Ｂ表示所有
~Ｂ￣复形构成的类ꎬＢ 表示包含所有内射 Ｒ￣模的模类ꎬ设 Ｎ 是复形ꎬ证明 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~Ｂ￣内射复形当且仅

当对任意的整数 ｉꎬＮｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎬ并且对
~Ｂ ￣复形 ＢꎬＨｏｍ(ＢꎬＮ)是正合的ꎮ
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１　 引言及预备知识

文献[１－２]引入 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 内射模ꎬＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦模ꎬ之后这些同调模受到了广泛的

研究ꎬ发展成 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调代数ꎮ 文献[３]刻画 Ｄｉｎｇ￣Ｃｈｅｎ 环上的 Ｄｉｎｇ￣投射模和 Ｄｉｎｇ￣内射模ꎬ并且研究

Ｄｉｎｇ￣投射复形和 Ｄｉｎｇ￣内射复形的相关性质ꎻ文献[４]引入 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模与 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣投射模的概

念ꎬ其中 Ｂ 是包含所有内射模的 Ｒ￣模类ꎮ
受上述研究的启发ꎬ本文引入 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~

Ｂ ￣内射复形的概念ꎬ证明复形 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形当

且仅当对任意的整数 ｉꎬＮｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎬ并且对 Ｂ ￣复形 ＢꎬＨｏｍ(ＢꎬＮ)是正合的ꎮ
本文中ꎬＲ 是有单位元的结合环ꎬＲ￣Ｍｏｄ 是左 Ｒ￣模范畴ꎬＢ 是包含所有内射模类的 Ｒ￣模类ꎬＣｈ(Ｒ)是 Ｒ￣

模的复形范畴ꎬ下面定义由 Ｇｉｌｌｅｓｐｉｅ 和 Ｉａｃｏｂ 给出ꎮ
定义 １[４] 　 称 Ｒ￣模的复形 Ｘ 是 Ｈｏｍ(Ｂꎬ􀅰) ￣零调的ꎬ如果 Ｂ∈ＢꎬＨｏｍ(ＢꎬＸ)是阿贝尔群的正合复形ꎮ

若 Ｘ 自身也是正合的ꎬ则称 Ｘ 是正合 Ｈｏｍ(Ｂꎬ􀅰) ￣零调复形ꎮ 称 Ｒ￣模 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射的ꎬ 如果存

在内射 Ｒ￣模的正合 Ｈｏｍ(Ｂꎬ􀅰) ￣零调复形 Ｅ 使得 Ｎ＝ Ｚ０Ｅꎬ并且把由所有 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ￣内射模构成的类记

为 Ｇ ＩＢꎮ
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　 　 令

Ｘ＝:􀆺 →Ｘ ｉ＋１

δｉ＋１→Ｘ ｉ

δｉ→Ｘ ｉ－１ →􀆺
是 Ｒ￣模的复形ꎬｍ 是整数ꎬ则复形第 ｍ 层次的循环是 Ｋｅｒ(δｍ)ꎬ记为 ＺｍＸꎻ第 ｍ 层次的边缘是 Ｉｍ(δｍ＋１)ꎬ记为

ＢｍＸꎻ第 ｍ 层次的同调为 Ｈｍ(Ｘ)＝ ＺｍＸ / ＢｍＸꎮ 称复形 Ｘ 是正合(零调)的ꎬ如果 ｉ∈Ｚꎬ都有 Ｈｉ(Ｘ)＝ ０ꎮ 令 Ｋ

是左 Ｒ￣模ꎮ 以 Ｄｉ(Ｋ)表示复形􀆺→０→Ｋ→ｉｄ Ｋ→０→􀆺ꎬ其中第 ｉ 和 ｉ－１ 层次是左 Ｒ￣模 Ｋꎬ其余层次均为零ꎻ
Ｓｉ(Ｋ)表示复形􀆺→０→Ｋ→０→􀆺ꎬ其中第 ｉ 层次是左 Ｒ￣模 Ｋꎬ其余层次均为零ꎮ 称复形 Ｘ 是上有界复形ꎬ如
果 ｉ≫０ꎬ有Ｘ ｉ ＝ ０ꎻ称复形 Ｘ 是下有界复形ꎬ如果 ｉ≪０ꎬ有 Ｘ ｉ ＝ ０ꎻ称复形 Ｘ 是有界复形ꎬ如果 Ｘ 不仅是上有界复

形也是下有界复形ꎬ即 ｜ ｉ ｜≫０ꎬ有 Ｘ ｉ ＝ ０ꎮ
令 Ｘ 和 Ｙ 是复形ꎬ则复形态射 α:Ｘ→Ｙ 是指 Ｒ￣模同态的序列(αｎ) ｎ∈Ｚꎬ其中αｎ:Ｘｎ→Ｙｎꎬ使得 ｎ∈Ｚ 都有

αｎ－１δＸｎ ＝ δＹｎαｎꎮ 称态射 α:Ｘ→Ｙ 是零伦的ꎬ如果存在 ｓｉ:Ｘ ｉ→Ｙｉ＋１使得 ｉ∈Ｚꎬ有 ｆｉ ＝ δＹｉ＋１ｓｉ＋ｓｉ－１δＸｉ ꎮ 以 ＨｏｍＲ(ＸꎬＹ)
表示阿贝尔群的复形ꎬ其中第 ｍ 层次是

ＨｏｍＲ(ＸꎬＹ)ｍ ＝ ∏
ｉ∈Ｚ

ＨｏｍＲ(Ｘ ｉꎬＹｉ＋ｍ)ꎬ

微分是

(δ(ｇ)) ｉ ＝ δＹｉ＋ｍｇｉ－(－１)ｍｇｉ－１δＸｉ ꎮ

２　 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ
　 ~

￣内射复形

称复形 Ｂ 是 Ｂ ￣复形ꎬ如果它正合且 ＺｎＢ∈Ｂꎬ以下把所有 Ｂ ￣复形构成的类记做
~
Ｂꎮ

定义 ２　 称复形 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射的ꎬ如果存在内射复形的正合序列

􀆺→Ｅ１→Ｅ０→Ｅ ０→Ｅ１→􀆺
使得 Ｎ≅Ｋｅｒ(Ｅ ０→Ｅ１)ꎬ并且对 Ｂ￣复形 Ｂꎬ函子 Ｈｏｍ(Ｂꎬ－)作用后仍然得到正合序列ꎮ

引理 １　 若 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形ꎬ则对 ｎ≥１ 和 Ｂ￣复形 Ｂꎬ都有 Ｅｘｔｎ(ＢꎬＮ)＝ ０ꎮ

证明　 由 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形的定义可知ꎬ存在正合序列

０→Ｎ→Ｅ ０→Ｅ１→􀆺
使得对 ｉ≥０ꎬＥ ｉ是内射的ꎬ并且对 Ｂ￣复形 Ｂꎬ函子 Ｈｏｍ(Ｂꎬ－)作用之后仍然得到正合序列ꎮ 故对 ｎ≥１ꎬ有
Ｅｘｔｎ(ＢꎬＮ)＝ ０ꎮ

引理 ２　 若 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形ꎬ则对 ｉ∈ＺꎬＮｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎮ

证明　 因为 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形ꎬ所以存在内射复形的正合序列

􀆺→Ｅ１→Ｅ０→Ｅ ０→Ｅ１→􀆺
使得 Ｎ≅Ｋｅｒ(Ｅ ０→Ｅ１)ꎬ并且对Ｂ￣复形 Ｂꎬ函子 Ｈｏｍ(Ｂꎬ－)作用之后仍然得到正合序列ꎮ 进而有上行正合的

交换图:
􀆺 →Ｈｏｍ(Ｄｉ(Ｘ)ꎬＥ１) →Ｈｏｍ(Ｄｉ(Ｘ)ꎬＥ０) →Ｈｏｍ(Ｄｉ(Ｘ)ꎬＥ ０) →􀆺

≅↓ ≅↓ ≅↓
􀆺 →Ｈｏｍ(Ｘꎬ(Ｅ１) ｉ) →Ｈｏｍ(Ｘꎬ(Ｅ０) ｉ) →Ｈｏｍ(Ｘꎬ(Ｅ ０) ｉ) →􀆺

其中 ｉ∈Ｚꎬ Ｘ∈Ｂꎮ 又因为垂直的映射是同构的[５]ꎬ所以下行也是正合的ꎬ故对 Ｘ∈Ｂꎬ内射模的正合列

􀆺→(Ｅ１) ｉ→(Ｅ０) ｉ→(Ｅ ０) ｉ→(Ｅ１) ｉ→􀆺
被函子 Ｈｏｍ(Ｘꎬ－)作用后仍然得到正合序列ꎮ 显然ꎬＮｉ≅Ｋｅｒ((Ｅ ０) ｉ→(Ｅ１) ｉ)ꎬ即 Ｎｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内
射模ꎮ

引理 ３　 令 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模的复形ꎬ则对Ｂ ￣复形 ＢꎬＨｏｍ(ＢꎬＮ)是正合的当且仅当 Ｅｘｔ１(ＢꎬＮ)＝ ０ꎮ
证明　 由文献[５]中引理 ２.１ 即可证明ꎮ
引理 ４　 令 ０→Ｍ→ｆ Ｎ→ｇ Ｌ→０ 是 Ｒ￣模的短正合列ꎬ若 ＬꎬＮ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎬ则 Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣

内射模当且仅当对 Ｂ∈Ｂ 有 Ｅｘｔ１(ＢꎬＭ)＝ ０ꎮ
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证明　 必要性显然成立ꎮ
下证充分性ꎮ 若 ＬꎬＮ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎬ并且对 Ｂ∈Ｂ 有 Ｅｘｔ１(ＢꎬＭ)＝ ０ꎬ则存在模的正合列

Ｎ ＝:􀆺→Ｉ１→Ｉ０→Ｎ→０ꎬ

Ｌ ＝:􀆺→Ｅ１→Ｅ０→Ｌ→０ꎬ
其中对 ｉ∈ＺꎬＩｉ 与 Ｅ ｉ 是内射模ꎬ并且对 Ｂ∈Ｂꎬ函子 Ｈｏｍ(Ｂꎬ－)作用后仍然得到正合序列ꎮ 注意到 Ｂ 是包

含所有内射模的类ꎬ易知模同态 ｇ:Ｎ→Ｌ 可以诱导出复形同态 α:Ｎ →Ｌꎮ 若令 Ｃ 是 α 的映射锥ꎬ则 Ｃ 是正

合复形ꎬ并且对 Ｂ∈Ｂꎬ函子 Ｈｏｍ(Ｂꎬ－)作用 Ｃ 后仍然得到正合序列ꎮ 考虑交换图

Ｍ＝:􀆺 →Ｉ０⊕Ｅ１ →Ｋ →０ →０

􀪅
􀪅

↓ ↓
Ｃ ＝:􀆺 →Ｉ０⊕Ｅ１ →Ｎ⊕Ｅ０ →Ｌ →０

↓ ↓

􀪅
􀪅

Ｄ ＝:􀆺 →０ →Ｌ 􀪅􀪅􀪅􀪅 Ｌ →０ꎬ
其中 Ｋ＝Ｋｅｒ(Ｎ⊕Ｅ０→Ｌ)ꎬ显然序列 ０→Ｍ→Ｃ→Ｄ→０ 是正合的ꎮ 因为 Ｃ 与 Ｄ 均正合ꎬ并且对于 Ｂ∈Ｂꎬ函
子 Ｈｏｍ(Ｂꎬ－)作用后仍然得到正合序列ꎬ所以 Ｍ 也正合ꎬ并且函子 Ｈｏｍ(Ｂꎬ－)作用后仍然得到正合序列ꎮ
易知ꎬ存在同态 ｈ:Ｍ→Ｋ 使得下图交换:

０ →Ｍ
ｆ
→Ｎ

ｇ
→Ｌ →０

ｈ↓ ρ↓

􀪅
􀪅

０ →Ｋ →Ｎ⊕Ｅ０ →Ｌ →０ꎬ
其中 ρ:Ｎ→Ｎ⊕Ｅ０ 是典范嵌入ꎮ 由短五引理知ꎬｈ 是单的ꎬ进而知 Ｃｏｋｅｒ(ｈ)≅Ｃｏｋｅｒ(ρ)＝ Ｅ０ꎬ因此 Ｒ￣模序列

０→Ｍ→Ｋ→Ｅ０→０ 是正合的ꎮ 此外ꎬ由假设知 Ｅｘｔ１(Ｅ０ꎬＭ)＝ ０ꎬ故该正合列可裂ꎬ即 Ｋ≅Ｅ０⊕Ｍꎮ 另一方面ꎬ
由维数转移可知ꎬ对 Ｂ∈Ｂꎬ ｉ≥１ 有 Ｅｘｔｉ(ＢꎬＭ)＝ ０ꎬ并且 Ｅｘｔｉ(ＢꎬＫ)≅Ｅｘｔｉ(ＢꎬＥ０⊕Ｍ)＝ ０ꎮ 因此ꎬ对 Ｂ∈Ｂꎬ
函子 Ｈｏｍ(Ｂꎬ－)作用 Ｋ 的内射分解:

Ｋ＝:０→Ｋ→Ｉ ０→Ｉ１→􀆺
后仍然得到正合序列ꎮ 结合 Ｍ 与 Ｋ 可得 Ｋ 的完全内射分解ꎬ并且 Ｋ≅Ｅ０⊕Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎮ 由

文献[４]中引理 １９ 可知ꎬＭ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎮ
引理 ５　 令→Ｎ→Ｅ→ｆ Ｍ→０ 是 Ｒ￣模的短正合列ꎬ若 ＭꎬＮ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎬＥ 是内射模ꎬ则对于任

意同态 ｆ ′:Ｅ′→Ｍ 有 Ｋｅｒ(α)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎬ其中 Ｅ′是内射模ꎬα ＝ ( ｆꎬ ｆ ′):Ｅ⊕Ｅ′→Ｍ ｖｉａ(ｘꎬｙ) ｜→
ｆ(ｘ)＋ｆ ′(ｘ)ꎬ ｘ∈Ｅꎬ ｙ∈Ｅ′ꎮ

证明　 设 ｇ:Ｂ→Ｍ 是 Ｒ￣模同态ꎬ其中 Ｂ∈Ｂꎬ则存在 Ｒ￣模同态 ｈ:Ｂ→Ｅ 使得 ｇ＝ ｆ ｈꎮ 现假设 Ｒ￣模同态 ｆ ′:
Ｅ′→Ｍꎬ其中 Ｅ′是内射模ꎮ 显然序列

０→Ｋｅｒ(α)→Ｅ⊕Ｅ′→α Ｍ→０
是正合的ꎮ 定义 Ｒ￣模同态 􀭵ｈ:Ｂ→Ｅ⊕Ｅ′ꎬ 􀭵ｈ(ｘ)＝ (ｈ(ｘ)ꎬ０)ꎬ ｘ∈Ｂꎬ则 α􀭵ｈ＝ｇꎮ 由正合序列

Ｈｏｍ(ＢꎬＥ⊕Ｅ′)→Ｈｏｍ(ＢꎬＭ)→Ｅｘｔ１(ＢꎬＫｅｒ(α))→Ｅｘｔ１(ＢꎬＥ⊕Ｅ′)＝ ０
可得ꎬＥｘｔ１(ＢꎬＫｅｒ(α))＝ ０ꎮ 因此ꎬ由引理 ４ 可知ꎬＫｅｒ(α)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎮ

定理 １　 设 Ｎ 是复形ꎬ则 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形当且仅当对 ｉ∈ＺꎬＮｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎬ并

且对 Ｂ ￣复形 ＢꎬＨｏｍ(ＢꎬＮ)是正合的ꎮ
证明　 必要性由引理 １—３ 即可证明ꎮ
下证充分性ꎮ 由于对 ｉ∈ＺꎬＮｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎬ则存在 Ｒ￣模的短正合列

０→Ｍｉ→Ｘ ｉ→
ｆｉ Ｎｉ→０ꎬ

其中 Ｘ ｉ 是内射模ꎬＭｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎮ 令
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Ｅ０ ＝:􀆺 →Ｅ ｉ＋１

δｉ＋１→Ｅ ｉ

δｉ→Ｅ ｉ－１ →􀆺ꎬ
其中对任意的整数 ｉꎬＥ ｉ ＝Ｘ ｉ＋１⊕Ｘ ｉꎬ δｉ:Ｅ ｉ→Ｅ ｉ－１ ｖｉａ δｉ(ｘꎬｙ) ｜→(ｙꎬ０)ꎬ (ｘꎬｙ)∈Ｘ ｉ＋１⊕Ｘ ｉꎮ 显然ꎬＥ０ 是内射复

形ꎮ 诱导出复形的态射 α＝(αｉ) ｉ∈Ｚ:Ｅ０→Ｎꎬ如下图:

􀆺 →Ｘ ｉ＋２⊕Ｘ ｉ＋１

δｉ＋１→Ｘ ｉ＋１⊕Ｘ ｉ

δｉ→Ｘ ｉ⊕Ｘ ｉ－１ →􀆺

↓ ↓ ↓

􀆺 →Ｎｉ＋１

δＮｉ＋１ →Ｎｉ

δＮｉ →Ｎｉ－１ →􀆺

即对任意的 ｉ∈Ｚꎬ αｉ ＝
δＮｉ＋１ ｆｉ＋１

ｆｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ 显然 α 是满的ꎬ进而有复形的短正合列

０→Ｋ１→Ｅ０→
α Ｎ→０ꎮ

由引理 ５ 可知ꎬ对 ｉ∈Ｚꎬ(Ｋ１) ｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎬ因此得到阿贝尔群的序列

０→Ｈｏｍ(ＢꎬＫ１)→Ｈｏｍ(ＢꎬＥ０)→Ｈｏｍ(ＢꎬＮ)→０
是正合的ꎬ其中 Ｂ∈ ~

Ｂꎮ 由于 Ｈｏｍ(ＢꎬＥ０)与 Ｈｏｍ(ＢꎬＮ)均正合ꎬ故 Ｈｏｍ(ＢꎬＫ１)也正合ꎬ因此 Ｅｘｔ１(ＢꎬＫ１)＝ ０ꎮ
进而得到了如下正合列

０→Ｈｏｍ(ＢꎬＫ１)→Ｈｏｍ(ＢꎬＥ０)→Ｈｏｍ(ＢꎬＮ)→０ꎮ
重复上面的步骤ꎬ得到复形的正合序列

􀆺→Ｅ１→Ｅ０→Ｎ→０ꎬ
使得对 ｉ≥０ꎬＥ ｉ 是内射的ꎬ并且对 Ｂ ￣复形 Ｂꎬ函子 Ｈｏｍ(Ｂꎬ－)作用后仍然得到正合序列ꎮ 做 Ｎ 的内射分解

０→Ｎ→Ｅ ０→Ｅ１→􀆺
由文献[４]中引理 ２０ 可知ꎬＫ ｉ

ｊ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎬ其中 Ｋ ｉ ＝Ｋｅｒ(Ｅ ｉ→Ｅ ｉ＋１)ꎬ ｊ∈Ｚꎬ ｉ≥０ꎮ 易知对 Ｂ ￣复
形 Ｂꎬ函子 Ｈｏｍ(Ｂꎬ－)作用 Ｎ 的内射分解后仍然得到正合序列ꎮ 综上所述ꎬＮ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~

Ｂ ￣内射复形ꎮ
令 Ｃ 是 Ａｂｅｌ 范畴ꎬ称 Ｃ 中对象的类Ｘ 是投射可解的[６]ꎬ如果Ｘ 包含所有投射对象ꎬ 并且对任意的短正

合列 ０→Ｘ′→Ｘ→Ｘ″→０ꎬ若 Ｘ″∈Ｘꎬ则 Ｘ∈Ｘ 当且仅当 Ｘ′∈Ｘꎮ 对偶地ꎬ称 Ｃ 中对象的类Ｙ 是内射可解的ꎬ如果

Ｙ 包含所有内射对象ꎬ并且对任意的短正合列 ０→Ｙ′→Ｙ→Ｙ ″→０ꎬ若 Ｙ′∈Ｘꎬ则 Ｙ∈Ｘ 当且仅当 Ｙ ″∈Ｘꎮ
推论 １　 所有 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~

Ｂ ￣内射复形构成的类是复形范畴中的内射可解类ꎮ
证明　 显然任意内射复形是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~

Ｂ ￣内射复形ꎮ 考虑复形的短正合列

０→Ｘ→Ｙ→Ｚ→０ꎬ
其中 Ｘ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~

Ｂ ￣内射复形ꎮ 若 Ｚ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形ꎬ得到阿贝尔群的正合序列

０→Ｈｏｍ(ＢꎬＸ)→Ｈｏｍ(ＢꎬＹ)→Ｈｏｍ(ＢꎬＺ)→０ꎬ
其中 Ｂ∈ ~

Ｂꎮ 因为 Ｈｏｍ(ＢꎬＸ)与 Ｈｏｍ(ＢꎬＺ)均正合ꎬ所以 Ｈｏｍ(ＢꎬＹ)也正合ꎮ 对于任意的整数 ｉꎬ存在正合

列 ０→Ｘ ｉ→Ｙｉ →Ｚｉ → ０ꎬ其中 Ｘ ｉ 与 Ｚｉ 都是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎮ 由文献 [４] 中引理 ２０ 可知ꎬＹｉ 也是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ￣内射模ꎮ 因此ꎬ由定理 １ 可知ꎬＹ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形ꎮ

若 Ｙ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形ꎬ则由文献[４]中引理 ２０ 可得ꎬ对于 ｉ∈ＺꎬＺｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎻ对

Ｂ∈ ~
Ｂꎬ阿贝尔群的序列

０→Ｈｏｍ(ＢꎬＸ)→Ｈｏｍ(ＢꎬＹ)→Ｈｏｍ(ＢꎬＺ)→０
是正合的ꎬ并且因为 Ｈｏｍ(ＢꎬＸ)与 Ｈｏｍ(ＢꎬＹ)均正合ꎬ所以 Ｈｏｍ(ＢꎬＺ)也正合ꎮ 故由定理 １ 可知ꎬＺ 也是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形ꎮ

命题 １　 若 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模的上有界复形ꎬ则 Ｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形ꎮ

证明　 令

Ｎ＝ ０→Ｎ０→Ｎ－１→Ｎ－２→􀆺

其中对任意整数 ｉ、Ｎｉ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ Ｂ ￣内射模ꎮ 由引理 ３ 和定理 １ 知ꎬ只需证对 Ｂ∈ ~
Ｂꎬ有 Ｅｘｔ１(ＢꎬＮ)＝ ０ꎬ即
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证明 Ｎ 关于 Ｂ 的扩张 ０→Ｎ→μ Ｘ→ν Ｂ→０ 可裂ꎮ 考虑交换图

⋮ ⋮ ⋮

↓ ↓ ↓
０ →０

μ２ →Ｘ２

ν２→Ｂ２ →０

↓ δＸ２↓ δＢ２↓
０ →０

μ１ →Ｘ１

ν１→Ｂ１ →０

↓ δＸ１↓ δＢ１↓
０ →Ｎ０

μ０→Ｘ０

ν０→Ｂ０ →０
δＮ０↓ δＸ０↓ δＢ０↓

０ →Ｎ－１

μ－１→Ｘ－１

ν－１→Ｂ－１ →０

↓ ↓ ↓
⋮ ⋮ ⋮　 　 　

因为交换图的行可裂ꎬ所以对 ｉ∈Ｚꎬ存在同态 ｆｉ:Ｂ ｉ→Ｘ ｉ 使得 νｉ ｆｉ ＝ ｉｄＢｉ
ꎮ 显然对 ｉ>０ꎬ ｆｉ ＝ ν

－１
ｉ 是同构ꎮ 因

此对 ｉ>０ꎬ δＸｉ＋１ ｆｉ＋１ ＝ ｆｉδＢｉ＋１ꎮ
注意到ꎬ当 ｉ＝ ０ 时ꎬν０(δＸ１ ｆ１－ｆ０ δＢ１ )＝ ０ꎬ因此 Ｉｍ(δＸ１ ｆ１－ｆ０ δＢ１ )⊆Ｋｅｒ ν０ ＝ Ｉｍ μ０ꎬ进而存在态射ｇ０:Ｂ１→Ｎ０ 使得

μ０ｇ０ ＝ δＸ１ ｆ１－ｆ０ δＢ１ ꎮ 因为 μ０ｇ０δＢ２ ＝(δＸ１ ｆ１－ｆ０ δＢ１ )δＢ２ ＝ ０ꎬ并且 μ０ 单ꎬ所以 ｇ０δＢ２ ＝ ０ꎬ即 Ｉｍ δＢ２ ⊆Ｋｅｒ ｇ０ꎬ于是由分解引

理知存在态射ｇ′０:Ｉｍ δＢ１→Ｎ０ 使得 ｇ０ ＝ｇ′０π１ꎬ其中π１:Ｂ１→Ｉｍ δＢ１ 是自然满同态ꎮ 然后考虑正合列

０→Ｉｍ δＢ１→
α１ Ｂ０→Ｉｍ δＢ０→０ꎬ

用函子 Ｈｏｍ(－ꎬＮ０)作用上述序列后得到正合列

０→Ｈｏｍ( Ｉｍ δＢ０ ꎬＮ０)→Ｈｏｍ(Ｂ０ꎬＮ０)→Ｈｏｍ( Ｉｍ δＢ１ ꎬＮ０)→Ｅｘｔ１( Ｉｍ δＢ０ ꎬＮ０)＝ ０ꎬ
因此存在态射ω０:Ｂ０→Ｎ０ 使得 ｇ′０ ＝ω０α１ꎮ 因为 δＢ１ ＝α１π１ꎬ所以 ｇ０ ＝ω０δＢ１ ꎮ 令 ｈ０ ＝μ０ω０＋ｆ０∈Ｈｏｍ(Ｂ０ꎬＸ０)ꎬ则

ｈ０δＢ１ ＝(μ０ω０＋ｆ０)δＢ１ ＝μ０ω０δＢ１ ＋ｆ０ δＢ１ ＝ δＸ１ ｆ１ꎬ
并且

ν０ｈ０ ＝ν０(μ０ω０＋ｆ０)＝ ν０ ｆ０ ＝ ｉｄＢ０
ꎮ

当 ｉ＋１< ０ 时ꎬ重复上面的步骤可以得到 ｈｉ＋１ ＝ μｉ＋１ ωｉ＋１ ＋ ｆｉ＋１ ∈Ｈｏｍ(Ｂ ｉ＋１ꎬＸ ｉ＋１)使得 ｈｉ＋１ δＢｉ＋２ ＝ δＸｉ＋２ ｈｉ＋２ꎬ
νｉ＋１ｈｉ＋１ ＝ ｉｄＢｉ＋１

ꎮ 对于第 ｉ 层次ꎬ以下构造ｈｉ:Ｂ ｉ→Ｘ ｉꎮ
注意到ꎬνｉ(δＸｉ＋１ｈｉ＋１－ｆｉ δＢｉ＋１)＝ ０ꎬ因此 Ｉｍ(δＸｉ＋１ｈｉ＋１－ｆｉ δＢｉ＋１)⊆Ｋｅｒ νｉ ＝ Ｉｍ μｉꎮ 进而存在态射 ｇｉ:Ｂ ｉ＋１→Ｎｉ 使得

μｉｇｉ ＝ δＸｉ＋１ｈｉ＋１－ｆｉ δＢｉ＋１ꎮ 因为μｉｇｉ δＢｉ＋２ ＝(δＸｉ＋１ｈｉ＋１－ｆｉ δＢｉ＋１)δＢｉ＋２ ＝ ０ꎬ并且 μｉ 单ꎬ所以 ｇｉ δＢｉ＋２ ＝ ０ꎬ即 Ｉｍ δＢｉ＋２⊆Ｋｅｒ ｇｉꎬ于是

由分解引理知存在态射ｇ′ｉ:Ｉｍ δＢｉ＋１→Ｎｉ 使得 ｇｉ ＝ｇ′ｉπｉ＋１ꎬ其中πｉ＋１:Ｂ ｉ＋１→Ｉｍ δＢｉ＋１是自然满同态ꎮ 考虑正合列

０→Ｉｍ δＢｉ＋１
αｉ＋１→Ｂ ｉ→Ｉｍ δＢｉ →０ꎬ

用函子 Ｈｏｍ(－ꎬＮｉ)作用上述序列后得到正合列

０→Ｈｏｍ( Ｉｍ δＢｉ ꎬＮｉ)→Ｈｏｍ(Ｂ ｉꎬＮｉ)→Ｈｏｍ( Ｉｍ δＢｉ＋１ꎬＮｉ)→Ｅｘｔ１( Ｉｍ δＢｉ ꎬＮｉ)＝ ０ꎬ
因此存在态射ωｉ:Ｂ ｉ→Ｎｉ 使得 ｇ′ｉ ＝ωｉαｉ＋１ꎬ因为 δＢｉ＋１ ＝αｉ＋１πｉ＋１ꎬ所以 ｇｉ ＝ωｉδＢｉ＋１ꎮ 令 ｈｉ ＝μｉωｉ＋ｆｉ∈Ｈｏｍ(Ｂ ｉꎬＸ ｉ)ꎬ则

ｈｉδＢｉ＋１ ＝(μｉωｉ＋ｆｉ)δＢｉ＋１ ＝μｉωｉδＢｉ＋１＋ｆｉ δＢｉ＋１ ＝ δＸｉ＋１ ｆｉ＋１ꎬ
并且

νｉｈｉ ＝νｉ(μｉωｉ＋ｆｉ)＝ νｉ ｆｉ ＝ ｉｄＢｉ
ꎮ

当 ｉ>０ 时ꎬ令 ｈｉ ＝ｆｉꎬ则有复形态射 ｈ:Ｂ→Ｘ 使得 νｈ＝１Ｂꎮ 因此正合列 ０→Ｎ→Ｘ→Ｂ→０ 可裂ꎬ即 Ｅｘｔ１(ＢꎬＮ)＝ ０ꎮ
注　 令 Ｂ 是由所有 Ｒ￣模构成的模类ꎬ则 ~

Ｂ 恰好是所有正合复形构成的类ꎬ进而由文献[７]中定义 １.１
(２)易知 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~

Ｂ ￣内射复形恰好是 ＤＧ￣内射复形ꎮ 若令 Ｂ 是由所有内射 Ｒ￣模构成的模类ꎬ则 ~
Ｂ 恰好

是所有内射复形构成的类ꎬ由文献[８]中定义 ２.２ 易知ꎬＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ~
Ｂ ￣内射复形恰好是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ￣内射复形ꎮ

(下转第 １５８ 页)


