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算子乘积 ＡＢ 及 ＢＡ 的 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理

刘妮ꎬ焦红英ꎬ王亚利
(空军工程大学基础部ꎬ 陕西 西安 ７１００５１)

摘要:设 Ｈ 为复可分无限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬＡ、Ｂ 为 Ｈ 上的有界线性算子ꎮ 利用算子分块技巧ꎬ证明了算子乘积 ＡＢ 满足
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Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ Ｈ ｂｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｅｐａｒａｂｌｅ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅｓ. Ｌｅｔ ＡꎬＢ ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｂｏｕｎｄｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｏｎ Ｈ. Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ
ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｂｌｏｃｋꎬ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｏｆ Ｂｒｏｗｄｅｒ̓ｓ ｔｈｅｏｒｅｍ ｈｏｌｄｉｎｇ ｆｏｒ ＡＢ ａｎｄ ＢＡ ｉｓ ｇｉｖｅｎꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ Ｂｒｏｗｄｅｒ̓ｓ
ｔｈｅｏｒｅｍ ｈｏｌｄｉｎｇ ｆｏｒ ＡＢ⊕ＢＡ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅｓꎻ Ｂｒｏｗｄｅｒ̓ｓ ｔｈｅｏｒｅｍꎻ Ｗｅｙｌ̓ｓ ｔｈｅｏｒｅｍꎻ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

０　 引言

设 Ｈ 与 Ｋ 表示无限(可分)复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬＢ(Ｈ )与 Ｂ(ＨꎬＫ )分别表示 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上和从 Ｈ
到 Ｋ 上全体有界线性算子之集ꎮ 对算子 Ａ∈Ｂ(ＨꎬＫ )ꎬ分别用 Ａ∗、Ｎ(Ａ) 、Ｒ(Ａ)和 σ(Ａ)表示 Ａ 的伴随

算子、核空间、值域和谱ꎮ 记 ｎ(Ａ)＝ ｄｉｍ Ｎ(Ａ)为零空间的维数ꎬｄ(Ａ)＝ ｄｉｍ Ｒ(Ａ)⊥为值域正交补空间维数ꎮ
设算子 Ｔ∈Ｂ(ＨꎬＫ )ꎬ若 Ｒ(Ｔ)是闭空间且 Ｎ(Ｔ)为有限维空间ꎬ则称 Ｔ 为左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎮ 若 Ｔ∗是左

Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ则称 Ｔ 为右 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎮ Ｔ 称为 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ如果 Ｔ 和 Ｔ∗都是左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎮ 记

Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子 Ｔ 的指标为 ｉｎｄ(Ｔ)＝ ｎ(Ｔ)－ｄ(Ｔ)ꎮ 若 Ｔ 是 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子且 ｉｎｄ(Ｔ)＝ ０ꎬ则称 Ｔ 为 Ｗｅｙｌ 算子ꎮ
当 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )时ꎬ记 Ｔ 的左本质谱、右本质谱和 Ｗｅｙｌ 谱为别为

σｌｅ(Ｔ):＝{λ∈Ｃ:Ｔ－λＩ 不是左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子}ꎬ
σｒｅ(Ｔ):＝{λ∈Ｃ:Ｔ－λＩ 不是右 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子}ꎬ

σｗ(Ｔ):＝{λ∈Ｃ:Ｔ－λＩ 不是 Ｗｅｙｌ 算子}ꎮ
记 ｉｓｏ σ(Ｔ)为 Ｔ 的全体孤立谱点之集ꎬ且 π００(Ｔ)＝ {λ∈ｉｓｏ σ(Ｔ):０<ｎ(Ｔ－λＩ) <∞ }为全体有限重孤立特征

值之集ꎮ 若 σ(Ｔ) ＼σｗ(Ｔ)⊆π００(Ｔ)ꎬ则称 Ｔ∈Ｂ(Ｈ)满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ 尤其ꎬ如果 σ(Ｔ) ＼σｗ(Ｔ)＝ π００(Ｔ)ꎬ
则称 Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎮ

Ｗｅｙｌ 定理指 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间自伴算子的 Ｗｅｙｌ 谱恰好等于它的谱集去掉有限重孤立特征值[１]ꎬ许多学者研

究了哪些算子类能够满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎬ满足 Ｗｅｙｌ 定理的算子类不断得到扩大[２￣７]ꎮ 另外ꎬ许多学者尝试利用
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不同的谱集提出算子满足 Ｗｅｙｌ 型定理的各种判定方法[８￣１０]ꎮ 特别是作为 Ｗｅｙｌ 定理的拓广形式ꎬＨａｒｔｅ 等[６]

定义并研究了算子的 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ 本文主要证明算子乘积 ＡＢ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理当且仅当 ＢＡ 满足

Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎬ也等价于 ＡＢ⊕ＢＡ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ

１　 主要结果

为证明本文主要结论ꎬ需要下面 ２ 个引理:
引理 １[１１] 　 设 Ａ∈Ｂ(ＨꎬＫ )且 Ｂ∈Ｂ(ＫꎬＨ )则
(１) σ(ＡＢ) ＼{０} ＝σ(ＢＡ) ＼{０}且 σｗ(ＡＢ) ＼{０} ＝σｗ(ＢＡ) ＼{０}ꎻ
(２) σｌｅ(ＡＢ) ＼{０} ＝σｌｅ(ＢＡ) ＼{０}且对 λ∈Ｃ ＼σｌｅ(ＡＢ)ꎬ都有 ｉｎｄ(ＡＢ－λＩ)＝ ｉｎｄ(ＢＡ－λＩ)ꎻ
(３) ｎ(ＡＢ－λＩ)＝ ｎ(ＢＡ－λＩ)且 ｄ(ＡＢ－λＩ)＝ ｄ(ＢＡ－λＩ)对 λ≠０ꎮ
引理 ２[１２] 　 若 λ∉σｌｅ(Ａ)∩σｒｅ(Ａ)ꎬ则存在 δ>０ꎬ使得对所有的 ０< ｜ μ－λ ｜ <δ 都有 ｎ(Ａ－ μＩ)和 ｄ(Ａ－ μＩ)

为常值ꎮ
定理 １　 设 Ａ∈Ｂ(ＨꎬＫ )且 Ｂ∈Ｂ(ＫꎬＨ )ꎬ则下面命题等价:
(ａ) Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对对角算子矩阵 ＡＢ⊕ＢＡ:Ｈ⊕Ｋ 成立ꎻ
(ｂ) Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＡＢ 成立ꎻ
(ｃ) Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＢＡ 成立ꎻ

(ｄ) Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对ＭＣ:＝
ＡＢ Ｃ
０ ＢＡ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :Ｈ⊕Ｋ 成立ꎬ其中 Ｃ∈Ｂ(ＫꎬＨ )是任意的ꎮ

证明　 (ａ)⇒(ｂ)ꎮ 设 λ∈σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)ꎮ
情形 １　 若 λ≠０ꎬ则 ＡＢ－λＩ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ但 ＡＢ－λＩ 不可逆ꎬ故 ０<ｎ(ＡＢ－λＩ)<∞ ꎮ 由引理 ２ 可知 ＢＡ－λＩ

是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ故 (ＡＢ －λＩ) ⊕(ＢＡ －λＩ) 也是 Ｗｅｙｌ 算子ꎮ 因此ꎬ由 ( ａ) 知 λ∈ ｉｓｏ σ (ＡＢ⊕ＢＡ)ꎬ则 λ∈

ｉｓｏσ(ＡＢ)ꎬ又 ０<ｎ(ＡＢ－λＩ)<∞ ꎬ从而 λ∈π００(ＡＢ)ꎮ
情形 ２　 若 λ＝ ０ꎬ则 ＡＢ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ但 ＡＢ 不可逆ꎬ故 ０<ｎ(ＡＢ)<∞ ꎮ 需要证明 ０∈ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎮ 反设

０∉ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎬ则存在非 ０ 序列{λｍ}∞
ｍ＝１⊆σ(ＡＢ)使得 ｌｉｍ

ｍ→∞
λｍ ＝ ０ꎮ 又由于 ０∈σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)ꎬ则由引理 ２

知ꎬ存在 δ>０ 使得对所有的 ０< ｜ μ ｜ <δ 都有 ＡＢ－μＩ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ且 ｎ(ＡＢ－μＩ)＝ ｄ(ＡＢ－ μＩ)为大于 ０ 的常数ꎮ
因此ꎬ当 ｍ０ 充分大时ꎬ０< ｜λｍ０

｜ <δꎬ从而

λｍ０
∈σ(ＡＢ⊕ＢＡ) ＼σｗ(ＡＢ⊕ＢＡ)⊆ｉｓｏ σ(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎬ

即有λｍ０
∈ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎮ 所以存在 ０< ｜ μ０ ｜ <δ 使得 ＡＢ－μ０Ｉ 是可逆的ꎬ故对任意的 ０< ｜ μ ｜ <δ 都有

ｎ(ＡＢ－μＩ)＝ ｎ(ＡＢ－μ０Ｉ)＝ ０ꎬ
矛盾ꎮ 因此 ０∈ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎬ从而 ０∈π００(ＡＢ)ꎬ这蕴含 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＡＢ 成立ꎮ

(ｂ)⇒(ｃ)ꎮ 设 ０≠λ∈σ(ＢＡ) ＼σｗ(ＢＡ)ꎬ则 ０<ｎ(ＢＡ－λＩ)<∞ ꎮ 由引理 １ 可知 λ∈σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)ꎮ 因

此 λ∈ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎬ再次应用引理 １ 知ꎬλ∈ｉｓｏ σ(ＢＡ)ꎬ故有 λ∈π００(ＢＡ)ꎮ
若 ０∈σ(ＢＡ) ＼σｗ(ＢＡ)ꎬ则 ＢＡ 是不可逆的Ｗｅｙｌ 算子ꎬ故有 ０<ｎ(ＢＡ)<∞ ꎮ 需要证明 ０∈ｉｓｏ σ(ＢＡ)ꎮ 反

设 ０∉ｉｓｏ σ(ＢＡ)ꎬ则存在非 ０ 序列{λｍ}∞
ｍ＝１⊆σ(ＢＡ)使得 ｌｉｍ

ｍ→∞
λｍ ＝ ０ꎮ 因为 ０∈σ(ＢＡ) ＼σｗ(ＢＡ)ꎬ则由引理 ２

知存在 δ>０ 使得对所有的 ０< ｜ μ ｜ <δ 都有 ＢＡ－ μＩ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ且 ｎ(ＢＡ－ μＩ) >０ 是常数ꎬ因此当 ｍ０ 充分大

时ꎬ有 ０< ｜λｍ０
｜ <δꎬ再由引理 １ 知

λｍ０
∈σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)⊆ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎬ

即有λｍ０
∈ｉｓｏ σ(ＡＢ)ꎮ 所以存在 ０< ｜ μ０ ｜ <δ 使得 ＡＢ－μ０Ｉ 是可逆的ꎬ故对任意的 ０< ｜ μ ｜ <δ 都有

ｎ(ＢＡ－μＩ)＝ ｎ(ＡＢ－μＩ)＝ ｎ(ＡＢ－μ０Ｉ)＝ ０ꎬ
矛盾ꎮ 因此 ０∈ｉｓｏ σ(ＢＡ)ꎬ从而 ０∈π００(ＢＡ)ꎬ这蕴含 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＢＡ 成立ꎮ

(ｃ)⇒(ａ)ꎮ 若 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＢＡ 成立ꎬ则应用上面(ｂ)⇒(ｃ)的方法ꎬ可得 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理对 ＡＢ 也成

立ꎬ即有
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σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)⊆π００(ＡＢ)且 σ(ＢＡ) ＼σｗ(ＢＡ)⊆π００(ＢＡ)ꎬ
因此

σ(ＡＢ⊕ＢＡ) ＼σｗ(ＡＢ⊕ＢＡ)⊆[σ(ＡＢ) ＼σｗ(ＡＢ)]∪[σ(ＢＡ) ＼σｗ(ＢＡ)]
⊆π００(ＡＢ)∪π００(ＢＡ)
⊆π００(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎮ

(ｄ)⇔(ａ)ꎮ 首先证明对任意的 Ｃ∈Ｂ(ＫꎬＨ )ꎬ都有 σｗ(ＭＣ)＝ σｗ(ＡＢ)∪σｗ(ＢＡ)ꎮ 显然 σｗ(ＭＣ)⊆
σｗ(ＡＢ)∪σｗ(ＢＡ)ꎮ

设 λ∉σｗ(ＭＣ)ꎮ
情形 １　 若 λ≠０ꎬ则 ＡＢ－λＩ 是左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子且 ＢＡ－λＩ 是右 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ则由引理 １ꎬＢＡ－λＩ 也是

左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ故 ＢＡ－λＩ 是 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ从而有 ＡＢ－λＩ 也是 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎮ 因为

ＡＢ－λＩ Ｃ
０ ＢＡ－λＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

Ｉ ０
０ ＢＡ－λＩ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｉ Ｃ
０ Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ＡＢ－λＩ ０
０ Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１)

所以

０＝ ｉｎｄ
ＡＢ－λＩ Ｃ

０ ＢＡ－λＩ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｉｎｄ(ＡＢ－λＩ)＋ｉｎｄ(ＢＡ－λＩ)＝ ２ ｉｎｄ(ＡＢ－λＩ)ꎬ

故有 ＡＢ－λＩ 和 ＢＡ－λＩ 都是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ从而 λ∉σｗ(ＡＢ)∪σｗ(ＢＡ)ꎮ
情形 ２　 若 λ＝ ０ꎬ则 ＡＢ 是左 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子且 ＢＡ 是右 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ故有 Ｂ 和 Ａ 都是 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子ꎬ

ｉｎｄ(ＡＢ)＝ ｉｎｄ(ＢＡ)ꎬ从而

２ ｉｎｄ(ＡＢ)＝ ｉｎｄ(ＡＢ)＋ｉｎｄ(ＢＡ)＝ ｉｎｄ(ＭＣ)＝ ０ꎬ
则有 ０∉σｗ(ＡＢ)∪σｗ(ＢＡ)ꎮ

同理可以证明:对任意 Ｃ∈Ｂ(ＫꎬＨ )ꎬ都有

σ(ＭＣ)＝ σ(ＡＢ)∪σ(ＢＡ)ꎬ
则对任意 Ｃ∈Ｂ(ＫꎬＨ )ꎬ都有 σ(ＭＣ) ＼σｗ(ＭＣ)＝ σ(ＡＢ⊕ＢＡ) ＼σｗ(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎮ

容易验证 ｉｓｏ σ(ＭＣ)＝ ｉｓｏ σ(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎬ因此

σ(ＭＣ) ＼σｗ(ＭＣ)⊆ｉｓｏ σ(ＭＣ)⇔σ(ＡＢ⊕ＢＡ) ＼σｗ(ＡＢ⊕ＢＡ)⊆ｉｓｏ σ(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎬ
则有 σ(ＭＣ) ＼σｗ(ＭＣ)⊆π００(ＭＣ)⇔σ(ＡＢ⊕ＢＡ) ＼σｗ(ＡＢ⊕ＢＡ)⊆π００(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎮ

设 Ｔ＝Ｕ ｜Ｔ ｜是算子 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )的典型极分解ꎬ即 Ｕ 是唯一的部分等距算子满足 Ｎ(Ｕ)＝ Ｎ(Ｔ)成立ꎬ其

中 ｜Ｔ ｜ ＝ (Ｔ∗Ｔ)
１
２ 是正算子 Ｔ∗Ｔ 的唯一正平方根算子ꎮ 算子 Ｔ∈Ｂ (Ｈ )的广义 Ａｌｕｔｈｇｅ 变换算子

~Ｔ 定义为
~Ｔ ＝ ｜Ｔ ｜ ｓＵ ｜Ｔ ｜ ｔꎬ这里 ｓꎬｔ>０ 且 ｓ＋ｔ＝ １ꎮ

推论 １　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ则 Ｔ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理当且仅当
~Ｔ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ

证明　 记 Ｓ＝Ｕ ｜Ｔ ｜ ｔ 且 Ｒ＝ ｜Ｔ ｜ ｓꎬ则 Ｔ＝ＳＲ 且
~Ｔ ＝ＲＳꎬ故定理 １ 蕴含 Ｔ 满足 Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理当且仅当

~Ｔ 满足
Ｂｒｏｗｄｅｒ 定理ꎮ

上面的推论 １ 还可以进一步拓广ꎬ即 Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理当且仅当
~Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎮ

引理 ３　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ则
(１) σ(Ｔ)＝ σ( ~Ｔ )且 σｗ(Ｔ)＝ σｗ(

~Ｔ )ꎻ
(２) π００(Ｔ)＝ π００(

~Ｔ )ꎮ
证明　 (１) 记 Ｓ＝Ｕ ｜Ｔ ｜ ｔ 且 Ｒ＝ ｜Ｔ ｜ ｓꎬ则由引理 １ 知

σ(Ｔ) ＼{０} ＝σ(ＳＲ) ＼{０} ＝σ(ＲＳ) ＼{０} ＝σ( ~Ｔ ) ＼{０}ꎬ (２)
且

σｗ(Ｔ) ＼{０} ＝σｗ(ＳＲ) ＼{０} ＝σｗ(ＲＳ) ＼{０} ＝σｗ(
~Ｔ ) ＼{０}ꎮ (３)

容易验证
０∈σｗ(Ｔ)⇔０∈σｗ(

~Ｔ )且 ０∈σ(Ｔ)⇔０∈σ( ~Ｔ )ꎮ (４)
事实上ꎬ若 Ｔ＝Ｕ ｜Ｔ ｜是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ则 ｜Ｔ ｜是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ故有 Ｕ ｜Ｔ ｜ ｔ 和 ｜Ｔ ｜ ｓ 都是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ因此

~Ｔ ＝ ｜Ｔ ｜ ｓＵ ｜Ｔ ｜ ｔ

是 Ｗｅｙｌ 算子ꎮ 反之ꎬ若 ~Ｔ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ则 ｜Ｔ ｜ ｔ 是左 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ从而 ｜ Ｔ ｜是 Ｗｅｙｌ 算子ꎮ 又由于 Ｒ( ｜ Ｔ ｜ ｔ)＝
Ｒ( ｜Ｔ ｜ )是闭子空间且 Ｕ 是从闭子空间 Ｒ( ｜Ｔ ｜ )到闭子空间 Ｒ(Ｔ)的酉算子ꎬ所以 Ｕ ｜ Ｔ ｜ ｔ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎬ故有
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Ｔ＝Ｕ ｜Ｔ ｜ ｔ ｜Ｔ ｜ ｓ 是 Ｗｅｙｌ 算子ꎮ 组合上面的(２)—(４)ꎬ可得
σ(Ｔ)＝ σ( ~Ｔ )且 σｗ(Ｔ)＝ σｗ(

~Ｔ )ꎮ (５)
(２) 因为(５)蕴含 ｉｓｏ σ(Ｔ)＝ ｉｓｏ σ( ~Ｔ )ꎬ只需证明对任意复数 λꎬ都有

０<ｎ( ~Ｔ －λＩ)<∞⇔０<ｎ(Ｔ－λＩ)<∞ ꎮ (６)
当 λ≠０ 时ꎬ由引理 １ 知

ｎ( ~Ｔ －λＩ)＝ ｎ(ＲＳ－λＩ)＝ ｎ(ＳＲ－λＩ)＝ ｎ(Ｔ－λＩ)ꎬ
故式(６)成立ꎮ 若 ｎ(Ｔ)＝ ０ꎬ则 Ｕ 是等距算子ꎬ故 ｎ( ~Ｔ )＝ ｎ( ｜Ｔ ｜ ｓＵ ｜Ｔ ｜ ｔ)＝ ０ꎮ 另一方面ꎬ若 ｎ( ~Ｔ )＝ ０ꎬ则 ｎ(Ｔ)＝
ｎ( ｜Ｔ ｜ )＝ ０ꎮ 显然 ｎ(Ｔ)≤ｎ( ~Ｔ )<∞ ꎮ 反之若 ｎ(Ｔ)<∞ ꎬ则 ｎ(Ｔ)＝ ｎ( ｜Ｔ ｜ )＝ ｎ(Ｕ ｜Ｔ ｜ ｔ)ꎬ故有 ｎ( ~Ｔ )<∞ ꎬ因此
π００(Ｔ)＝ π００(

~Ｔ )ꎮ
例 １ 说明“ＡＢ 满足 Ｗｅｙｌ 定理”与“ＢＡ 满足 Ｗｅｙｌ 定理”并不等价ꎮ

例 １　 令ℓ２:＝{(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬ􀆺):ｘｉ∈Ｃ 且∑
∞

ｉ ＝１
｜ ｘｉ ｜ ２<∞}ꎬ则 ℓ２是复可分希尔伯特空间ꎮ 定义算子 ＫꎬＳꎬＴ∈

Ｂ(ℓ ２)分别有下面的形式:

Ｋ(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬ􀆺)＝ ０ꎬ０ꎬ０ꎬ １
２
ｘ２ꎬ０ꎬ

１
３
ｘ３ꎬ０ꎬ

１
４
ｘ４ꎬ０ꎬ

１
５
ｘ５ꎬ􀆺

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

Ｓ(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬ􀆺)＝ (０ꎬｘ１ꎬ０ꎬｘ２ꎬ０ꎬｘ３ꎬ０ꎬｘ４ꎬ􀆺)ꎬ
且

Ｔ(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬ􀆺)＝ (ｘ２ꎬｘ４ꎬｘ６ꎬｘ８ꎬ􀆺)ꎮ
令

Ａ＝
Ｉ ０
０ Ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :ℓ ２⊕ℓ ２→ℓ ２⊕ℓ ２ꎬ　 Ｂ＝

Ｋ ０
０ Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :ℓ ２⊕ℓ ２→ℓ ２⊕ℓ ２ꎬ

显然 ＴＳ＝ Ｉ 且 ＳＴ(ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３ꎬ􀆺)＝ (０ꎬｘ２ꎬ０ꎬｘ４ꎬ０ꎬｘ６ꎬ０ꎬｘ８ꎬ􀆺)ꎬ则

ＡＢ＝
Ｋ ０
０ Ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :ℓ ２⊕ℓ ２→ℓ ２⊕ℓ ２ꎬ　 ＢＡ＝

Ｋ ０
０ ＳＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :ℓ ２⊕ℓ ２→ℓ ２⊕ℓ ２ꎮ

容易验证下面 ３ 个结论成立:
(１) σ(Ｋ)＝ {０}ꎬ ｎ(Ｋ)＝ １ꎻ
(２) σ(ＡＢ)＝ σｗ(ＡＢ)＝ σ(ＢＡ)＝ σｗ(ＢＡ)＝ {０ꎬ１}ꎻ
(３) π００(ＡＢ)＝ {０}ꎬ π００(ＢＡ)＝ ⌀＝π００(ＡＢ⊕ＢＡ)ꎮ
令

Ｃ０ ＝
Ｓ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ :Ｎ(ＢＡ)⊕Ｎ(ＢＡ)⊥→Ｒ(ＡＢ)⊥⊕Ｒ(ＡＢ)ꎬ

其中 Ｓ 是从 Ｎ(ＢＡ)到 Ｒ(ＡＢ)⊥上的可逆算子(由于 ｎ(ＢＡ)＝ ∞ ＝ｄ(ＡＢ))ꎮ 容易计算

σ(ＭＣ０
)＝ σｗ(ＭＣ０

)＝ {０ꎬ１}ꎬ　 ｎ(ＭＣ０
)＝ １ 且 π００(ＭＣ０

)＝ {０}ꎬ
则 ＢＡ 和 ＡＢ⊕ＢＡ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎬ但是 ＡＢ 和 ＭＣ０

不满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎮ
定理 ２　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ则下面命题成立:
(ａ) Ｔ⊕ ~Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎻ
(ｂ) Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎻ
(ｃ) ~Ｔ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎻ

(ｄ) ＮＣ:＝
Ｔ Ｃ

０ ~Ｔ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ :Ｈ⊕Ｈ 满足 Ｗｅｙｌ 定理ꎬ其中 Ｃ∈Ｂ(Ｈ )是任意的ꎮ

证明　 容易验证:对任意的 Ｃ∈Ｂ(ＫꎬＨ )ꎬ都有

Ｎ
Ｔ－λＩ Ｃ

０ ~Ｔ －λＩ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ⊆

Ｎ(Ｔ－λＩ)
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

(Ｔ－λＩ) －１(Ｃｙ)
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (７)

成立ꎬ其中 ｙ∈Ｎ( ~Ｔ －λＩ)满足 Ｃｙ∈Ｒ(Ｔ－λＩ)且(Ｔ－λＩ) －１(Ｃｙ)⊆Ｎ(Ｔ－λＩ)⊥ꎬ(Ｔ－λＩ) －１表示 Ｔ－λＩ 的逆算子ꎬ

即是从Ｒ(Ｔ－λＩ)到 Ｎ(Ｔ－λＩ)⊥上的稠定闭算子ꎮ 因此由引理 ３ 知
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０<ｎ( ~Ｔ －λＩ)<∞⇔０<ｎ(Ｔ－λＩ)<∞⇔０<ｎ(ＮＣ－λＩ)<∞ ꎮ (８)
再由引理 ３ 可得 ｉｓｏ σ(Ｔ)＝ ｉｓｏ σ( ~Ｔ )ꎬ故有 ｉｓｏ σ(Ｔ)＝ ｉｓｏ σ( ~Ｔ )＝ ｉｓｏ σ(ＮＣ)ꎬ所以对任意的 Ｃ∈Ｂ(Ｈ )都有

π００(Ｔ)＝ π００(Ｔ⊕
~Ｔ )＝ π００(ＮＣ)ꎮ (９)

又由引理 ３ 知ꎬσ(Ｔ)＝ σ( ~Ｔ )且 σｗ(Ｔ)＝ σｗ(
~Ｔ )ꎬ这 ２ 个等式蕴含

σ(Ｔ)＝ σ( ~Ｔ )＝ σ(ＮＣ)且 σｗ(Ｔ)＝ σｗ(
~Ｔ )＝ σｗ(ＮＣ) (１０)

对任意的 Ｃ∈Ｂ(Ｈ )成立ꎬ因此由等式(９)和(１０)可得(ａ)⇒(ｂ)⇔(ｃ)⇒(ｄ)ꎮ
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