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摘要:研究广义矩阵代数上零点李三重导子的结构ꎬ获得广义矩阵代数上零点李三重导子可表为 １ 个导子、１ 个奇异 Ｊｏｒｄａｎ 导

子和 １ 个中心值映射之和的等价条件ꎮ 结果推广三角代数的相应结论ꎮ
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０　 引言

设 Ｒ 是含有单位元的交换环ꎬＡꎬＢ 是 Ｒ 上的代数ꎬＭ 是(ＡꎬＢ) ￣双模ꎬＮ 是(ＢꎬＡ) ￣双模ꎬϕ:Ｍ􀱋ＢＮ→Ａ和

φ:Ｎ􀱋ＡＭ→Ｂ 分别是(ＡꎬＡ) ￣和(ＢꎬＢ) ￣双模同态且满足交换图
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在通常的矩阵加法、纯量乘法和矩阵乘法运算下构成 Ｒ 上的一个代数ꎬ称 Ｇ 为 Ｒ 上的广义矩阵代数[１]ꎮ 显

然ꎬＲ 上的全矩阵代数 Ｍｎ(Ｒ)(ｎ≥２)是 Ｒ 上的广义矩阵代数ꎮ
广义矩阵代数在模的对偶理论中有着重要的作用[２]ꎬ广泛应用于交换环的 Ｇａｌｏｉｓ 理论[３] 和环的构造理

论[４]ꎮ 当 Ｎ＝ ０ 时ꎬ称 Ｇ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)为交换环 Ｒ 上的三角代数ꎬ 记 Ｇ ＝Ｔ(ＡꎬＭꎬＢ) [５]ꎬ所以三角代数是

广义矩阵代数的特殊情形ꎮ
设 Ｒ 是含有单位元的交换环ꎬＡ 是 Ｒ 上的一个代数ꎬ给定 ｘꎬｙ∈Ａꎬ [ｘꎬｙ] ＝ ｘｙ－ｙｘ 称为 ｘ 和 ｙ 的李积ꎬ

ｘ 􀳱ｙ＝ ｘｙ＋ｙｘ称为 ｘ 和 ｙ 的 Ｊｏｒｄａｎ 积ꎮ 设 ｄ 是 Ａ 上的一个 Ｒ￣线性映射ꎬｄ 称为 Ａ 上的导子ꎬ如果对 ｘꎬｙ∈Ａꎬ均
有 ｄ(ｘｙ)＝ ｄ(ｘ)ｙ＋ｘｄ(ｙ)ꎻｄ 称为 Ａ 上的 Ｊｏｒｄａｎ 导子ꎬ如果对 ｘꎬｙ∈Ａꎬ均有 ｄ(ｘ 􀳱ｙ)＝ ｄ(ｘ) 􀳱ｙ＋ｘ 􀳱ｄ(ｙ)ꎻｄ 称为

Ａ 上的李导子ꎬ如果对 ｘꎬｙ∈Ａꎬ均有

ｄ([ｘꎬｙ])＝ [ｄ(ｘ)ꎬｙ]＋[ｘꎬｄ(ｙ)]ꎻ
ｄ 称为 Ａ 上的李三重导子ꎬ如果对 ｘꎬｙꎬｚ∈Ａꎬ均有

ｄ([[ｘꎬｙ]ꎬｚ])＝ [[ｄ(ｘ)ꎬｙ]ꎬｚ]＋[[ｘꎬｄ(ｙ)]ꎬｚ]＋[[ｘꎬｙ]ꎬｄ(ｚ)]ꎻ
ｄ 称为 Ａ 上的零点李三重导子ꎬ如果对 ｘꎬｙꎬｚ∈Ａ 且 ｘｙ＝ ｘｚ＝ ０ꎬ均有

ｄ([[ｘꎬｙ]ꎬｚ])＝ [[ｄ(ｘ)ꎬｙ]ꎬｚ]＋[[ｘꎬｄ(ｙ)]ꎬｚ]＋[[ｘꎬｙ]ꎬｄ(ｚ)]ꎮ
显然ꎬ代数上的导子、李导子是李三重导子ꎮ 利用公式[[ｘꎬｙ]ꎬｚ] ＝ ｘ 􀳱 (ｙ 􀳱 ｚ)－ｙ 􀳱 (ｘ 􀳱 ｚ)ꎬ易证代数上的 Ｊｏｒｄａｎ
导子也是李三重导子ꎬ但反之不成立ꎮ 那么在什么条件下ꎬ李三重导子是导子呢? Ｍｉｅｒｓ[６] 首次研究了 ｖｏｎ
Ｎｅｕｍａｎｎ 代数的李三重导子ꎬ证明了不含中心交换投影的 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数上每一个李三重导子均可表为

一个内导子和一个中心值映射之和ꎮ Ｂｒｅšａｒ[７]将 Ｍｉｅｒｓ 的结果推广到素环上ꎮ 纪培胜等[８] 证明了 ＴＵＨＦ 代

数上每一个连续的李三重导子均可表为一个导子和一个中心值映射之和ꎮ 随后ꎬＬｕ[９] 和 Ｚｈａｎｇ 等[１０] 分别

研究了 Ｎｅｓｔ 代数上的李三重导子的表达形式ꎮ Ｘｉａｏ 等[１１] 证明了在一定条件下ꎬ三角代数上每一个李三重

导子都具有标准形ꎬ即每一个李三重导子都可表为一个导子和一个中心值映射之和ꎮ Ｂｅｎｋｏｖｉ ｃ̌[１２]研究了具

有非平凡幂等元代数的李三重导子ꎬ给出了李三重导子的具体形式ꎮ Ａｓｈｒａｆ 等[１３]刻画了广义矩阵代数上李

三重导子的结构ꎬ给出了李三重导子具有标准形的充要条件ꎮ
随着李三重导子研究的不断深入ꎬ对满足某种条件的李三重导子的探讨已成为学者们的研究热点ꎮ

Ｌｉｕ[１４]研究因子 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数 Ａ 上满足条件 ｘｙ＝ ０(或 ｘｙ＝ｐꎬ其中 ｐ 是 Ａ 上的非平凡投影)的李三重导

子ꎬ给出这类李三重导子的具体形式ꎻ白延丽等[１５]证明在一定条件下ꎬ三角代数上每一个零点李三重导子都

具有标准形ꎻＬｉｕ[１６]研究没有中心交换投影的 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数 Ａ 上满足条件 ｘｙ ＝ ０(或 ｘｙ ＝ ｐꎬ其中 ｐ 是 Ａ
上的非平凡投影)的李三重导子ꎬ得到了类似于文献[１５]的结论ꎻＺｈａｏ[１７]考虑了三角代数上满足条件 ｘｙｚ＝ ０
的李三重导子的结构ꎬ证明三角代数上每个满足条件 ｘｙｚ＝ ０ 的李三重导子都具有标准形ꎮ 本文在上述的基

础上探讨广义矩阵代数上的零点李三重导子ꎬ给出广义矩阵代数上零点李三重导子可表为 １ 个导子、１ 个奇

异 Ｊｏｒｄａｎ 导子和 １ 个中心值映射之和的等价刻画ꎮ 本文的结果拓广文献[１５]的重要结论ꎮ

１　 预备知识

　 　 定义 １[１８] 　 设 Ａ 是 Ｒ 上的代数ꎬ⌀≠Ｕ⊆ＡꎬＵ 称为 Ａ 的代数理想ꎬ如果 Ｕ 既是 Ａ 作为环的理想ꎬ又是 Ａ
的子模ꎻＵ 称为 Ａ 的中心理想ꎬ如果 Ｕ 是 Ａ 的代数理想ꎬ且 Ｕ⊆Ｚ(Ａ)ꎬ其中 Ｚ(Ａ)＝ {ｘ∈Ａ ｘｙ ＝ ｙｘꎬ∀ｙ∈Ａ}
是 Ａ 的中心ꎮ

定义 ２[１８] 　 设 Ａ 和 Ｂ 是 Ｒ 上的代数ꎬＭ 是(ＡꎬＢ) ￣双模ꎬＭ 称为忠实的左 Ａ￣模ꎬ如果∀ａ∈Ａꎬ由 ａＭ ＝
{０}可推出 ａ＝ ０ꎻＭ 称为忠实的右 Ｂ￣模ꎬ如果∀ｂ∈Ｂꎬ由 Ｍｂ ＝ {０}可以推出 ｂ ＝ ０ꎻＭ 称为忠实的(ＡꎬＢ) ￣双
模ꎬ如果 Ｍ 既是忠实的左 Ａ￣模又是忠实的右 Ｂ￣模ꎮ

设 Ｇ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)是广义矩阵代数ꎬ１Ａ 和 １Ｂ 分别是代数 Ａ 和 Ｂ 的单位元ꎬ记 Ｐ１ ＝
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定义 ３[１２] 　 设 Ｇ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)是广义矩阵代数ꎬδ 是 Ｇ 上的 Ｊｏｒｄａｎ 导子ꎮ δ 称为 Ｇ 上的奇异Ｊｏｒｄａｎ导
子ꎬ如果对 Ｘ∈Ｇꎬ均有 δ(Ｐ１ＸＰ１)＝ Ｏꎬ δ(Ｐ２ＸＰ２)＝ Ｏꎬ δ(Ｐ１ＸＰ２)∈Ｐ２ＧＰ１ꎬ δ(Ｐ２ＸＰ１)∈Ｐ１ＧＰ２ꎮ

注 １　 如果 Ｇ 是 ２￣非挠的 (即对 Ｘ∈Ｇꎬ如果 ２Ｘ＝Ｏꎬ那么 Ｘ＝Ｏ)ꎬ那么 δ 是 Ｇ 上的 Ｊｏｒｄａｎ 导子当且仅当

对 Ｘ∈Ｇꎬ δ(Ｘ２)＝ δ(Ｘ)Ｘ＋Ｘδ(Ｘ)ꎮ

定义投射πＡ:Ｇ→Ａꎬ πＡ:
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引理 １[１] 　 设 Ｇ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)是广义矩阵代数ꎬ如果 Ｍ 是忠实的(ＡꎬＢ) ￣双模ꎬ那么
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并且存在唯一的同构 η:πＡ(Ｚ(Ｇ))→πＢ(Ｚ(Ｇ))ꎬ满足∀ｍ∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬ均有 ａｍ＝ｍη(ａ)ꎬ ｎａ＝η(ａ)ｎꎮ
引理 ２　 设 Ｇ ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)是广义矩阵代数ꎬＭ 是忠实的(ＡꎬＢ) ￣双模ꎬ且满足 πＡ(Ｚ(Ｇ))＝ Ｚ(Ａ)ꎬ

πＢ(Ｚ(Ｇ))＝ Ｚ(Ｂ)ꎬ设 ａ∈Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ 如果对 ｍ∈Ｍꎬ均有 ａｍ＝ｍｂꎬ那么

ａ∈Ｚ(Ａ)ꎬ ｂ∈Ｚ(Ｂ)ꎬ
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证明　 因为对 ｍ∈Ｍꎬ均有 ａｍ＝ｍｂꎬ所以对 ａ′∈Ａꎬ有
ａａ′ｍ＝ａ(ａ′ｍ)＝ (ａ′ｍ)ｂ＝ａ′(ｍｂ)＝ ａ′(ａｍ)＝ ａ′ａｍꎮ

因为 Ｍ 是忠实的 (ＡꎬＢ) ￣双模ꎬ所以 ａａ′ ＝ ａ′ ａꎬ于是 ａ∈ Ｚ (Ａ) ＝ πＡ ( Ｚ (Ｇ))ꎮ 同理可证 ｂ∈ Ｚ (Ｂ) ＝

πＢ(Ｚ(Ｇ))ꎮ 进一步地ꎬ由引理 １ 知ꎬ存在唯一的同构映射 η:Ｚ(Ａ)→Ｚ(Ｂ)ꎬ使得∀ｍ∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬ均有 ａｍ ＝
ｍη(ａ)ꎬｎａ＝η(ａ)ｎꎬ所以 ｍη(ａ)＝ ａｍ＝ｍｂꎮ 因为 Ｍ 是忠实的(ＡꎬＢ) ￣双模ꎬ所以 η(ａ)＝ ｂꎬ于是 ｎａ ＝ ｂｎꎮ 再

由引理 １ 知
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引理 ３[１９] 　 设 Ｇ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)是广义矩阵代数ꎬｄ:Ｇ→Ｇ 是一个映射ꎬ那么 ｄ 是 Ｇ 上的导子当且仅当

∀
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｇꎬ均有

ｄ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｄ１(ａ)－ｍｎ０－ｍ０ｎ ａｍ０－ｍ０ｂ＋μ２(ｍ)
ｎ０ａ－ｂｎ０＋γ３(ｎ) ｄ４(ｂ)＋ｎｍ０＋ｎ０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

式中ꎬｍ０∈Ｍꎬｎ０∈Ｎꎬｄ１ 和 ｄ４ 分别是 Ａ 与 Ｂ 上的导子ꎬμ２:Ｍ→Ｍ 和γ３:Ｎ→Ｎ 均为 Ｒ￣线性映射ꎬ且满足∀ａ∈

Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ ｍ∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬ均有

(１) ｄ１(ｍｎ)＝ μ２(ｍ)ｎ＋ｍγ３(ｎ)ꎻ
(２) ｄ４(ｎｍ)＝ ｎ μ２(ｍ)＋γ３(ｎ)ｍꎻ
(３) μ２(ａｍ)＝ ｄ１(ａ)ｍ＋ａμ２(ｍ)ꎬ μ２(ｍｂ)＝ μ２(ｍ)ｂ＋ｍｄ４(ｂ)ꎻ
(４) γ３(ｎａ)＝ γ３(ｎ)ａ＋ｎｄ１(ａ)ꎬ γ３(ｂｎ)＝ ｄ４(ｂ)ｎ＋ｂγ３(ｎ)ꎮ
假设交换环 Ｒ 上的所有代数都是 ２－非挠的ꎬ广义矩阵代数 Ｇ ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)中的 Ｍ 是忠实的(ＡꎬＢ) ￣

双模ꎮ 为了方便ꎬ记
ａ ０
０ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为 ａ􀱇ｂꎬ Δ(

ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ )为 Δ

ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

２　 零点李三重导子的刻画

定理 １　 设 Ｇ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)是广义矩阵代数ꎬΔ:Ｇ→Ｇ 是 Ｇ 的零点李三重导子ꎬ那么∀
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｇꎬ

均有
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Δ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ａ)＋β１(ｂ)－ｍｎ０－ｍ０ｎ ａｍ０－ｍ０ｂ＋μ２(ｍ)＋γ２(ｎ)
ｎ０ａ－ｂｎ０＋μ３(ｍ)＋γ３(ｎ) α４(ａ)＋β４(ｂ)＋ｎｍ０＋ｎ０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ (１)

式中ꎬｍ０∈Ｍꎬ ｎ０∈Ｎꎬ α１:Ａ→Ａꎬ β１:Ｂ→Ａꎬ μ２:Ｍ→Ｍꎬ γ２:Ｎ→Ｍꎬ μ３:Ｍ→Ｎꎬ γ３:Ｎ→Ｎꎬα４:Ａ→Ｂ 和β４:Ｂ→Ｂ
均为 Ｒ￣线性映射ꎬ且满足∀ａ∈Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ ｍ∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬ均有

(ⅰ) μ２(ａｍ)＝ α１(ａ)ｍ－ｍα４(ａ)＋ａμ２(ｍ)ꎬ μ３(ａｍ)＝ μ３(ｍ)ａꎻ
(ⅱ) μ２(ｍｂ)＝ ｍβ４(ｂ)－β１(ｂ)ｍ＋μ２(ｍ)ｂꎬ μ３(ｍｂ)＝ ｂμ３(ｍ)ꎻ
(ⅲ) γ３(ｎａ)＝ ｎα１(ａ)－α４(ａ)ｎ＋γ３(ｎ)ａꎬ γ２(ｎａ)＝ ａγ２(ｎ)ꎻ
(ⅳ) γ３(ｂｎ)＝ β４(ｂ)ｎ－ｎβ１(ｂ)＋ｂγ３(ｎ)ꎬ γ２(ｂｎ)＝ γ２(ｎ)ｂꎻ
(ⅴ) μ３(ｍ)ｍ＝ ０ꎬ ｍμ３(ｍ)＝ ０ꎬ γ２(ｎ)ｎ＝ ０ꎬ ｎγ２(ｎ)＝ ０ꎻ
(ⅵ) α１(ｍｎ)－β１(ｎｍ)＝ μ２(ｍ)ｎ＋ｍγ３(ｎ)ꎬ β４(ｎｍ)－α４(ｍｎ)＝ ｎμ２(ｍ)＋γ３(ｎ)ｍꎮ
证明　 设 Δ:Ｇ→Ｇ 是 Ｇ 的零点李三重导子ꎬ则 Δ:Ｇ→Ｇ 是一个 Ｒ￣线性映射ꎬ所以存在 Ｒ￣线性映射α１:

Ａ→Ａꎬ α２:Ａ→Ｍꎬ α３:Ａ→Ｎꎬ α４:Ａ→Ｂꎬ μ１:Ｍ→Ａꎬ μ２:Ｍ→Ｍꎬ μ３:Ｍ→Ｎꎬ μ４:Ｍ→Ｂꎬ γ１:Ｎ→Ａꎬ γ２:Ｎ→Ｍꎬ
γ３:Ｎ→Ｎꎬ γ４:Ｎ→Ｂꎬ β１:Ｂ→Ａꎬ β２:Ｂ→Ｍꎬ β３:Ｂ→Ｎꎬ β４:Ｂ→Ｂ 满足∀ａ∈Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ ｍ∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬ均有

Δ
ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ａ) α２(ａ)
α３(ａ) α４(ａ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Δ

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

μ１(ｍ) μ２(ｍ)
μ３(ｍ) μ４(ｍ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

Δ
０ ０
ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

γ１(ｎ) γ２(ｎ)
γ３(ｎ) γ４(ｎ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Δ

０ ０
０ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

β１(ｂ) β２(ｂ)
β３(ｂ) β４(ｂ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

因此

Δ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ａ)＋μ１(ｍ)＋γ１(ｎ)＋β１(ｂ) α２(ａ)＋μ２(ｍ)＋γ２(ｎ)＋β２(ｂ)
α３(ａ)＋μ３(ｍ)＋γ３(ｎ)＋β３(ｂ) α４(ａ)＋μ４(ｍ)＋γ４(ｎ)＋β４(ｂ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

因为 Δ:Ｇ→Ｇ 是 Ｇ 的零点李三重导子ꎬ所以对 ＸꎬＹꎬＺ∈Ｇꎬ当 ＸＹ＝ＸＺ＝Ｏ 时ꎬ有
Δ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ [[Δ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬΔ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬΔ(Ｚ)]ꎮ (２)

在式(２)中ꎬ取 Ｘ＝
０ ０
０ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝Ｚ＝Ｐ１ꎬ经计算得

Δ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Δ(Ｏ)＝
０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

　 [[Δ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬΔ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬΔ(Ｚ)]

＝
０ β２(ｂ)

β３(ｂ) ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

０ α２(１Ａ)ｂ
ｂα３(１Ａ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
０ β２(ｂ)＋α２(１Ａ)ｂ

β３(ｂ)＋ｂα３(１Ａ) ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

所以

０ β２(ｂ)＋α２(１Ａ)ｂ
β３(ｂ)＋ｂα３(１Ａ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

于是 β２(ｂ)＝ －α２(１Ａ)ｂꎬβ３(ｂ)＝ －ｂα３(１Ａ)ꎮ
设 α２(１Ａ)＝ ｍ０ꎬ α３(１Ａ) ＝ ｎ０ꎬ 则对 ｂ∈Ｂꎬ均有 β２( ｂ) ＝ －ｍ０ｂꎬ β３( ｂ) ＝ －ｂｎ０ꎬ特别地ꎬβ２(１Ｂ) ＝ －ｍ０ꎬ

β３(１Ｂ)＝ －ｎ０ꎮ

在式(２)中ꎬ取 Ｘ＝
ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝Ｚ＝Ｐ２ꎬ类似可得 α２(ａ)＝ ａｍ０ꎬα３(ａ)＝ ｎ０ａꎮ

在式(２)中ꎬ取 Ｘ＝
０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝Ｚ＝Ｐ１ꎬ经计算ꎬ得

Δ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Δ(Ｘ)＝
μ１(ｍ) μ２(ｍ)
μ３(ｍ) μ４(ｍ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ
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　 [[Δ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬΔ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬΔ(Ｚ)]

＝
０ μ２(ｍ)

μ３(ｍ) ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

０ α１(１Ａ)ｍ－ｍα４(１Ａ)
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

－ｍα３(１Ａ) α１(１Ａ)ｍ－ｍα４(１Ａ)
０ α３(１Ａ)ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝
－ｍｎ０ μ２(ｍ)＋２(α１(１Ａ)ｍ－ｍα４(１Ａ))
μ３(ｍ) ｎ０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (因为 α３(１Ａ)＝ ｎ０) ꎬ

所以

μ１(ｍ) μ２(ｍ)
μ３(ｍ) μ４(ｍ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

－ｍｎ０ μ２(ｍ)＋２(α１(１Ａ)ｍ－ｍα４(１Ａ))
μ３(ｍ) ｎ０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

于是对 ｍ∈Ｍꎬ均有 μ１(ｍ)＝ －ｍｎ０ꎬ μ４(ｍ)＝ ｎ０ｍꎬ同时

α１(１Ａ)ｍ＝ｍα４(１Ａ)ꎮ (３)

在式(２)中ꎬ取 Ｘ＝
０ ０
ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝Ｚ＝Ｐ２ꎬ经计算得

Δ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Δ(Ｘ)＝
γ１(ｎ) γ２(ｎ)
γ３(ｎ) γ４(ｎ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

　 [[Δ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬΔ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬΔ(Ｚ)]

＝
０ γ２(ｎ)

γ３(ｎ) ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

０ ０
β４(１Ｂ)ｎ－ｎβ１(１Ｂ) ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

β２(１Ｂ)ｎ ０
β４(１Ｂ)ｎ－ｎβ１(１Ｂ) －ｎβ２(１Ｂ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝
－ｍ０ｎ γ２(ｎ)

γ３(ｎ)＋２(β４(１Ｂ)ｎ－ｎβ１(１Ｂ)) ｎｍ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (因为 β２(１Ｂ)＝ －ｍ０)ꎬ

所以

γ１(ｎ) γ２(ｎ)
γ３(ｎ) γ４(ｎ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

－ｍ０ｎ γ２(ｎ)
γ３(ｎ)＋２(β４(１Ｂ)ｎ－ｎβ１(１Ｂ)) ｎｍ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

于是对 ｎ∈Ｎꎬ均有 γ１(ｎ)＝ －ｍ０ｎꎬ γ４(ｎ)＝ ｎｍ０ꎬ同时

ｎ β１(１Ｂ)＝ β４(１Ｂ)ｎꎮ (４)

因此ꎬ对
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｇꎬ均有

Δ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ａ)＋β１(ｂ)－ｍｎ０－ｍ０ｎ ａｍ０－ｍ０ｂ＋μ２(ｍ)＋γ２(ｎ)
ｎ０ａ－ｂｎ０＋μ３(ｍ)＋γ３(ｎ) α４(ａ)＋β４(ｂ)＋ｎ０ｍ＋ｎｍ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

则式(１)成立ꎮ

令 Ｘ０ ＝
０ －ｍ０

ｎ０ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ定义映射 Ｌ:Ｇ→Ｇ 满足 Ｌ(Ｘ)＝ Δ(Ｘ)－[Ｘ０ꎬＸ]ꎬ Ｘ∈Ｇꎬ那么对

ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｇꎬ有

Ｌ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ａ)＋β１(ｂ) μ２(ｍ)＋γ２(ｎ)
μ３(ｍ)＋γ３(ｎ) α４(ａ)＋β４(ｂ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ (５)

同时ꎬ利用 Ｌ(Ｘ)＝ Δ(Ｘ)－[Ｘ０ꎬＸ]ꎬ不难验证ꎬＬ:Ｇ→Ｇ 是一个 Ｒ￣线性映射ꎬ并且对 ＸꎬＹꎬＺ∈Ｇꎬ当 ＸＹ ＝ＸＺ ＝
Ｏ 时ꎬ有

Ｌ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ [[Ｌ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＬ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬＬ(Ｚ)]ꎬ (６)
下证(ⅰ)—(ⅵ)成立ꎮ

先证(ⅰ)和(ⅱ)ꎮ 在式(６)中ꎬ取 Ｘ＝
０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝

ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｚ＝Ｐ１ꎬ利用式(５)得

Ｌ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Ｌ
０ ａｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０ μ２(ａｍ)
μ３(ａｍ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ
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　 [[Ｌ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＬ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬＬ(Ｚ)]

＝
０ ａμ２(ｍ)

μ３(ｍ)ａ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

０ α１(ａ)ｍ－ｍα４(ａ)
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

０ α１(１Ａ)ａｍ－ａｍα４(１Ａ)
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
０ ａμ２(ｍ)

μ３(ｍ)ａ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

０ α１(ａ)ｍ－ｍα４(ａ)
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ (根据式(３))

＝
０ α１(ａ)ｍ－ｍα４(ａ)＋ａμ２(ｍ)

μ３(ｍ)ａ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

所以

０ μ２(ａｍ)
μ３(ａｍ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０ α１(ａ)ｍ－ｍα４(ａ)＋ａμ２(ｍ)
μ３(ｍ)ａ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

因此ꎬ对 ａ∈Ａꎬｍ∈Ｍꎬ均有

μ２(ａｍ)＝ α１(ａ)ｍ－ｍα４(ａ)＋ａμ２(ｍ)ꎬμ３(ａｍ)＝ μ３(ｍ)ａꎬ
则(ⅰ)成立ꎮ

类似地ꎬ在式(６)中取 Ｘ＝
０ ０
０ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｚ＝Ｐ１ꎬ可得对 ｍ∈Ｍꎬ ｂ∈Ｂꎬ均有

μ２(ｍｂ)＝ ｍβ４(ｂ)－β１(ｂ)ｍ＋μ２(ｍ)ｂꎬμ３(ｍｂ)＝ ｂμ３(ｍ)ꎬ
则(ⅱ)成立ꎮ

取 ｂ＝ １Ｂꎬ可得 β１(１Ｂ)ｍ＝ｍβ４(１Ｂ)ꎬ结合式(４)和引理 １ꎬ得 Ｌ(Ｐ２)＝ β１(１Ｂ)􀱇β４(１Ｂ)∈Ｚ(Ｇ)ꎮ

再证(ⅲ)和(ⅳ)ꎮ 在式(６)中ꎬ取 Ｘ＝
ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝

０ ０
ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｚ＝Ｐ２ꎬ利用式(５)得

Ｌ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Ｌ
０ ０
ｎａ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０ γ２(ｎａ)
γ３(ｎａ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

　 [[Ｌ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＬ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬＬ(Ｚ)]

＝
０ ０

ｎα１(ａ)－α４(ａ)ｎ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

０ ａγ２(ｎ)
γ３(ｎ)ａ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

０ ０
β４(１Ｂ)ｎａ－ｎａβ１(１Ｂ) ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
０ ０

ｎα１(ａ)－α４(ａ)ｎ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

０ ａγ２(ｎ)
γ３(ｎ)ａ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (根据式(４))

＝
０ ａγ２(ｎ)

ｎα１(ａ)－α４(ａ)ｎ＋γ３(ｎ)ａ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

所以

０ γ２(ｎａ)
γ３(ｎａ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０ ａγ２(ｎ)
ｎα１(ａ)－α４(ａ)ｎ＋γ３(ｎ)ａ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

因此ꎬ对 ａ∈Ａꎬｎ∈Ｎꎬ均有

γ３(ｎａ)＝ ｎα１(ａ)－α４(ａ)ｎ＋γ３(ｎ)ａꎬγ２(ｎａ)＝ ａγ２(ｎ)ꎬ
则(ⅲ)成立ꎮ

取 ａ＝ １Ａꎬ可得 ｎα１(１Ａ)＝ α４(１Ａ)ｎꎬ结合式(３)和引理 １ꎬ知 Ｌ(Ｐ１)＝ α１(１Ａ)􀱇α４(１Ａ)∈Ｚ(Ｇ)ꎮ

类似地ꎬ在式(６)中ꎬ取 Ｘ＝
０ ０
ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝

０ ０
０ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｚ＝Ｐ２ꎬ可得对 ｎ∈Ｎꎬ ｂ∈Ｂꎬ均有

γ３(ｂｎ)＝ β４(ｂ)ｎ－ｎβ１(ｂ)＋ｂγ３(ｎ)ꎬγ２(ｂｎ)＝ γ２(ｎ)ｂꎬ
则(ⅳ)成立ꎮ

最后证(ⅴ)和(ⅵ)ꎮ 在式(６)中ꎬ取 Ｘ＝
０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝Ｐ１ꎬ Ｚ＝

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ利用式(５)得 Ｌ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝
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Ｌ(Ｏ)＝
０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 又 Ｌ(Ｐ１)∈Ｚ(Ｇ)ꎬ 所以[[ＸꎬＬ(Ｙ)]ꎬＺ] ＝[[ＸꎬＬ(Ｐ１)]ꎬＺ] ＝Ｏꎬ 于是

[[Ｌ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＬ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬＬ(Ｚ)] ＝[[Ｌ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬＬ(Ｚ)]

＝
－ｍμ３(ｍ) ０

０ μ３(ｍ)ｍ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

－ｍμ３(ｍ) ０
０ μ３(ｍ)ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝
－２ｍμ３(ｍ) ０

０ ２μ３(ｍ)ｍ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

因此

－２ｍμ３(ｍ) ０
０ ２μ３(ｍ)ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

于是对 ｍ∈Ｍꎬ均有 μ３(ｍ)ｍ＝ ０ꎬｍμ３(ｍ)＝ ０ꎮ

类似地ꎬ在式(６)中ꎬ取 Ｘ＝
０ ０
ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ ＝Ｐ２ꎬ Ｚ ＝

０ ０
ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ可得对 ｎ∈Ｎꎬ均有 γ２(ｎ)ｎ ＝ ０ꎬ ｎγ２(ｎ)＝ ０ꎬ则

(ⅴ)成立ꎮ

在式(６)中ꎬ取 Ｘ＝
１Ａ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝

ｍｎ ０
－ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｚ＝

０ －ｍ
０ １Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ利用式(５)与 Ｌ 的线性性ꎬ得

Ｌ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Ｌ
ｍｎ ｍｎｍ
－ｎ －ｎｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ｍｎ)－β１(ｎｍ) μ２(ｍｎｍ)－γ２(ｎ)
μ３(ｍｎｍ)－γ３(ｎ) α４(ｍｎ)－β４(ｎｍ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

[[Ｌ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ] ＝ Ｌ(Ｐ１)＋Ｌ
０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＹé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬＺ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ Ｌ(Ｐ１)ꎬＹ[ ] ꎬＺ[ ] ＋ Ｌ

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＹé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬＺ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝ Ｌ
０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬＹé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎬＺ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (因为 Ｌ(Ｐ１)∈Ｚ(Ｇ))

＝
－μ２(ｍ)ｎ －ｍｎμ２(ｍ)
μ３(ｍ)ｍｎ ｎμ２(ｍ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

０ －ｍ
０ １Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝
－μ２(ｍ)ｎ －ｍｎμ２(ｍ)

０ ｎμ２(ｍ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

０ －ｍ
０ １Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
(因为 μ３(ｍ)ｍ＝ ０)

＝
０ μ２(ｍ)ｎｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

[[ＸꎬＬ(Ｙ)]ꎬＺ] ＝
－ｍγ３(ｎ) －γ２(ｎ)＋ｍα４(ｍｎ)－α１(ｍｎ)ｍ
γ３(ｎ) γ３(ｎ)ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

０ －ｍ
０ １Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝
ｍγ３(ｎ) ２ｍγ３(ｎ)ｍ－γ２(ｎ)＋ｍα４(ｍｎ)－α１(ｍｎ)ｍ
－γ３(ｎ) －γ３(ｎ)ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

[[ＸꎬＹ]ꎬＬ(Ｚ)] ＝ [ＸꎬＹ]ꎬＬ
０ －ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｌ(Ｐ２)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ [ＸꎬＹ]ꎬＬ

０ －ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ [ＸꎬＹ]ꎬＬ(Ｐ２)[ ]

＝ [ＸꎬＹ]ꎬＬ
０ －ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (因为 Ｌ(Ｐ２)∈Ｚ(Ｇ))

＝
－ｍｎ －ｍｎｍ
ｎ ｎｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

０ －μ２(ｍ)
－μ３(ｍ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝
ｍｎｍμ３(ｍ)＋μ２(ｍ)ｎ ｍｎμ２(ｍ)＋μ２(ｍ)ｎｍ
－ｎｍμ３(ｍ)－μ３(ｍ)ｍｎ －ｎμ２(ｍ)－μ３(ｍ)ｍｎｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝
μ２(ｍ)ｎ ｍｎμ２(ｍ)＋μ２(ｍ)ｎｍ

０ －ｎμ２(ｍ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (因为 μ３(ｍ)ｍ＝ ０ꎬｍμ３(ｍ)＝ ０)ꎬ
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所以

　 [[Ｌ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＬ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬＬ(Ｚ)]

＝
０ μ２(ｍ)ｎｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｍγ３(ｎ) ２ｍγ３(ｎ)ｍ－γ２(ｎ)＋ｍα４(ｍｎ)－α１(ｍｎ)ｍ
－γ３(ｎ) －γ３(ｎ)ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＋
μ２(ｍ)ｎ ｍｎμ２(ｍ)＋μ２(ｍ)ｎｍ

０ －ｎμ２(ｍ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝
μ２(ｍ)ｎ＋ｍγ３(ｎ) ｍｎμ２(ｍ)＋２μ２(ｍ)ｎｍ＋２ｍγ３(ｎ)ｍ－γ２(ｎ)＋ｍα４(ｍｎ)－α１(ｍｎ)ｍ

－γ３(ｎ) －ｎμ２(ｍ)－γ３(ｎ)ｍ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

于是

　
α１(ｍｎ)－β１(ｎｍ) μ２(ｍｎｍ)－γ２(ｎ)
μ３(ｍｎｍ)－γ３(ｎ) α４(ｍｎ)－β４(ｎｍ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝
μ２(ｍ)ｎ＋ｍγ３(ｎ) ｍｎμ２(ｍ)＋２μ２(ｍ)ｎｍ＋２ｍγ３(ｎ)ｍ－γ２(ｎ)＋ｍα４(ｍｎ)－α１(ｍｎ)ｍ

－γ３(ｎ) －ｎμ２(ｍ)－γ３(ｎ)ｍ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

因此ꎬ对 ｍ∈Ｍꎬｎ∈Ｎꎬ均有

α１(ｍｎ)－β１(ｎｍ)＝ μ２(ｍ)ｎ＋ｍγ３(ｎ)ꎬβ４(ｎｍ)－α４(ｍｎ)＝ ｎμ２(ｍ)＋γ３(ｎ)ｍꎬ
则(ⅵ)成立ꎮ

３　 零点李三重导子与导子和奇异 Ｊｏｒｄａｎ 导子的关系

定理 ２　 设 Ｇ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)是广义矩阵代数且满足:
(１) πＡ(Ｚ(Ｇ))＝ Ｚ(Ａ)ꎬ πＢ(Ｚ(Ｇ))＝ Ｚ(Ｂ)ꎻ
(２) Ｚ(Ａ)＝ {ａ∈Ａ [[ａꎬｘ]ꎬｙ] ＝ ０ꎬ ∀ｘꎬｙ∈Ａ}或 Ｚ(Ｂ)＝ {ｂ∈Ｂ [[ｂꎬｘ]ꎬｙ] ＝ ０ꎬ ∀ｘꎬｙ∈Ｂ}ꎬ

设 Δ:Ｇ→Ｇ 是 Ｇ 上的零点李三重导子ꎬ那么 Δ 可表为 Δ ＝ ｄ＋δ＋τꎬ其中 ｄ 是 Ｇ 上的导子ꎬδ 是 Ｇ 上的奇异

Ｊｏｒｄａｎ导子ꎬτ:Ｇ→Ｚ(Ｇ)是一个 Ｒ￣线性映射且满足 ＸＹ ＝ＸＺ ＝Ｏ 时ꎬτ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Ｏ 的充要条件是对 ｍ
∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬ均有 β１(ｎｍ)􀱇α４(ｍｎ)∈Ｚ(Ｇ)ꎬ其中 α４ 和 β１ 如同定理 １ꎮ

为证明定理 ２ꎬ先给出如下引理ꎮ
引理 ４　 设 Ｇ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)是广义矩阵代数且满足

(１) πＡ(Ｚ(Ｇ))＝ Ｚ(Ａ)ꎬ πＢ(Ｚ(Ｇ))＝ Ｚ(Ｂ)ꎻ
(２) Ｚ(Ａ)＝ {ａ∈Ａ [[ａꎬｘ]ꎬｙ] ＝ ０ꎬ∀ｘꎬｙ∈Ａ}或 Ｚ(Ｂ)＝ {ｂ∈Ｂ [[ｂꎬｘ]ꎬｙ] ＝ ０ꎬ∀ｘꎬｙ∈Ｂ}ꎬ

设 Δ:Ｇ→Ｇ 是 Ｇ 上的零点李三重导子ꎬ那么对 ａ∈Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ均有 α４(ａ)∈Ｚ(Ｂ)ꎬ β１(ｂ)∈Ｚ(Ａ)ꎬ其中 α４ 和

β１ 如同定理 １ꎮ

证明　 设 Δ:Ｇ→Ｇ 是 Ｇ 上的零点李三重导子ꎬ由定理 １ 知ꎬ∀
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｇꎬ均有

Δ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ａ)＋β１(ｂ)－ｍｎ０－ｍ０ｎ ａｍ０－ｍ０ｂ＋μ２(ｍ)＋γ２(ｎ)
ｎ０ａ－ｂｎ０＋μ３(ｍ)＋γ３(ｎ) α４(ａ)＋β４(ｂ)＋ｎｍ０＋ｎ０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

式中ꎬｍ０∈Ｍꎬ ｎ０∈Ｎꎬ α１:Ａ→Ａꎬ β１:Ｂ→Ａꎬ μ２:Ｍ→Ｍꎬ γ２:Ｎ→Ｍꎬ μ３:Ｍ→Ｎꎬ γ３:Ｎ→Ｎꎬ α４:Ａ→Ｂ 和β４:Ｂ→
Ｂ 均为 Ｒ￣线性映射ꎬ且满足定理 １ 中的(ⅰ)—(ⅵ)ꎮ

因为 Δ:Ｇ→Ｇ 是 Ｇ 的零点李三重导子ꎬ所以对 ＸꎬＹꎬＺ∈Ｇꎬ当 ＸＹ＝ＸＺ＝Ｏ 时ꎬ有
Δ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ [[Δ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬΔ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬΔ(Ｚ)]ꎮ (７)

在式(７)中取 Ｘ＝
０ ０
０ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝

ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｚ＝

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ经计算ꎬ得 Δ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Δ(Ｏ)＝

０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 同时

[[ＸꎬＹ]ꎬΔ(Ｚ)] ＝Ｏꎬ于是
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　 [[Δ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬΔ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬΔ(Ｚ)] ＝[[Δ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[ＸꎬΔ(Ｙ)]ꎬＺ]

　 　 　 　 ＝
ｍｂｎ０ａ (β１(ｂ)ａ－ａβ１(ｂ))ｍ

０ －ｂｎ０ａｍ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

－ｍｂｎ０ａ －ｍ(ｂα４(ａ)－α４(ａ)ｂ)
０ ｂｎ０ａｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

　 　 　 　 ＝
０ [β１(ｂ)ꎬａ]ｍ－ｍ[ｂꎬα４(ａ)]
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

所以

０ [β１(ｂ)ꎬａ]ｍ－ｍ[ｂꎬα４(ａ)]
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

因此[β１(ｂ)ꎬａ]ｍ＝ｍ[ｂꎬα４(ａ)]ꎮ 由引理 ２ꎬ知
[β１(ｂ)ꎬａ]∈Ｚ(Ａ)＝ πＡ(Ｚ(Ｇ))ꎬ[ｂꎬα４(ａ)]∈Ｚ(Ｂ)＝ πＢ(Ｚ(Ｇ))ꎬ[β１(ｂ)ꎬａ]􀱇[ｂꎬα４(ａ)]∈Ｚ(Ｇ)ꎮ

再由引理 １ 知ꎬ η([β１(ｂ)ꎬａ])＝ [ｂꎬα４(ａ)]ꎬ这里的 η 同引理 １ꎮ
根据条件(２)ꎬ 假设 Ｚ(Ａ)＝ ａ∈Ａ [[ａꎬｘ]ꎬｙ] ＝ ０ꎬ∀ｘꎬｙ∈Ａ{ } ꎮ

因为对 ｘ∈Ａꎬ [β１(ｂ)ꎬｘ]∈Ｚ(Ａ)ꎬ 所以对 ｘꎬｙ∈Ａꎬ 有[[β１(ｂ)ꎬｘ]ꎬｙ] ＝ ０ꎬ 即 β１(ｂ)∈Ｚ(Ａ)ꎮ 于是ꎬ对
ａ∈Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ [ｂꎬα４(ａ)] ＝η([β１(ｂ)ꎬａ])＝ η(０)＝ ０ꎬ即 α４(ａ)∈Ｚ(Ｂ)ꎮ

定理 ２ 的证明ꎮ 设 Δ:Ｇ→Ｇ 是 Ｇ 上的零点李三重导子ꎬ由定理 １ 知ꎬ∀
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｇꎬ均有

Δ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ａ)＋β１(ｂ)－ｍｎ０－ｍ０ｎ ａｍ０－ｍ０ｂ＋μ２(ｍ)＋γ２(ｎ)
ｎ０ａ－ｂｎ０＋μ３(ｍ)＋γ３(ｎ) α４(ａ)＋β４(ｂ)＋ｎｍ０＋ｎ０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

式中ꎬｍ０∈Ｍꎬ ｎ０∈Ｎꎬ α１:Ａ→Ａꎬ β１:Ｂ→Ａꎬ μ２:Ｍ→Ｍꎬ γ２:Ｎ→Ｍꎬ μ３:Ｍ→Ｎꎬ γ３:Ｎ→Ｎꎬ α４:Ａ→Ｂ 和 β４:Ｂ→
Ｂ 均为 Ｒ￣线性映射ꎬ且满足定理 １ 中的(ⅰ)—(ⅵ)ꎮ

必要性ꎮ 假设 Δ＝ｄ＋δ＋τꎬ其中 ｄ 是 Ｇ 上的导子ꎬδ 是 Ｇ 上的奇异 Ｊｏｒｄａｎ 导子ꎬτ:Ｇ→Ｚ(Ｇ)是一个 Ｒ￣线
性映射且满足 ＸＹ＝ＸＺ＝Ｏ 时ꎬτ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Ｏꎮ

下证∀ｍ∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬ均有 β１(ｎｍ)􀱇α４(ｍｎ)∈Ｚ(Ｇ)ꎮ

因为 ｄ 是 Ｇ 上的导子ꎬ 所以由引理 ３ 知ꎬ ｄ
１Ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｄ１(１Ａ) ｍ′０
ｎ′０ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ 且对 ｍ ∈ Ｍꎬ ｄ

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－ｍｎ′０ μ′２(ｍ)
０ ｎ′０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ其中ꎬｍ′０∈Ｍꎬ ｎ′０∈Ｎꎬ ｄ１ 是 Ａ 上的导子ꎬμ′２是 Ｍ 上的 Ｒ￣线性映射ꎮ 因为 δ 是 Ｇ 上的奇异

Ｊｏｒｄａｎ 导子ꎬ所以对 Ｘ＝
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｇꎬ 均有

δ(Ｐ１ＸＰ１)＝ Ｏꎬ δ(Ｐ１ＸＰ２)∈Ｐ２ＧＰ１ꎬ
因此

δ
ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ δ(Ｐ１ＸＰ１)＝

０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ δ

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ δ(Ｐ１ＸＰ２)∈Ｐ２ＧＰ１ ＝

０ ０
Ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

于是ꎬ存在映射 ｇ:Ｍ→Ｎꎬ使得 δ
０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０ ０
ｇ(ｍ) ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 由假设 Δ＝ｄ＋δ＋τꎬ知

　 τ
１Ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Δ

１Ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｄ

１Ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ －δ

１Ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(１Ａ) ｍ０

ｎ０ α４(１Ａ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

ｄ１(１Ａ) ｍ′０
ｎ′０ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
α１(１Ａ)－ｄ１(１Ａ) ｍ０－ｍ′０

ｎ０－ｎ′０ α４(１Ａ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

而 τ
１Ａ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｚ(Ｇ)ꎬ所以由引理 １ 知ꎬｍ′０ ＝ｍ０ꎬ ｎ′０ ＝ｎ０ꎮ 同时
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τ
０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Δ

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｄ

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ －δ

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－ｍｎ０ μ２(ｍ)
μ３(ｍ) ｎ０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

－ｍｎ′０ μ′２(ｍ)
０ ｎ′０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

０ ０
ｇ(ｍ) ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
０ μ２(ｍ)－μ′２(ｍ)

μ３(ｍ)－ｇ(ｍ) ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ (因为 ｎ′０ ＝ｎ０)ꎬ

而 τ
０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｚ(Ｇ)ꎬ所以由引理 １ 知ꎬμ′２(ｍ)＝ μ２(ｍ)ꎬ ｇ(ｍ)＝ μ３(ｍ)ꎬ即对 ｍ∈Ｍꎬ有

ｄ
０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－ｍｎ０ μ２(ｍ)
０ ｎ０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

类似可证ꎬ对 ｎ∈Ｎꎬ有

ｄ
０ ０
ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－ｍ０ｎ ０
γ３(ｎ) ｎｍ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

因此ꎬ对 ｍ∈Ｍꎬｎ∈Ｎꎬ有

ｄ
ｍｎ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｄ

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

０ ０
ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｄ

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀅰

０ ０
ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

０ ｍ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀅰ｄ

０ ０
ｎ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
μ２(ｍ)ｎ＋ｍγ３(ｎ) ｍ(ｎｍ０)

(ｎ０ｍ)ｎ ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

再利用 Δ
ｍｎ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ｍｎ) (ｍｎ)ｍ０

ｎ０(ｍｎ) α４(ｍｎ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 、δ

ｍｎ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 以及定理 １(ⅵ)ꎬ得

τ
ｍｎ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Δ

ｍｎ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｄ

ｍｎ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ －δ

ｍｎ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
α１(ｍｎ) (ｍｎ)ｍ０

ｎ０(ｍｎ) α４(ｍｎ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

μ２(ｍ)ｎ＋ｍγ３(ｎ) ｍ(ｎｍ０)
(ｎ０ｍ)ｎ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

０ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
α１(ｍｎ)－μ２(ｍ)ｎ－ｍγ３(ｎ) ０

０ α４(ｍｎ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝
β１(ｎｍ) ０

０ α４(ｍｎ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

因为 τ
ｍｎ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｚ(Ｇ)ꎬ所以

β１(ｎｍ) ０
０ α４(ｍｎ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Ｚ(Ｇ)ꎬ即 β１(ｎｍ)􀱇α４(ｍｎ)∈Ｚ(Ｇ)ꎮ

充分性ꎮ 根据引理 ４ꎬ对 ａ∈Ａꎬｂ∈Ｂꎬ均有

α４(ａ)∈Ｚ(Ｂ)＝ πＢ(Ｚ(Ｇ))ꎬ β１(ｂ)∈Ｚ(Ａ)＝ πＡ(Ｚ(Ｇ))ꎬ (８)
由引理 １ 知ꎬ存在唯一的同构映射 η:Ｚ(Ａ)→Ｚ(Ｂ)ꎬ使得

η－１(α４(ａ))ｍ＝ｍα４(ａ)ꎬ ｎη－１(α４(ａ))＝ α４(ａ)ｎꎬ β１(ｂ)ｍ＝ｍη(β１(ｂ))ꎬ ｎβ１(ｂ)＝ η(β１(ｂ))ｎꎮ (９)
作映射 ｄ:Ｇ→Ｇꎬ δ:Ｇ→Ｇ 与 τ:Ｇ→Ｇ 使得

ｄ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ａ)－η
－１(α４(ａ))－ｍｎ０－ｍ０ｎ ａｍ０－ｍ０ｂ＋μ２(ｍ)

ｎ０ａ－ｂｎ０＋γ３(ｎ) β４(ｂ)－η(β１(ｂ))＋ｎｍ０＋ｎ０ｍ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

δ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０ γ２(ｎ)
μ３(ｍ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

τ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

η－１(α４(ａ))＋β１(ｂ) ０
０ α４(ａ)＋η(β１(ｂ))

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

显然ꎬｄꎬδ 与 τ 均为 Ｒ￣线性映射ꎬ并且 Δ＝ｄ＋δ＋τꎮ
先证 ｄ 是 Ｇ 上的导子ꎮ
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作映射ｄ１:Ａ→Ａꎬ ｄ４:Ｂ→Ｂ 使得

ｄ１(ａ)＝ α１(ａ)－η
－１(α４(ａ))ꎬｄ４(ｂ)＝ β４(ｂ)－η(β１(ｂ))ꎮ

显然ꎬｄ１ꎬ ｄ４ 均为 Ｒ￣线性映射ꎬ同时

ｄ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｄ１(ａ)－ｍｎ０－ｍ０ｎ ａｍ０－ｍ０ｂ＋μ２(ｍ)
ｎ０ａ－ｂｎ０＋γ３(ｎ) ｄ４(ｂ)＋ｎｍ０＋ｎ０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

由定理 １ 中的(ⅰ)—(ⅳ)和式(９)ꎬ知对 ａ∈Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ ｍ∈Ｍꎬ均有

μ２(ａｍ)＝ (α１(ａ)－η
－１(α４(ａ)))ｍ＋ａμ２(ｍ)＝ ｄ１(ａ)ｍ＋ａμ２(ｍ)ꎬ (１０)

μ２(ｍｂ)＝ μ２(ｍ)ｂ＋ｍ(β４(ｂ)－η(β１(ｂ)))＝ μ２(ｍ)ｂ＋ｍｄ４(ｂ)ꎬ (１１)
γ３(ｎａ)＝ γ３(ｎ)ａ＋ｎ(α１(ａ)－η

－１(α４(ａ)))＝ γ３(ｎ)ａ＋ｎｄ１(ａ)ꎬ (１２)
γ３(ｂｎ)＝ (β４(ｂ)－η(β１(ｂ)))ｎ＋ｂγ３(ｎ)＝ ｄ４(ｂ)ｎ＋ｂγ３(ｎ)ꎬ (１３)

由式(１０)ꎬ知对 ａꎬａ′∈Ａꎬｍ∈Ｍꎬ均有

μ２(ａａ′ｍ)＝ ｄ１(ａａ′)ｍ＋ａａ′μ２(ｍ)ꎬ同时

μ２(ａａ′ｍ)＝ μ２(ａ(ａ′ｍ))＝ ｄ１(ａ)ａ′ｍ＋ａμ２(ａ′ｍ)＝ ｄ１(ａ)ａ′ｍ＋ａ(ｄ１(ａ′)ｍ＋ａ′μ２(ｍ))
＝ ｄ１(ａ)ａ′ｍ＋ａｄ１(ａ′)ｍ＋ａａ′μ２(ｍ)ꎬ

所以 ｄ１(ａａ′)ｍ＝(ｄ１(ａ)ａ′＋ａｄ１(ａ′))ｍꎮ
因为 Ｍ 是忠实的(ＡꎬＢ) ￣双模ꎬ所以 ｄ１(ａａ′)＝ ｄ１(ａ)ａ′＋ａｄ１(ａ′)ꎬ故 ｄ１ 是 Ａ 上的导子ꎮ
同样ꎬ由式(１１)ꎬ对 ｍ∈Ｍꎬｂꎬｂ′∈Ｂꎬ均有

μ２(ｍｂｂ′)＝ μ２(ｍ)ｂｂ′＋ｍｄ４(ｂｂ′)ꎬ同时

　 μ２(ｍｂｂ′)＝ μ２((ｍｂ)ｂ′)＝ μ２(ｍｂ)ｂ′＋ｍｂｄ４(ｂ′)＝ (μ２(ｍ)ｂ＋ｍｄ４(ｂ))ｂ′＋ｍｂｄ４(ｂ′)
＝ μ２(ｍ)ｂｂ′＋ｍｄ４(ｂ)ｂ′＋ｍｂｄ４(ｂ′)ꎬ

所以 ｍｄ４(ｂｂ′)＝ ｍ(ｄ４(ｂ)ｂ′＋ｂｄ４(ｂ′))ꎮ
因为 Ｍ 是忠实的(ＡꎬＢ) ￣双模ꎬ所以 ｄ４(ｂｂ′)＝ ｄ４(ｂ)ｂ′＋ｂｄ４(ｂ′)ꎬ故 ｄ４ 是 Ｂ 上的导子ꎮ
假设对 ｍ∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬβ１(ｎｍ)􀱇α４(ｍｎ)∈Ｚ(Ｇ)ꎬ 由引理 １ꎬ得

η(β１(ｎｍ))＝ α４(ｍｎ)ꎬ η－１(α４(ｍｎ))＝ β１(ｎｍ)ꎮ
由定理 １ 中的(ⅵ)ꎬ知

ｄ１(ｍｎ)＝ α１(ｍｎ)－η
－１(α４(ｍｎ))＝ α１(ｍｎ)－β１(ｎｍ)＝ μ２(ｍ)ｎ＋ｍγ３(ｎ)ꎬ (１４)

ｄ４(ｎｍ)＝ β４(ｎｍ)－η(β１(ｎｍ))＝ β４(ｎｍ)－α４(ｍｎ)＝ ｎ μ２(ｍ)＋γ３(ｎ)ｍꎮ (１５)
由式(１０)—(１５)及引理 ３ꎬ知 ｄ 是 Ｇ 上的导子ꎮ
再证 δ 是 Ｇ 上的奇异 Ｊｏｒｄａｎ 导子ꎮ
由定理 １ 中的(ⅰ)—(ⅳ)知ꎬ对 ａ∈Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ ｍ∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬ均有

μ３(ａｍ)＝ μ３(ｍ)ａꎻ μ３(ｍｂ)＝ ｂμ３(ｍ)ꎻ γ２(ｎａ)＝ ａγ２(ｎ)ꎻ γ２(ｂｎ)＝ γ２(ｎ)ｂꎮ

所以∀Ｘ＝
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｇꎬ有

δ(Ｘ２)＝ δ
ａ２＋ｍｎ ａｍ＋ｍｂ
ｎａ＋ｂｎ ｎｍ＋ｂ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０ γ２(ｎａ＋ｂｎ)
μ３(ａｍ＋ｍｂ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝
０ ａγ２(ｎ)＋γ２(ｎ)ｂ

μ３(ｍ)ａ＋ｂμ３(ｍ) ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

由定理 １ 中的(ⅴ)知ꎬ对 ｍ∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬ均有

μ３(ｍ)ｍ＝ ０ꎬ ｍ μ３(ｍ)＝ ０ꎬ γ２(ｎ)ｎ＝ ０ꎬ ｎγ２(ｎ)＝ ０ꎬ
所以

δ(Ｘ)Ｘ＝
０ γ２(ｎ)

μ３(ｍ) ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

γ２(ｎ)ｎ γ２(ｎ)ｂ
μ３(ｍ)ａ μ３(ｍ)ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０ γ２(ｎ)ｂ
μ３(ｍ)ａ ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ
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Ｘδ(Ｘ)＝
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

０ γ２(ｎ)
μ３(ｍ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｍ μ３(ｍ) ａγ２(ｎ)
ｂ μ３(ｍ) ｎγ２(ｎ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０ ａγ２(ｎ)
ｂ μ３(ｍ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

于是 δ(Ｘ２)＝ δ(Ｘ)Ｘ＋Ｘδ(Ｘ)ꎮ 由注 １ 知ꎬ δ 是 Ｇ 上的 Ｊｏｒｄａｎ 导子ꎮ

进一步地ꎬ利用 δ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０ γ２(ｎ)
μ３(ｍ) ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ不难验证ꎬ对 Ｘ∈Ｇꎬ均有

δ(Ｐ１ＸＰ１)＝ Ｏꎬ δ(Ｐ２ＸＰ２)＝ Ｏꎬ δ(Ｐ１ＸＰ２)∈Ｐ２ＧＰ１ꎬ δ(Ｐ２ＸＰ１)∈Ｐ１ＧＰ２ꎬ
所以 δ 是 Ｇ 上的奇异 Ｊｏｒｄａｎ 导子ꎮ

最后证明对 ＸꎬＹꎬＺ∈Ｇꎬ τ(Ｘ)∈Ｚ(Ｇ)且当 ＸＹ＝ＸＺ＝Ｏ 时ꎬτ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Ｏꎮ
由式(８)知ꎬ对 ａ∈Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ均有

α４(ａ)∈Ｚ(Ｂ)＝ πＢ(Ｚ(Ｇ))ꎬ β１(ｂ)∈Ｚ(Ａ)＝ πＡ(Ｚ(Ｇ))ꎬ

所以由引理 １ 知ꎬ对 Ｘ＝
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｇꎬ

τ(Ｘ)＝
η－１(α４(ａ))＋β１(ｂ) ０

０ α４(ａ)＋η(β１(ｂ))
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

η－１(α４(ａ)) ０
０ α４(ａ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

β１(ｂ) ０
０ η(β１(ｂ))

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Ｚ(Ｇ)ꎮ

因为 ｄ 是 Ｇ 上的导子ꎬδ 是 Ｇ 上的奇异 Ｊｏｒｄａｎ 导子ꎬ所以 ｄ 与 δ 是 Ｇ 上的李三重导子ꎬ当然是 Ｇ 上的零

点李三重导子ꎬτ＝Δ－ｄ－δ 是 Ｇ 上的零点李三重导子ꎬ因此ꎬ对 ＸꎬＹꎬＺ∈Ｇ 且 ＸＹ＝ＸＺ＝Ｏ 时ꎬ
τ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ [[τ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[Ｘꎬτ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬτ(Ｚ)]ꎮ

又因为对 Ｘ∈Ｇꎬ τ(Ｘ)∈Ｚ(Ｇ)ꎬ 所以

[[τ(Ｘ)ꎬＹ]ꎬＺ]＋[[Ｘꎬτ(Ｙ)]ꎬＺ]＋[[ＸꎬＹ]ꎬ τ(Ｚ)] ＝Ｏꎬ
故 τ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Ｏꎮ

在定理 ２ 中ꎬ如果 Ｇ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)是三角代数ꎬ那么 Ｎ ＝ ０ꎮ 此时ꎬ不难验证ꎬＧ 上的奇异 Ｊｏｒｄａｎ 导子

δ＝ ０ꎬ同时 β１(ｎｍ)􀱇α４(ｍｎ)＝ β１(０)􀱇α４(０)＝ ０∈Ｚ(Ｇ)ꎮ 由定理 ２ 有如下推论ꎮ
推论 １[１５] 　 设 Ｔ＝Ｔ(ＡꎬＭꎬＢ)是三角代数且满足

(１) πＡ(Ｚ(Ｔ))＝ Ｚ(Ａ)ꎬ πＢ(Ｚ(Ｔ))＝ Ｚ(Ｂ)ꎻ
(２) Ｚ(Ａ)＝ ａ∈Ａ [[ａꎬｘ]ꎬｙ] ＝ ０ꎬ∀ｘꎬｙ∈Ａ{ }或 Ｚ(Ｂ)＝ ｂ∈Ｂ [[ｂꎬｘ]ꎬｙ] ＝ ０ꎬ∀ｘꎬｙ∈Ｂ{ } ꎮ

设 Δ:Ｔ→Ｔ 是 Ｔ 上的零点李三重导子ꎬ那么 Δ＝ｄ＋τꎬ其中 ｄ 是 Ｔ 上的导子ꎬτ:Ｔ→Ｚ(Ｔ)是一个 Ｒ￣线性映

射且满足 ＸＹ＝ＸＺ＝Ｏ 时ꎬ τ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Ｏꎮ
定理 ３　 设 Ｇ＝Ｇ(ＡꎬＭꎬＮꎬＢ)是广义矩阵代数且满足

(１) πＡ(Ｚ(Ｇ))＝ Ｚ(Ａ)ꎬ πＢ(Ｚ(Ｇ))＝ Ｚ(Ｂ)ꎻ
(２) Ｚ(Ａ)＝ {ａ∈Ａ [[ａꎬｘ]ꎬｙ] ＝ ０ꎬ ∀ｘꎬｙ∈Ａ}或 Ｚ(Ｂ)＝ ｂ∈Ｂ [[ｂꎬｘ]ꎬｙ] ＝ ０ꎬ∀ｘꎬｙ∈Ｂ{ } ꎻ
(３)Ａ 或 Ｂ 不包含非零中心理想ꎬ

设 Δ:Ｇ→Ｇ 是 Ｇ 上的零点李三重导子ꎬ那么 Δ＝ｄ＋δ＋τꎬ其中 ｄ 是 Ｇ 上的导子ꎬδ 是 Ｇ 上的奇异 Ｊｏｒｄａｎ 导子ꎬ
τ:Ｇ→Ｚ(Ｇ)是一个 Ｒ￣线性映射且满足 ＸＹ＝ＸＺ＝Ｏ 时ꎬ τ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Ｏꎮ

证明　 根据定理 ２ꎬ仅需证明对 ｍ∈Ｍꎬ ｎ∈Ｎꎬ β１(ｎｍ)􀱇α４(ｍｎ)∈Ｚ(Ｇ)即可ꎮ

设 Δ:Ｇ→Ｇ 是 Ｇ 上的零点李三重导子ꎬ由定理 １ 知ꎬ∀
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｇꎬ均有

Δ
ａ ｍ
ｎ ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

α１(ａ)＋β１(ｂ)－ｍｎ０－ｍ０ｎ ａｍ０－ｍ０ｂ＋μ２(ｍ)＋γ２(ｎ)
ｎ０ａ－ｂｎ０＋μ３(ｍ)＋γ３(ｎ) α４(ａ)＋β４(ｂ)＋ｎｍ０＋ｎ０ｍ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

式中ꎬｍ０∈Ｍꎬ ｎ０∈Ｎꎬ α１:Ａ→Ａꎬ β１:Ｂ→Ａꎬ μ２:Ｍ→Ｍꎬ γ２:Ｎ→Ｍꎬ μ３:Ｍ→Ｎꎬ γ３:Ｎ→Ｎꎬ α４:Ａ→Ｂ 和β４:Ｂ→
Ｂ 均为 Ｒ￣线性映射ꎬ且满足定理 １ 中的(ⅰ)—(ⅵ)ꎮ

根据引理 ４ꎬ对 ａ∈Ａꎬｂ∈Ｂꎬ均有

α４(ａ)∈Ｚ(Ｂ)＝ πＢ(Ｚ(Ｇ))ꎬ β１(ｂ)∈Ｚ(Ａ)＝ πＡ(Ｚ(Ｇ))ꎮ
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由引理 １ 知ꎬ存在唯一的同构映射 η:Ｚ(Ａ)→Ｚ(Ｂ)ꎬ使得

η－１(α４(ａ))ｍ＝ｍα４(ａ)ꎮ (１６)
令 ｄ１(ａ)＝ α１(ａ)－η

－１(α４(ａ))ꎬ那么由定理 １ 中的(ⅰ)和式(１６)知ꎬ对 ａ∈Ａꎬ ｍ∈Ｍꎬ均有

μ２(ａｍ)＝ (α１(ａ)－η
－１(α４(ａ)))ｍ＋ａμ２(ｍ)＝ ｄ１(ａ)ｍ＋ａμ２(ｍ)ꎬ (１７)

于是ꎬ对 ａꎬａ′∈Ａꎬｍ∈Ｍꎬ均有

μ２(ａａ′ｍ)＝ ｄ１(ａａ′)ｍ＋ａａ′μ２(ｍ)ꎬ同时

μ２(ａａ′ｍ)＝ μ２(ａ(ａ′ｍ))＝ ｄ１(ａ)ａ′ｍ＋ａμ２(ａ′ｍ)＝ ｄ１(ａ)ａ′ｍ＋ａ(ｄ１(ａ′)ｍ＋ａ′μ２(ｍ))
＝ ｄ１(ａ)ａ′ｍ＋ａｄ１(ａ′)ｍ＋ａａ′μ２(ｍ)ꎬ

所以 ｄ１(ａａ′)ｍ＝(ｄ１(ａ)ａ′＋ａｄ１(ａ′))ｍꎮ
因为 Ｍ 是忠实的(ＡꎬＢ) ￣双模ꎬ所以

ｄ１(ａａ′)＝ ｄ１(ａ)ａ′＋ａｄ１(ａ′)ꎮ (１８)
不失一般性ꎬ假设 Ａ 不包含非零中心理想ꎬ对 ａ∈Ａꎬ ｍ∈Ｍꎬｎ∈Ｎꎬ有

ａ(β１(ｎｍ)－η－１(α４(ｍｎ)))＝ ａ(α１(ｍｎ)－μ２(ｍ)ｎ－ｍγ３(ｎ)－η
－１(α４(ｍｎ))) (根据定理 １(ⅵ))

＝ ａ(α１(ｍｎ)－η
－１(α４(ｍｎ)))－ａμ２(ｍ)ｎ－ａｍγ３(ｎ)

＝ ａｄ１(ｍｎ)－ａμ２(ｍ)ｎ－ａｍγ３(ｎ)
＝ ｄ１(ａｍｎ)－ｄ１(ａ)ｍｎ－ａμ２(ｍ)ｎ－ａｍγ３(ｎ) (根据式(１８))
＝ ｄ１(ａｍｎ)－μ２(ａｍ)ｎ－ａｍγ３(ｎ)(根据式(１７))
＝ α１(ａｍｎ)－η

－１(α４(ａｍｎ))－μ２(ａｍ)ｎ－ａｍγ３(ｎ)
＝ β１(ｎａｍ)－η－１(α４(ａｍｎ))(根据定理 １ 中的(ⅵ))ꎬ

因为 α４ ( ａｍｎ) ∈ Ｚ ( Ｂ)ꎬ 所 以 η－１ ( α４ ( ａｍｎ )) ∈ Ｚ ( Ａ )ꎬ 而 β１ ( ｎａｍ) ∈ Ｚ ( Ａ )ꎬ 于 是 β１ ( ｎａｍ) －

η－１(α４(ａｍｎ))∈Ｚ(Ａ)ꎬ因此 ａ(β１(ｎｍ)－η－１(α４(ｍｎ)))∈Ｚ(Ａ)ꎬ Ａ(β１(ｎｍ) －η－１(α４(ｍｎ)))是 Ａ 的一个中

心理想ꎬ而 Ａ 不包含非零中心理想ꎬ所以 β１(ｎｍ)－η－１(α４(ｍｎ))＝ ０ꎬ即 β１(ｎｍ)＝ η－１(α４(ｍｎ))ꎮ 由引理 １ꎬ知
β１(ｎｍ)􀱇α４(ｍｎ)∈Ｚ(Ｇ)ꎮ

由于含单位元的交换环 Ｒ 上的全矩阵代数Ｍｎ(Ｒ)(ｎ≥２)是 Ｒ 上的广义矩阵代数ꎬ并可直接验证Ｍｎ(Ｒ)
(ｎ≥３)满足定理 ３ 的条件(１)—(３)ꎬ且不存在非零的奇异 Ｊｏｒｄａｎ 导子ꎬ 所以ꎬ作为定理 ３ 的应用ꎬ可得以下

推论ꎮ

推论 ２　 设 Ｒ 是含单位元 ２￣非挠的交换环ꎬＭｎ(Ｒ)(ｎ≥３)是 Ｒ 上的全矩阵代数ꎬΔ:Ｍｎ(Ｒ)→Ｍｎ(Ｒ)是

Ｍｎ(Ｒ)上的零点李三重导子ꎬ那么 Δ＝ｄ＋τꎬ其中 ｄ 是 Ｍｎ(Ｒ)上的导子ꎬτ:Ｍｎ(Ｒ)→Ｚ(Ｍｎ(Ｒ))＝ ＲＩｎ 是一个

Ｒ￣线性映射且对 ＸꎬＹꎬＺ∈Ｍｎ(Ｒ)ꎬ满足 ＸＹ＝ＸＺ＝Ｏ 时ꎬτ([[ＸꎬＹ]ꎬＺ])＝ Ｏꎮ

４　 结论

本文研究了广义矩阵代数上零点李三重导子的结构ꎬ获得了零点李三重导子可表为一个导子、１ 个奇异

Ｊｏｒｄａｎ导子和 １ 个中心值映射之和的等价条件ꎬ所得结果推广了三角代数中的相应结论ꎮ 作为一个应用ꎬ本
文证明了全矩阵代数 Ｍｎ(Ｒ)(ｎ≥３)上每一个零点李三重导子都具有标准形ꎮ
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ｔｗｏ[Ｊ] . Ｂｕｌｌｅｔｉｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｅｌｇｉａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ￣Ｓｉｍｏｎ Ｓｔｅｖｉｎꎬ ２０１６ꎬ ２３(５):６９３￣７１１.
[１３] ＣＨＥＮ Ｈ Ｘꎬ ＭＯＨＡＭＭＥＤ Ｈ Ｓ Ｅꎬ ＳＵＮ Ｈ. Ｉｎｄｅｃｏｍｐｏｓａｂｌｅ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｅｎｓｏｒ ｐｒｏｄｕｃｔｓ ｏｆ ｍｏｄｕｌｅｓ ｏｖｅｒ Ｄｒｉｎｆｅｌｄ

ｄｏｕｂｌｅｓ ｏｆ Ｔａｆｔ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｕｒｅ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｌｇｅｂｒａꎬ ２０１７ꎬ ２２１(１１):２７５２￣２７９０.
[１４] ＳＵＮ Ｈꎬ ＭＯＨＡＭＭＥＤ Ｈ Ｓ Ｅꎬ ＬＩＮ Ｗ Ｊꎬ ｅｔ ａｌ. Ｇｒｅｅｎ ｒｉｎｇｓ ｏｆ Ｄｒｉｎｆｅｌｄ ｄｏｕｂｌｅｓ ｏｆ Ｔａｆｔ ａｌｇｅｂｒａｓ[ Ｊ] . Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ

Ａｌｇｅｂｒａꎬ ２０２０ꎬ ４８(９):３９３３￣３９４７.
[１５] ＢＥＮＫＡＲＴ Ｇꎬ ＢＩＳＷＡＬ Ｒꎬ ＫＩＲＫＭＡＮ Ｅꎬ ｅｔ ａｌ. Ｔｅｎｓｏｒ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｄｒｉｎｆｅｌｄ ｄｏｕｂｌｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｔａｆｔ ａｌｇｅｂｒａ[ Ｊ] .

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａꎬ ２０２２ꎬ ６０６(３):７６４￣７９７.
[１６] ＦＥＲＲＡＲＯ Ｌꎬ ＫＩＲＫＭＡＮ Ｅꎬ ＭＯＯＲＥ Ｗ Ｆꎬ ｅｔ ａｌ. Ｔｈｒｅｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｆａｍｉｌｉｅｓ ｏｆ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ Ｈｏｐｆ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｕｒｅ ａｎｄ

Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｌｇｅｂｒａꎬ ２０２０ꎬ ２２４(８):１０６３１５.
[１７] ＫＩＲＫＭＡＮ Ｅꎬ ＺＨＡＮＧＪｉａｎ. Ｔｈｅ Ｊａｃｏｂｉａｎꎬ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔ ｆｏｒ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ Ｈｏｐｆ ａｌｇｅｂｒａｓ [ Ｊ] .

Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｎｏｔｉｃｅｓꎬ ２０２１ꎬ １３(４):９８５３￣９９０７.
[１８] ＭＯＮＴＧＯＭＥＲＹ Ｓ. Ｈｏｐｆ ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ ｒｉｎｇｓ[Ｍ] . Ｒｈｏｄｅ Ｉｓｌａｎｄ: ＡＭＳꎬ １９９３.
[１９] ＫＡＳＳＥＬ Ｃ. Ｑｕａｎｔｕｍ ｇｒｏｕｐｓ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ: Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ １９９５.

(编辑:陈丽萍)


