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三类子群的迹对可解群的影响
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摘要:分析容许子群的迹的超可解性质对群的可解性的影响ꎬ将所有极大子群分为Ｆｐ (指数为素数的极大子群)、Ｆｃ (指数为

合数的极大子群)ꎬ揭示 Ｆｃ 中每个极大子群的迹的幂零性与可解群的结构的联系ꎬ将极大子群条件拓展到 ２￣极大子群ꎬ得到

关于可解群的 ３ 个充分必要条件ꎮ
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０　 引言

本文只涉及有限群ꎬ以文献[１－３]的术语和符号为标准ꎬ ｜Ｇ ｜表示群 Ｇ 的阶ꎬπ(Ｇ)表示 ｜Ｇ ｜的全体素因

子的集合ꎬＭ<􀅰Ｇ 表示 Ｍ 是 Ｇ 的一个极大子群ꎬ 令

Ｆｐ ＝{Ｍ<􀅰Ｇ ｜Ｇ:Ｍ 是素数}ꎬ　 Ｆｃ ＝{Ｍ<􀅰Ｇ ｜Ｇ:Ｍ 是合数}ꎮ
显然ꎬＧ 的极大子群可以划分为这两类极大子群ꎮ

准素子群、(２￣)极大子群和容许子群与可解群等群类的结构有着紧密的联系ꎬ相关的课题引起了国内外

很多群论学者的关注ꎮ Ｈａｌｌ[４]证明 Ｇ 是可解的当且仅当 Ｇ 的每个 Ｓｙｌｏｗ 子群在 Ｇ 中是可补的ꎻＨｕｐｐｅｒｔ[５]

证明 Ｇ 是超可解的当且仅当 Ｇ 的每个极大子群在 Ｇ 中的指数是素数ꎻＪｏｈｎｓｏｎ[６]证明若 Ｇ 的每个容许子群

在 Ｇ 中的指数是素数方幂ꎬ则 Ｇ 是可解的ꎻＦｅｉｔ[７]研究包含 ２￣极大子群的极大子群的个数问题ꎻＷａｎｇ[８]证明

Ｇ 是可解的当且仅当 Ｇ 的 ｃ￣极大子群在 Ｇ 中是 ｃ￣正规的ꎻＬｅｖｃｈｕｋ 等[９]探讨极大子群的可补性质与单群结

构的关系ꎻＧｕｏ 等[１０]得到 Ｇ 是可解的当且仅当每个极大子群有幂零的迹(或者次正规的迹)ꎻＳｈｉ[１１] 在非幂
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零的极大子群都是正规的条件下ꎬ考虑群的结构ꎻ谢鑫等[１２]利用某些极大准素子群的 ｃ￣正规性质分析 ｐ￣
超可解群和 ｐ￣幂零群的结构ꎻ陈心丹等[１３] 分析特定的 ２￣极大子群的边界因子对某些非可解群类结构的

影响ꎮ
　 　 根据文献[１０]中的问题:若 Ｇ 的每个极大子群有超可解的迹ꎬ则 Ｇ 是可解的? 本文做了如下的研究:
将问题条件中的极大子群拓展到容许子群ꎬ将所有极大子群分为 Ｆｐ、Ｆｃꎬ考虑 Ｆｃ 中每个极大子群的迹的幂

零性ꎬ将极大子群条件拓展到 ２￣极大子群ꎬ得到关于可解群的 ３ 个充分必要条件ꎮ

１　 预备知识

定义 １[１０] 　 对于 Ｇ 的真子群 Ａꎬ称 Ａ 的主因子
Ｈ
ＡＧ

是 Ａ 的一个 Ｇ￣边界因子(或者边界因子)ꎬ设 Ｈ
ＡＧ

是 Ａ

的 Ｇ￣边界因子ꎬ称(Ａ∩Ｈ)
ＡＧ

为 Ａ 的一个 Ｇ￣迹(或者迹)ꎬ这里ꎬＡＧ 是 Ａ 在 Ｇ 中的柱心ꎮ

定义 ２[６ꎬ１４] 　 设 Ｋ 是 Ｇ 是一个子群ꎬ若 Ｋ 不能写成 Ｇ 的子群的真交ꎬ则称 Ｋ 是 Ｇ 的容许子群ꎮ 显然ꎬ
极大子群是容许子群ꎮ

引理 １[１５] 　 若 Ｇ 的每个极大子群是超可解的ꎬ则 Ｇ 是可解的ꎮ
引理 ２[１０] 　 设 Ｒ≤Ａ≤ＧꎬＲ 是 Ｇ 的正规子群ꎬ
(１) 若 Ａ≤Ｂ≤Ｇ 且 Ａ 是 Ｂ 的容许子群ꎬ则存在 Ｇ 的一个容许子群 Ｘ 使得 Ａ＝Ｂ∩Ｘꎻ

(２) Ａ 是 Ｇ 的容许子群当且仅当
Ａ
Ｒ
是

Ｇ
Ｒ
的容许子群ꎮ

引理 ３[５] 　 Ｇ 是超可解的充要条件是 Ｇ 的每个极大子群在 Ｇ 中的具有素数指数ꎮ
引理 ４[１０] 　 Ｇ 是可解的当且仅当每个极大子群有幂零的迹(或者次正规的迹)ꎮ

引理 ５[１] 　 设 Ｈ≤Ｇꎬ如果 ｜Ｇ:Ｈ ｜ ＝ｎꎬ那么
Ｇ
ＨＧ

同构于对称群 Ｓｎ 的一个子群ꎮ

引理 ６[１６] 　 设 Ｐ 是群 Ｇ 的一个 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬｐ≥５ꎬ如果
ＮＧ(Ｐ)
ＣＧ(Ｐ)

是一个 ｐ￣群ꎬ那么 Ｏｐ(Ｇ)<Ｇꎮ

引理 ７[１７￣１８] 　 若 Ｇ 的每个 ２￣极大子群是幂零的ꎬ则 Ｇ 是可解的或者 Ｇ≅ＰＳＬ(２ꎬ５)或者 Ｇ≅ＳＬ(２ꎬ５)ꎮ

２　 主要结果

定理 １　 Ｇ 是可解群当且仅当每个容许子群具有一个超可解的迹ꎮ
证明　 必要性ꎮ 因为 Ｇ 是可解群ꎬ所以 Ｇ 的每个主因子是交换的ꎬ则 Ｇ 的每个容许子群的迹都是超可

解的ꎮ
充分性ꎮ 假设定理不真且 Ｇ 是极小阶反例ꎮ
(１) Ｇ 不是一个单群ꎮ

若 Ｇ 是一个单群ꎬ则Ｇ
１

＝ Ｇ
ＭＧ

是每个容许子群 Ｍ 的唯一的 Ｇ￣边界因子ꎮ 根据定理的假设条件ꎬ(Ｍ∩Ｇ)
ＭＧ

≅

Ｍ∩Ｇ＝Ｍ 是超可解的ꎮ 因为每个极大子群是容许子群ꎬ所以每个极大子群是超可解的ꎮ 根据引理 １ꎬＧ 是

可解群ꎬ这与 Ｇ 是极小阶反例矛盾ꎮ

(２) Ｇ 具有唯一一个极小正规子群 ＬꎬＧ
Ｌ
是可解的且 Ｌ 是非可解的ꎮ

由步骤(１)ꎬ可任意选取 Ｇ 的一个极小正规子群 Ｌꎬ考虑商群
Ｇ
Ｌ
ꎮ 对于

Ｇ
Ｌ
的任意一个容许子群

Ｍ
Ｌ
ꎬ根据

引理 ２ꎬＭ 是 Ｇ 的容许子群ꎮ 令
Ｈ
ＭＧ

、 (Ｈ∩Ｍ)
ＭＧ

分别是 Ｍ 的一个 Ｇ￣边界因子和迹ꎮ 因为
Ｈ / Ｌ

(Ｍ/ Ｌ)Ｇ/ Ｌ
≅ Ｈ

ＭＧ
和
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(Ｈ∩Ｍ) / Ｌ
(Ｍ/ Ｌ)Ｇ/ Ｌ

≅(Ｈ∩Ｍ)
ＭＧ

ꎬ所以
Ｈ / Ｌ

(Ｍ/ Ｌ)Ｇ/ Ｌ
是

Ｍ
Ｌ
一个

Ｇ
Ｌ
￣边界因子ꎬ(Ｈ∩Ｍ) / Ｌ

(Ｍ/ Ｌ)Ｇ/ Ｌ
是

Ｍ
Ｌ
的一个迹ꎮ 根据定理的假设

条件ꎬ(Ｈ∩Ｍ) / Ｌ
(Ｍ/ Ｌ)Ｇ/ Ｌ

是超可解的ꎬ因此ꎬＧ
Ｌ
满足定理的条件ꎮ 由 Ｇ 的极小性ꎬ则Ｇ

Ｌ
是可解的ꎮ 因为可解群系是

饱和群系且是扩张闭的ꎬ所以 Ｌ 是 Ｇ 的唯一极小正规子群ꎬＬ≤∕ Φ(Ｇ)且 Ｌ 是非可解的ꎮ
(３) 由步骤(２)ꎬ可任意选取极小正规子群 Ｌ 的一个极大子群 Ｌ１ꎬ根据引理 ２ꎬ存在 Ｇ 的一个容许子群

Ｍ 使得 Ｌ１ ＝Ｌ∩Ｍ<Ｌꎮ 由于 Ｌ 的唯一性以及定理假设条件ꎬ所以 Ｍ 的迹 Ｌ∩Ｍ＝Ｌ１ 是超可解的ꎬ进而ꎬＬ 的每

个极大子群是超可解的ꎮ 根据引理 １ꎬＬ 是可解群ꎬ这与(２)矛盾ꎮ
综上所述ꎬ定理 １ 得证ꎮ
定理 ２　 设 π＝π(Ｇ) ＼{ｒꎬ５}ꎬ ｒ<５ꎬＧ 是可解群当且仅当 Ｇ 满足下列条件:
(ⅰ) Ｆｃ 中每个极大子群具有一个 π￣幂零的迹ꎻ
(ⅱ) ＰＳＬ(２ꎬ５)不是 Ｇ 的截断ꎮ
证明　 必要性ꎮ 因为 Ｇ 是可解群ꎬ所以 Ｇ 只有交换的主因子ꎬ进而ꎬ每个极大子群具有交换的迹ꎬ即每

个极大子群满足条件(ⅰ)—(ⅱ)ꎮ
充分性ꎮ 假设定理不真且 Ｇ 是极小阶反例ꎬ根据引理 ３ 和引理 ４ꎬＦｐ≠ϕꎬ Ｆｃ≠ϕꎮ
(１) Ｇ 不是一个单群ꎮ

若 Ｇ 是一个单群ꎬ则Ｇ
１

＝ Ｇ
ＭＧ

是每个极大子群 Ｍ 的唯一的 Ｇ￣边界因子ꎮ 根据定理的假设条件ꎬ对于 Ｆｃ

中每个极大子群 Ｍꎬ(Ｍ∩Ｇ)
ＭＧ

≅Ｍ∩Ｇ ＝Ｍ 是 π￣幂零的ꎮ 由 Ｇ 的选择ꎬ ｜ π(Ｇ) ｜ ≥３ꎬ取极大素因子 ｑ∈

π(Ｇ)ꎬ令 Ｑ 是 Ｇ 的一个 Ｓｙｌｏｗ ｑ￣子群ꎬＭ 是 Ｇ 的一个极大子群满足 ＮＧ(Ｑ)≤Ｍꎮ 断言:Ｍ∈Ｆｃꎬ若否ꎬ
｜Ｇ:Ｍ ｜ ＝ｐ<ｑꎮ 根据引理 ５ꎬＧ 同构于 Ｓｐ 的一个子群ꎬ矛盾ꎬ因此 ＮＧ(Ｑ)是 π￣幂零的ꎮ 若 ｑ>５ꎬ ｑ∈πꎬ则

ＮＧ(Ｑ)是 ｑ￣幂零的ꎬ
ＮＧ(Ｑ)
ＣＧ(Ｑ)

是一个 ｑ￣群ꎮ 根据引理 ６ꎬ可推得 Ｏｑ(Ｇ) <ＧꎬＧ 是 ｑ￣子群ꎬ这与 Ｇ 的极小性矛

盾ꎮ 若 ｑ＝ ５ꎬ则 π(Ｇ)＝ {２ꎬ３ꎬ５}ꎬ ＰＳＬ(２ꎬ５)是 Ｇ 的截断ꎬ这与假设条件(ⅱ)矛盾ꎮ

(２) Ｇ 具有唯一一个极小正规子群 ＬꎬＧ
Ｌ
是可解的且 Ｌ 是非可解的ꎮ

类似定理 １ 的充分性证明过程的步骤(２)ꎮ 对于商群
Ｇ
Ｌ
ꎬ若 Ｆｃ ＝ϕꎬ则

Ｇ
Ｌ
是可解的ꎬ因此 Ｆｃ≠ϕꎬ且 Ｆｃ 中

任意一个极大子群
Ｍ
Ｌ
ꎬ即 Ｇ

Ｌ
:Ｍ
Ｌ

是合数ꎬ则 ｜Ｇ:Ｍ ｜是合数ꎮ 根据定理的假设条件(ⅰ)ꎬ(Ｈ∩Ｍ) / Ｌ
(Ｍ/ Ｌ)Ｇ/ Ｌ

是 π￣幂

零的ꎬ因此ꎬＧ
Ｌ
满足定理的条件(ⅰ)—(ⅱ)ꎮ 由 Ｇ 的极小性ꎬ可知

Ｇ
Ｌ
是可解的ꎮ 因为可解群是扩张闭的以

及饱和群系的性质ꎬ所以 Ｇ 具有唯一的极小正规子群 ＬꎬＬ≤∕ Φ(Ｇ)且 Ｌ 是非可解的ꎮ
(３) 由步骤(２)ꎬ ｜π(Ｌ) ｜≥３ꎬ取极大素因子 ｑ∈π(Ｌ)ꎬ令 Ｑ 是 Ｌ 的一个 Ｓｙｌｏｗ ｑ￣子群ꎬＭ 是 Ｇ 的一个

极大子群满足 ＮＧ(Ｑ)≤Ｍꎬ由 Ｆｒａｔｔｉｎｉ 论断知 Ｇ＝ＬＮＧ(Ｑ)＝ ＬＭꎬ ＭＧ ＝ １ꎮ 又根据极小正规子群的构造ꎬＬ＝Ｓ×
􀆺×Ｓꎬ这里 Ｓ 是非交换单群ꎮ

情形 １　 Ｍ∈Ｆｃꎮ
若 ｑ>５ꎬ则 ｑ∈πꎮ 因为 Ｍ 的迹 Ｌ∩Ｍ 是 π￣幂零的ꎬ所以 Ｍ 的迹 Ｌ∩Ｍ 是 ｑ￣幂零的ꎮ 又因为 ＮＬ(Ｑ)＝

Ｌ∩ＮＧ(Ｑ)≤Ｌ∩Ｍꎬ所以 ＮＬ(Ｑ)是 ｑ￣幂零的ꎬ
ＮＬ(Ｑ)
ＣＬ(Ｑ)

是一个 ｑ￣群ꎮ 根据引理 ６ꎬ可推得 Ｏｑ(Ｌ) <ＬꎬＬ 是 ｑ￣子

群ꎬ这与前面的假设矛盾ꎮ 若 ｑ＝ ５ꎬ则 π(Ｌ)＝ {２ꎬ３ꎬ５}ꎬ进而ꎬＰＳＬ(２ꎬ５)是 Ｓ 的截断ꎬ这与假设条件(ⅱ)
矛盾ꎮ

情形 ２　 Ｍ∈Ｆｐꎬ不妨记 ｜Ｇ:Ｍ ｜ ＝ｐꎮ
根据 ｑ 的选取ꎬｐ<ｑꎮ 因为 Ｇ＝ＬＮＧ(Ｑ)＝ ＬＭꎬ ＭＧ ＝ １ 和 ｜Ｇ:Ｍ ｜ ＝ｐꎬ根据引理 ５ꎬ所以 Ｇ 同构于 Ｓｐ 的一个
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子群ꎬ这与 ｐ<ｑ 矛盾ꎮ
综上所述ꎬ定理 ２ 得证ꎮ
推论 １　 设 π＝π(Ｇ) ＼{ｒꎬ５}ꎬ ｒ<５ꎬ如果 Ｆｃ 中每个极大子群具有一个 π￣幂零的迹ꎬ那么 Ｇ 的非交换合

成因子同构于 ＰＳＬ(２ꎬ５)ꎮ
推论 ２　 Ｇ 是可解群当且仅当 Ｆｃ 中每个极大子群具有一个幂零的迹ꎮ
推论 ３　 Ｇ 是可解群当且仅当每个极大子群具有一个幂零的迹ꎮ
定理 ３　 Ｇ 是可解群当且仅当 Ｇ 满足下列条件:
(ⅰ) 每个 ２￣极大子群具有一个幂零的迹ꎻ
(ⅱ) ＰＳＬ(２ꎬ５)不是 Ｇ 的截断ꎮ
证明　 必要性ꎮ 类似于定理 ２ 的分析ꎬ即证ꎮ
充分性ꎮ 假设定理不真且 Ｇ 是极小阶反例ꎮ
(１) Ｇ 不是一个单群ꎮ

若 Ｇ 是一个单群ꎬ则 Ｇ
１

＝ Ｇ
ＨＧ

是每个 ２￣极大子群 Ｈ 的唯一的 Ｇ￣边界因子ꎮ 根据定理的假设条件ꎬ

(Ｈ∩Ｇ)
ＨＧ

≅Ｈ∩Ｇ＝Ｈ 是幂零的ꎮ 进而ꎬＧ 的每个 ２￣极大子群是幂零的ꎮ 根据引理 ７ 和定理条件(ⅱ)ꎬＧ 是

可解群ꎬ这与 Ｇ 是极小阶反例矛盾ꎮ

(２) Ｇ 具有唯一的极小正规子群 ＬꎬＧ
Ｌ
是可解的且 Ｌ 是非可解的ꎮ

由步骤(１)ꎬ可任意选取 Ｇ 的一个极小正规子群 Ｌꎬ考虑商群
Ｇ
Ｌ
ꎮ 若 Ｌ 是 Ｇ 的极大子群ꎬ则Ｇ

Ｌ
是素数阶

群ꎻ若 Ｌ 不是 Ｇ 的极大子群ꎬ则对于
Ｇ
Ｌ
的任意一个 ２￣极大子群

Ｈ
Ｌ
ꎬ根据引理 ２ꎬＨ 是 Ｇ 的 ２￣极大子群ꎮ 令

Ａ
ＨＧ

、

(Ａ∩Ｈ)
ＨＧ

分别是 Ｈ 的一个 Ｇ￣边界因子和迹ꎬ 因为
Ａ / Ｌ

(Ｈ / Ｌ)Ｇ/ Ｌ
≅ Ａ

ＨＧ
和

(Ａ∩Ｈ) / Ｌ
(Ｈ / Ｌ)Ｇ/ Ｌ

≅(Ａ∩Ｈ)
ＨＧ

ꎬ所以
Ａ / Ｌ

(Ｈ / Ｌ)Ｇ/ Ｌ
是

Ｈ
Ｌ

一个
Ｇ
Ｌ
￣边界因子ꎬ(Ａ∩Ｈ) / Ｌ

(Ｈ / Ｌ)Ｇ/ Ｌ
是

Ｈ
Ｌ
的一个迹ꎮ 根据定理的假设条件ꎬ(Ａ∩Ｈ) / Ｌ

(Ｈ / Ｌ)Ｇ/ Ｌ
是幂零的ꎬ因此

Ｇ
Ｌ
满足定理

的条件ꎮ 由 Ｇ 的极小性ꎬ则Ｇ
Ｌ
是可解的ꎮ 因为可解群是扩张闭的以及饱和群系的性质ꎬ所以 Ｇ 具有唯一的

极小正规子群 ＬꎬＬ≤∕ Φ(Ｇ)且 Ｌ 是非可解的ꎮ
(３) 由步骤(２)ꎬ ｜π(Ｌ) ｜≥３ꎬ取极大素因子 ｑ∈π(Ｌ)ꎬ令 Ｑ 是 Ｌ 的一个 Ｓｙｌｏｗ ｑ￣子群ꎬＭ 是 Ｇ 的一个

极大子群满足 ＮＧ(Ｑ)≤Ｍꎮ 由 Ｆｒａｔｔｉｎｉ 论断知 Ｇ＝ＬＮＧ(Ｑ)＝ ＬＭꎬ ＭＧ ＝ １ꎬ则 Ｌ∩Ｍ<Ｍꎬ存在 Ｇ 的一个 ２￣极大

子群 Ｈ 使得 Ｌ∩Ｍ≤Ｈ<Ｍꎬ ＨＧ ＝ １ꎮ 根据定理的假设条件(ⅰ)ꎬＨ 具有一个幂零的迹 Ｈ∩Ｌꎬ因此 Ｌ∩Ｍ 是幂

零的ꎬＮＬ(Ｑ)也是幂零的ꎮ 根据引理 ６ꎬ可推得 Ｏｑ(Ｌ)<ＬꎬＬ 是 ｑ￣子群ꎬ这与步骤(２)矛盾ꎮ
综上所述ꎬ定理 ３ 得证ꎮ
推论 ４　 若 Ｇ 的每个 ２￣极大子群具有一个幂零的迹ꎬ则 Ｇ 的非交换合成因子同构于 ＰＳＬ(２ꎬ５)ꎮ

参考文献:

[１] 徐明曜. 有限群导引[Ｍ] . 北京:科学出版社ꎬ２００７.
ＸＵ Ｍｉｎｇｙａｏ. Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ ｆｉｎｉｔｅ ｇｒｏｕｐｓ[Ｍ] . Ｂｅｉｊｉｎｇ: Ｓｉｎｃｅ Ｐｒｅｓｓꎬ ２００７.

[２] ＤＯＥＲＫ Ｋꎬ ＨＡＷＫＥＳ Ｔ. Ｆｉｎｉｔｅ ｓｏｌｕｂｌｅ ｇｒｏｕｐｓ[Ｍ] . Ｂｅｒｌｉｎ: Ｄｅ Ｇｒｕｙｔｅｒꎬ １９９２.
[３] ＧＵＯ Ｗｅｎｂｉｎ. Ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ ｇｒｏｕｐｓ [Ｍ] . Ｂｅｉｊｉｎｇ￣Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ￣Ｄｏｒｄｒｅｃｈｔ￣Ｂｏｓｔｏｎ￣Ｌｏｎｄｏｎ: Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ￣Ｋｌｕｗｅｒ

Ａｃａｄｅｍｉｃ Ｐｕｂｌｉｓｈｅｒｓꎬ ２０００.
[４] ＨＡＬＬ Ｐ. Ａ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｓｏｌｕｂｌｅ ｇｒｏｕｐｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｌｏｎｄｏｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ １９３７ꎬ １２(４７):１９８￣２００.
[５] ＨＵＰＰＥＲＴ Ｂ. Ｎｏｒｍａｌｔｅｉｌｅｒ ｕｎｄ ｍａｘｉｍａｌｅ ｕｎｔｅｒｇｒｕｐｐｅｎ ｅｎｄｌｉｃｈｅｒ ｇｒｕｐｐｅｎ[ Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅ Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔꎬ １９５４ꎬ ６０(１):４０９￣

４３４.



　 第 １１ 期 张佳ꎬ等:三类子群的迹对可解群的影响 １５　　　 　

[６] ＪＯＨＮＳＯＮ Ｄ Ｌ. Ａ ｎｏｔｅ ｏｎ ｓｕｐｅｒｓｏｌｕｂｌｅ ｇｒｏｕｐｓ[Ｊ] . Ｃａｎａｄｉａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ １９７１ꎬ ２３(３):５６２￣５６４.
[７] ＦＥＩＴ Ｗ. Ａｎ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｉｎ ｔｈｅ ｓｕｂｇｒｏｕｐ ｌａｔｔｉｃｅ ｏｆ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｇｒｏｕｐ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃ ｔｏ Ｍ７[ Ｊ] . Ａｌｇｅｂｒａ Ｕｎｉｖｅｒｓａｌｉｓꎬ１９８３ꎬ １７:

２２０￣２２１.
[８] ＷＡＮＧ Ｙａｎｍｉｎｇ. Ｃ￣ｎｏｒｍａｌｉｔｙ ｏｆ ｇｒｏｕｐｓ ａｎｄ ｉｔｓ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａꎬ １９９６ꎬ １８０(３):９５４￣９６５.
[９] ＬＥＶＣＨＵＫ Ｖ Ｍꎬ ＬＩＫＨＡＲＥＶ Ａ Ｇ. Ｆｉｎｉｔｅ ｓｉｍｐｌｅ ｇｒｏｕｐｓ ｗｉｔｈ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄ ｍａｘｉｍａｌ ｓｕｂｇｒｏｕｐｓ[ Ｊ] . Ｓｉｂｅｒｉａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ

Ｊｏｕｒｎａｌꎬ ２００６ꎬ ４７(４):６５９￣６６８.
[１０] ＧＵＯ Ｗｅｎｂｉｎꎬ ＳＫＩＢＡ Ａ Ｎꎬ ＴＡＮＧ Ｘｉｎｇｚｈｅｎｇ. Ｏｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｆａｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｔｒａｃｅｓ ｏｆ ｓｕｂｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｇｒｏｕｐｓ[Ｊ] . Ｃｏｍｍｕｎｉ￣

ｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ ２０１４ꎬ ２(３ / ４):３４９￣３６１.
[１１] ＳＨＩ Ｊｉａｎｇｔａｏ. Ａ ｆｉｎｉｔｅ ｇｒｏｕｐ ｉｎ ｗｈｉｃｈ ａｌｌ ｎｏｎ￣ｎｉｌｐｏｔｅｎｔ ｍａｘｉｍａｌ ｓｕｂｇｒｏｕｐｓ ａｒｅ ｎｏｒｍａｌ ｈａｓ ａ Ｓｙｌｏｗ ｔｏｗｅｒ[ Ｊ] . Ｈｏｋｋａｉｄｏ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌꎬ ２０１９ꎬ ４８(２):３０９￣３１２.
[１２] 谢鑫ꎬ张佳.某些极大准素 ｃ￣正规子群对群结构的影响[Ｊ] .西华师范大学学报(自然科学版)ꎬ２０２５ꎬ４６(４):３７６￣３８０.

ＸＩＥ Ｘｉｎꎬ ＺＨＡＮＧ Ｊｉａ.Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｓｏｍｅ ｍａｘｉｍａｌ ｐｒｉｍａｒｙ ｃ￣ｎｏｒｍａｌ ｓｕｂｇｒｏｕｐｓ ｏｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｇｒｏｕｐｓ[Ｊ] .Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｈｉｎａ
Ｗｅｓｔ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ)ꎬ ２０２５ꎬ ４６(４):３７６￣３８０.

[１３] 陈心丹ꎬ许丽ꎬ缪龙ꎬ等. 有限群的 ２￣极大子群的边界因子[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２３ꎬ５８(２):１￣５.
ＣＨＥＮ Ｘｉｎｄａｎꎬ ＸＵ Ｌｉꎬ ＭＩＡＯ Ｌｏｎｇꎬ ｅｔ ａｌ. Ｏｎ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ２￣ｍａｘｉｍａｌ ｓｕｂｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｇｒｏｕｐｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ ２０２３ꎬ ５８(２):１￣５.

[１４] ＷＥＩＮＳＴＥＩＮ Ｍ. Ｂｅｔｗｅｅｎ ｎｉｌｐｏｔｅｎｔ ａｎｄ ｓｏｌｖａｂｌｅ[Ｍ] . Ｐａｓｓａｉｃ: Ｐｏｌｙｇｏｎａｌ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ Ｈｏｕｓｅꎬ １９８２.
[１５] ＲＯＢＩＮＳＯＮ Ｄ Ｊ Ｓ. Ａ ｃｏｕｒｓｅ ｉｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｇｒｏｕｐｓ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ: Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ １９９６.
[１６] ＨＵＰＰＥＲＴ Ｂꎬ ＢＬＡＣＫＢＵＲＮ Ｎ. Ｆｉｎｉｔｅ ｇｒｏｕｐｓ ＩＩＩ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ: Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ １９８２.
[１７] ＪＡＮＫＯ Ｚ. Ｅｎｄｌｉｃｈｅ ｇｒｕｐｐｅｎ ｍｉｔ ｌａｕｔｅｒ ｎｉｌｐｏｔｅｎｔｅｎ ｚｗｅｉｔｍａｘｉｍａｌｅｎ ｕｎｔｅｒ ｇｒｕｐｐｅｎ[ Ｊ] . Ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅ Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔꎬ １９６２ꎬ

７９(１):４２２￣４２４.
[１８] ＢＥＲＫＯＶＩＣ̌ ＹＡ Ｇ. Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｓｕｂｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ａ ｆｉｎｉｔｅ ｎｏｎ￣ｓｏｌｖａｂｌｅ ｇｒｏｕｐ[ Ｊ] . Ｄｏｋｌａｄｙ Ａｋａｄｅｍｉｉ Ｎａｕｋ ＳＳＳＲꎬ １９６４ꎬ

１５６(６):１２５５￣１２５７.

(编辑:陈丽萍)

(上接第 １０ 页)
[１２] 舒琴ꎬ龚何余ꎬ赵平. 半群 ＰＦ(ｎꎬｒ)的秩[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２４ꎬ５９(１２):１￣６.

ＳＨＵ Ｑｉｎꎬ ＧＯＮＧ Ｈｅｙｕꎬ ＺＨＡＯ Ｐｉｎｇ. Ｏｎ ｔｈｅ ｒａｎｋ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ ＰＦ(ｎꎬｒ)[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ ２０２４ꎬ ５９(１２):１￣６.

[１３] 吴江燕. 半群 ＰＯｎ 的高次方准幂等元[Ｊ] . 贵州师范大学学报(自然科学版)ꎬ２０２０ꎬ３８(１):４４￣４９.
ＷＵ Ｊｉａｎｇｙａｎ. Ｔｈｅ ｑｕａｓｉ￣ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓ ｏｆ ｈｉｇｈ ｐｏｗｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ ＰＯｎ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｉｚｈｏｕ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ)ꎬ ２０２０ꎬ ３８(１):４４￣４９.

[１４] 黄朝霞ꎬ罗永贵. 半群 ＳＹｎ－１的秩[Ｊ] . 贵州师范大学学报(自然科学版)ꎬ２０２１ꎬ３９(３):６１￣６４.
ＨＵＡＮＧ Ｚｈａｏｘｉａꎬ ＬＵＯ Ｙｏｎｇｇｕｉ. Ｏｎ ｔｈｅ ｒａｎｋ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ ＳＹｎ－１[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｉｚｈｏｕ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ (Ｎａｔｕｒａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ)ꎬ ２０２１ꎬ ３９(３):６１￣６４.

[１５] 徐波ꎬ卢琳璋ꎬ游泰杰. １￣奇异变换半群 Ｔｎ(１)的格林关系[Ｊ] . 厦门大学学报(自然科学版)ꎬ２０２３ꎬ６２(３):４７７￣４８０.
ＸＵ Ｂｏꎬ ＬＵ Ｌｉｎｚｈａｎｇꎬ ＹＯＵ Ｔａｉｊｉｅ. Ｇｒｅｅｎ̓ｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｓ ｏｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ｔｈｅ １￣ｓｉｎｇｕｌａｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ Ｔｎ(１)
[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｘｉａｍｅｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ ２０２３ꎬ ６２(３):４７７￣４８０.

[１６] 徐波ꎬ高荣海ꎬ卢琳璋ꎬ等. １￣奇异变换半群 Ｔｎ(１)的秩[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２２ꎬ５７(１２):８１￣８５.
ＸＵ Ｂｏꎬ ＧＡＯ Ｒｏｎｇｈａｉꎬ ＬＵ Ｌｉｎｚｈａｎｇꎬ ｅｔ ａｌ. Ｒａｎｋ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅ １￣ｓｉｎｇｕｌａｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ Ｔｎ(１) [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ ２０２２ꎬ ５７(１２): ８１￣８５.

(编辑:陈丽萍)


