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平凡扩张环上的强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模

贺健媛ꎬ金袁慧ꎬ王占平∗

(绍兴文理学院数理信息学院ꎬ 浙江 绍兴 ３１２０００)

摘要:设 Ｒ Ｍ 是平凡扩张环ꎬ其中 Ｒ 是环ꎬＭ 是 Ｒ￣Ｒ￣双模ꎬ本文给出了左 Ｒ Ｍ￣模(Ｘꎬα)是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的充分必要
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０　 引言

本文讨论的环均指有单位元的结合环ꎬ模指酉模ꎮ 设 Ｒ 是环ꎬＲＸ(ＸＲ)表示左(右)Ｒ￣模ꎬＲ￣Ｍｏｄ(Ｍｏｄ￣Ｒ)
表示左(右)Ｒ￣模范畴ꎬ设 Ｘ 是 Ｒ￣模ꎬｐｄ(Ｘ)和 ｆｄ(Ｘ)分别表示 Ｘ 的投射维数和平坦维数ꎬ设 α 是模同态ꎬ
Ｋｅｒ(α)( Ｉｍ(α)和 Ｃｏｋｅｒ(α))表示 α 的核(像和余核)ꎮ

Ｅｎｏｃｈｓ 等[１]定义了任意环 Ｒ 上的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎬ并研究了这些模的性质ꎮ 随后ꎬＨｏｌｍ[２] 发展了

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调代数ꎬＢｅｎｎｉｓ 等[３]引入强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎬ并且证明了任意的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模是某个强

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的直和因子ꎮ
设 Ｒ 是环ꎬＭ 是 Ｒ￣Ｒ￣双模ꎬ则 Ｒ×Ｍ ＝ {( ｒꎬｍ) ｜ ｒ∈Ｒꎬ ｍ∈Ｍ}ꎬ其上加法为对应分量相加ꎬ乘法定义为

(ｒ１ꎬｍ１)(ｒ２ꎬｍ２)＝ (ｒ１ｒ２ꎬｒ１ｍ２＋ｍ１ｒ２)ꎬ易证 Ｒ×Ｍ 关于这里的加法和乘法构成环ꎬ称之为环 Ｒ 通过双模ＲＭＲ

的平凡扩张环ꎬ记为 Ｒ Ｍꎮ 平凡扩张环是环模理论中非常重要的一类环ꎬ形式三角矩阵环和同态为 ０ 的

Ｍｏｒｉｔａ 环是特殊的平凡扩张环ꎮ Ｆｏｓｓｕｍ 等[４] 研究了平凡扩张环的范畴和同调性质ꎻＭｉｎａｍｏｔｏ 等[５] 研究了

平凡扩张环的同调维数公式ꎻＭａｏ[６]研究了形式三角矩阵环上的强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎻＡｓｅｆａ[７]研究了 Ｍｏｒｉｔａ
环上的强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎻＭａｏ[８]研究了平凡扩张环上的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎮ

受以上结论的启发ꎬ本文主要研究平凡扩张环上的强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎮ 设(Ｘꎬα)是左 Ｒ Ｍ￣模ꎬ给出

了(Ｘꎬα)是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的一个充分必要条件ꎮ
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　 　 回顾文献[４]ꎬＲ Ｍ￣Ｍｏｄ 范畴同构于范畴 Ｍꎬ这里范畴 Ｍ 中的对象是(Ｘꎬα)ꎬ其中 Ｘ 是左 Ｒ￣模ꎬ
α:Ｍ⊗ＲＸ→Ｘ是左 Ｒ￣模同态ꎬ并且 α(Ｍ⊗α)＝ ０ꎻ (Ｘ１ꎬα１)与(Ｘ２ꎬα２)之间的态射为 Ｒ￣同态 ｆ:Ｘ１→Ｘ２ꎬ并且满

足 α２(Ｍ⊗ｆ)＝ ｆα１ꎮ 显然ꎬ范畴Ｍ 中的序列 ０→(Ｘ１ꎬα１)→(Ｘ２ꎬα２)→(Ｘ３ꎬα３)→０ 是正合的当且仅当Ｒ￣Ｍｏｄ
中的序列 ０→Ｘ１→Ｘ２→Ｘ３→０ 是正合的ꎮ 众所周知ꎬ⊗函子与 Ｈｏｍ 函子是伴随对ꎮ 于是ꎬＲ Ｍ￣Ｍｏｄ 范畴

同构于范畴 Ｍ′ꎬ这里范畴 Ｍ′中的对象是[Ｘꎬ β]ꎬ其中 Ｘ 是左 Ｒ￣模ꎬ β:Ｘ→ＨｏｍＲ(ＭꎬＸ)是左 Ｒ￣模同态ꎬ并
且 ＨｏｍＲ(Ｍꎬβ)β＝ ０ꎻ [Ｘ１ꎬβ１]与[Ｘ２ꎬβ２]之间的态射为 Ｒ￣同态 ｆ:Ｘ１→Ｘ２ꎬ并且满足β２ ｆ＝ＨｏｍＲ(Ｍꎬ ｆ)β１ꎮ 显

然ꎬ范畴 Ｍ′中的序列 ０→[Ｘ１ꎬ β１]→[Ｘ２ꎬ β２]→[Ｘ３ꎬ β３]→０ 是正合的当且仅当 Ｒ￣Ｍｏｄ 中的序列 ０→Ｘ１→
Ｘ２→Ｘ３→０ 是正合的ꎮ 有以下几个重要的函子ꎮ

函子 Ｔ:Ｒ￣Ｍｏｄ→Ｍꎬ使得对任意对象 Ｘ∈Ｒ￣Ｍｏｄꎬ Ｔ(Ｘ) ＝ (Ｘ⊕(Ｍ⊗ＲＸ)ꎬ μ)ꎬ其中 μ ＝
０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ :

(Ｍ⊗ＲＸ)⊕(Ｍ⊗ＲＭ⊗ＲＸ)→Ｘ⊕(Ｍ⊗ＲＸ)ꎬ且对 Ｒ￣Ｍｏｄ 中任意态射 ｆꎬ Ｔ( ｆ)＝
ｆ ０
０ Ｍ⊗ ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

函子 Ｕ:Ｍ→Ｒ￣Ｍｏｄꎬ使得对任意对象(Ｘꎬα)∈Ｍꎬ Ｕ(Ｘꎬα)＝ Ｘꎬ且对 Ｍ 中任意态射 ｆꎬ Ｕ( ｆ)＝ ｆꎮ
函子 Ｚ:Ｒ￣Ｍｏｄ→Ｍꎬ使得对任意对象 Ｘ∈Ｒ￣Ｍｏｄꎬ Ｚ(Ｘ)＝ (Ｘꎬ０)ꎬ且对 Ｒ￣Ｍｏｄ 中任意态射 ｆꎬ Ｚ( ｆ)＝ ｆꎮ
函子 Ｃ:Ｍ→Ｒ￣Ｍｏｄꎬ使得对任意对象(Ｘꎬα)∈Ｍꎬ Ｃ(Ｘꎬα)＝ Ｃｏｋｅｒ(α)ꎬ且对 Ｍ 中任意态射 ｆꎬＣ( ｆ)＝

诱导态射ꎮ

函子 Ｈ:Ｒ￣Ｍｏｄ→Ｍ′ꎬ使得对任意对象 Ｘ∈Ｒ￣Ｍｏｄꎬ Ｈ(Ｘ)＝ [ＨｏｍＲ(ＭꎬＸ)⊕Ｘꎬϑ]其中 ϑ ＝
０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ :

ＨｏｍＲ(ＭꎬＸ)⊕Ｘ→ ＨｏｍＲ (Ｍꎬ ＨｏｍＲ (Ｍꎬ Ｘ)) ⊕ ＨｏｍＲ (Ｍꎬ Ｘ)ꎬ 且 对 Ｒ￣Ｍｏｄ 中 任 意 态 射 ｆꎬ Ｈ ( ｆ) ＝
ＨｏｍＲ(Ｍꎬ ｆ) ０

０ ｆ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

函子 Ｕ:Ｍ′→Ｒ￣Ｍｏｄꎬ使得对任意对象[Ｘꎬβ]∈Ｍ′ꎬ Ｕ[Ｘꎬβ] ＝Ｘꎬ且对 Ｍ′中任意态射 ｆꎬ Ｕ( ｆ)＝ ｆꎮ
函子 Ｚ:Ｒ￣Ｍｏｄ→Ｍ′ꎬ使得对任意对象 Ｘ∈Ｒ￣Ｍｏｄꎬ Ｚ(Ｘ)＝ [Ｘꎬ０]ꎬ且对 Ｒ￣Ｍｏｄ 中任意态射 ｆꎬ Ｚ( ｆ)＝ ｆꎮ
函子 Ｋ:Ｍ′→Ｒ￣Ｍｏｄꎬ使得对任意对象[Ｘꎬβ]∈Ｍ′ꎬ Ｋ[Ｘꎬβ] ＝Ｋｅｒ(β)ꎬ且对 Ｍ′中任意态射 ｆꎬ Ｋ( ｆ)＝

诱导态射ꎮ
函子 Ｕ 和 Ｚ 是正合的ꎬＴ 和 Ｃ 是右正合的ꎬＨ 和 Ｋ 是左正合的ꎻ(ＴꎬＵ)ꎬ(ＣꎬＺ)ꎬ(ＺꎬＫ)和(ＵꎬＨ)是伴随

对ꎬ并且 ＣＴ＝ ｉｄＲ￣Ｍｏｄꎬ ＵＺ＝ ｉｄＲ￣Ｍｏｄꎬ ＫＨ＝ ｉｄＲ￣Ｍｏｄꎮ

１　 平凡扩张环上的强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模

设 Ｒ 是环ꎬＭ 是 Ｒ￣Ｒ￣双模ꎬＲ Ｍ 是平凡扩张环ꎬ由文献[３]中强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的定义ꎬ如果存在投

射左 Ｒ￣模的正合列 Ｐ:􀆺→
ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
􀆺使得 Ｘ≅Ｋｅｒ( ｆ)ꎬ且对任意的投射左 Ｒ￣模 Ｑꎬ序列ＨｏｍＲ(ＰꎬＱ)是

正合的ꎬ那么称 Ｘ 是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ￣模ꎮ 根据定义知ꎬ强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎬ并且

由文献[３]中定理 ２.７ 可知ꎬＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模是某个强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模的直和因子ꎮ

引理 １[２] 　 设 Ｘ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ￣模ꎬ则存在投射左 Ｒ￣模的正合列 Ｐ:􀆺→Ｐ－１ →
ｆ －１
Ｐ０ →

ｆ ０
Ｐ１ →

ｆ １
􀆺使

得 Ｘ≅Ｋｅｒ( ｆ ０)ꎬ且对任意的投射维数有限的左 Ｒ￣模 Ｌꎬ序列ＨｏｍＲ(ＰꎬＬ)是正合的ꎮ
引理 ２[９] 　 设 Ｒ 是环ꎬ ｆｄ(ＵＲ) <∞ ꎬ且 Ｆ:􀆺→Ｆ ｎ－１→Ｆ ｎ→Ｆ ｎ＋１→􀆺是平坦左 Ｒ￣模的正合列ꎬ则序列

Ｕ􀱋ＲＦ是正合的ꎮ
引理 ３[４] 　 设(Ｘꎬα)是左 Ｒ Ｍ￣模ꎮ 则(Ｘꎬα)是投射左 Ｒ Ｍ￣模当且仅当存在投射左 Ｒ￣模 Ｐꎬ使得

(Ｘꎬα)≅Ｔ(Ｐ)ꎮ
引理 ４[８] 　 设(Ｘꎬα)是左 Ｒ Ｍ￣模ꎬ则
(１) 对任意的右 Ｒ￣模 ＷꎬＺ(Ｗ)⊗Ｒ Ｍ(Ｘꎬα)≅Ｗ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)ꎻ
(２) 序列 ０→Ｚ( Ｉｍ(α))→(Ｘꎬα)→Ｚ(Ｃｏｋｅｒ(α))→０ 是正合的ꎮ
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定理 １　 设(Ｘꎬα)是左 Ｒ Ｍ￣模ꎬ ｆｄ(ＭＲ) <∞ ꎬ ｐｄ( ＲＭ) <∞ ꎮ 若满足条件(１)—(３)ꎬ则(Ｘꎬα)是强

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ Ｍ￣模:
(１) Ｃｏｋｅｒ(α)是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ￣模ꎻ

(２) 序列 Ｍ⊗ＲＭ⊗ＲＸ
Ｍ⊗α

→Ｍ⊗ＲＸ
α
→Ｘ 是正合的ꎻ

(３) 存在左 Ｒ￣同态 η:Ｐ→ Ｘ 和 ψ:Ｘ→Ｍ⊗ＲＰꎬ使得 ρη ＝ π 和 ψδ ＝ Ｍ⊗ ｌꎬ且 Ｋｅｒ
ｆ ０
ψη Ｍ⊗ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

Ｉｍ
ｆ ０
ψη Ｍ⊗ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ其中 ｌ:Ｃｏｋｅｒ ( α) →Ｐ 和 δ:Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ ( α) →Ｘ 是单同态ꎬπ:Ｐ→Ｃｏｋｅｒ ( α) 和 ρ:Ｘ→

Ｃｏｋｅｒ(α)是满同态ꎬ
ｆ ０
ψη Ｍ⊗ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｅｎｄ(Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ))ꎮ

证明　 因为 Ｃｏｋｅｒ(α)是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ￣模ꎬ所以存在投射左 Ｒ￣模的正合列

Ｐ:􀆺→
ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
􀆺

使得 Ｃｏｋｅｒ(α)≅Ｋｅｒ(ｆ)ꎬ且对任意的投射左 Ｒ￣模 Ｑꎬ序列ＨｏｍＲ(ＰꎬＱ)是正合的ꎮ 根据引理 ２ꎬ由 ｆｄ(ＭＲ)<∞
可得到左 Ｒ￣模的正合列

Ｍ⊗ＲＰ:􀆺→
Ｍ⊗ｆ

Ｍ⊗ＲＰ →
Ｍ⊗ｆ

Ｍ⊗ＲＰ →
Ｍ⊗ｆ

Ｍ⊗ＲＰ →
Ｍ⊗ｆ

􀆺
使得 Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)≅Ｋｅｒ(Ｍ⊗ｆ)ꎮ 由正合列

Ｍ⊗ＲＸ →
α
Ｘ →

ρ
Ｃｏｋｅｒ(α)→０ꎬ

诱导出正合列

Ｍ⊗ＲＭ⊗ＲＸ →
Ｍ⊗α

Ｍ⊗ＲＸ →
Ｍ⊗ρ

Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)→０ꎮ

因为 Ｍ⊗ＲＭ⊗ＲＸ →
Ｍ⊗α

Ｍ⊗ＲＸ→
α
Ｘ 是正合的ꎬ所以序列

Ｍ⊗ＲＭ⊗ＲＸ →
Ｍ⊗α

Ｍ⊗ＲＸ→
α
Ｘ →

ρ
Ｃｏｋｅｒ(α)→０ꎮ

是正合的ꎮ 由于 α(Ｍ⊗α)＝ ０ꎬ存在 δ:Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)→Ｘꎬ使得 δ(Ｍ⊗ρ)＝ αꎮ 设 ｕ∈Ｋｅｒ(δ)ꎬ 则 δ(ｕ)＝ ０ꎮ
因为 Ｍ⊗ρ 是满同态ꎬ 所以存在 ｖ∈Ｍ⊗ＲＸ 使(Ｍ⊗ρ)(ｖ)＝ ｕꎮ 于是 ０＝ δ(ｕ)＝ δ(Ｍ⊗ρ)(ｖ)＝ α(ｖ)ꎬ 从而 ｖ
∈Ｋｅｒ(α)ꎮ 又因为 Ｋｅｒ(α)＝ Ｉｍ(Ｍ⊗α)ꎬ 所以存在 ｗ∈Ｍ⊗ＲＭ⊗ＲＸ 使(Ｍ⊗α) (ｗ)＝ ｖꎬ因此 ｕ ＝ (Ｍ⊗ρ)
(ｖ)＝ (Ｍ⊗ρ)(Ｍ⊗α)(ｗ)＝ ０ꎬ 故 Ｋｅｒ(δ)＝ ０ꎬ 即 δ 是单同态ꎮ 因为 Ｋｅｒ(ρ)＝ Ｉｍ(α)＝ Ｉｍ( δ(Ｍ⊗ρ))＝ Ｉｍ
(δ)ꎬ所以存在正合列

０→Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)→
δ
Ｘ →

ρ
Ｃｏｋｅｒ(α)→０ꎮ

设λ１:Ｍ⊗ＲＰ→Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)是标准嵌入ꎬπ１:Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)→Ｐ 是典范投影ꎮ 根据条件(３)ꎬ令 ξ ＝ (ηꎬ

δ(Ｍ⊗π)):Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)→Ｘꎬ λ＝
ｌ ρ
ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :Ｘ→Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)ꎬ从而有行正合交换图

０ →Ｍ⊗ＲＰ
λ１→Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)

π１→Ｐ →０

Ｍ⊗π↓ ξ↓
　 　 　 　 π↓

０→Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)
δ
→Ｘ

ρ
→Ｃｏｋｅｒ(α)→０

Ｍ⊗ｌ↓ λ↓
　 　 　 　 ｌ↓

０ →Ｍ⊗ＲＰ
λ１→Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)

π１→Ｐ →０ꎮ
因为 Ｃｏｋｅｒ(α)≅Ｋｅｒ( ｆ)和 Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)≅Ｋｅｒ(Ｍ⊗ｆ)ꎬ所以 π 和 Ｍ⊗π 是满同态ꎬｌ 和 Ｍ⊗ｌ 是单同态ꎮ

根据三引理可知ꎬ ξ 是满同态ꎬλ 是单同态ꎮ 又因为 λξ ＝
ｌ ρ
ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ηꎬ δ (Ｍ⊗π)) ＝

ｌ ρη ｌ ρ δ(Ｍ⊗π)
ψη ψδ(Ｍ⊗π)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｆ ０
ψη Ｍ⊗ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ所以 Ｋｅｒ(λξ)＝ Ｉｍ(λξ)ꎬ从而得到左 Ｒ￣模的正合列

􀆺→
λξ
Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)→

λξ
Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)→

λξ
Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)→

λξ
􀆺
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使得 Ｘ≅Ｋｅｒ(λξ)ꎮ 因为有以下两个交换图:

Ｍ⊗ＲＸ
Ｍ⊗λ

→Ｍ⊗Ｒ(Ｐ􀱇(Ｍ⊗ＲＰ))
Ｍ⊗(λξ)

→Ｍ⊗Ｒ(Ｐ􀱇(Ｍ⊗ＲＰ))→􀆺

α↓ μ↓ μ↓

０ →Ｘ
λ

→Ｐ􀱇(Ｍ⊗ＲＰ)
λξ

→Ｐ􀱇(Ｍ⊗ＲＰ) →􀆺
和

􀆺→Ｍ⊗Ｒ(Ｐ􀱇(Ｍ⊗ＲＰ))
Ｍ⊗(λξ)

→Ｍ⊗Ｒ(Ｐ􀱇(Ｍ⊗ＲＰ))
Ｍ⊗ξ

→Ｍ⊗ＲＸ

μ↓ μ↓ α↓
􀆺 →Ｐ􀱇(Ｍ⊗ＲＰ)

λξ
→Ｐ􀱇(Ｍ⊗ＲＰ)

ξ
→Ｘ →０

且根据引理 ３ 可知ꎬＴ(Ｐ)是投射模ꎬ所以有投射左 Ｒ Ｍ￣模的正合列

Δ:􀆺→
λξ
Ｔ(Ｐ)→

λξ
Ｔ(Ｐ)→

λξ
Ｔ(Ｐ)→

λξ
􀆺

使得(Ｘꎬα)≅Ｋｅｒ(λξ)ꎮ
设(Ｙꎬβ)是任意的投射左 Ｒ Ｍ￣模ꎬ根据引理 ３ 知ꎬ存在投射左 Ｒ￣模Ｗꎬ使得(Ｙꎬβ)≅Ｔ(Ｗ)ꎮ 根据引理

４(２)可得ꎬＲ Ｍ￣Ｍｏｄ 中的正合列

０→Ｚ(Ｍ⊗ＲＷ)→Ｔ(Ｗ)→Ｚ(Ｗ)→０ꎬ
从而诱导出复形的正合列

０→ＨｏｍＲ Ｍ(ΔꎬＺ(Ｍ⊗ＲＷ))→ＨｏｍＲ Ｍ(ΔꎬＴ(Ｗ))→ＨｏｍＲ Ｍ(ΔꎬＺ(Ｗ))→０ꎮ
由于(ＴꎬＵ) 是伴随对ꎬ且 ＵＺ ＝ ｉｄＲ￣Ｍｏｄꎬ于是ＨｏｍＲ Ｍ ( Ｔ (Ｐ)ꎬＺ (Ｗ)) ≅ＨｏｍＲ (ＰꎬＷ) 和ＨｏｍＲ Ｍ ( Ｔ (Ｐ)ꎬ
Ｚ(Ｍ⊗ＲＷ))≅ＨｏｍＲ(ＰꎬＭ⊗ＲＷ)ꎬ因此序列ＨｏｍＲ Ｍ(ΔꎬＺ(Ｗ))≅ＨｏｍＲ(ＰꎬＷ)是正合的ꎮ 又因为ｐｄ(ＲＭ)<∞ꎬ
所以ｐｄ(Ｍ⊗ＲＷ) <∞ ꎬ从而根据引理 １ 可知ꎬ序列ＨｏｍＲ(ＰꎬＭ⊗ＲＷ)是正合的ꎬ又因为序列ＨｏｍＲ Ｍ(Δꎬ
Ｚ(Ｍ⊗ＲＷ))≅ＨｏｍＲ(ＰꎬＭ⊗ＲＷ)ꎬ所以序列ＨｏｍＲ Ｍ(ΔꎬＴ(Ｗ))是正合的ꎮ

综上ꎬ(Ｘꎬα)是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ Ｍ￣模ꎮ
推论 １　 设(Ｘꎬα)是左 Ｒ Ｍ￣模ꎬ ｆｄ(ＭＲ)<∞ ꎬ ｐｄ( ＲＭ)<∞ ꎬ若 Ｘ 是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ￣模ꎬ则 Ｔ(Ｘ)

是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ Ｍ￣模ꎮ
定理 ２　 设(Ｘꎬα)是左 Ｒ Ｍ￣模ꎬ ｆｄ(Ｚ(Ｒ) Ｒ Ｍ)<∞ ꎬ ｐｄ( Ｒ ＭＺ(Ｒ))<∞ ꎬ若(Ｘꎬα)是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射

左 Ｒ Ｍ￣模ꎬ则:
(１) Ｃｏｋｅｒ(α)是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ￣模ꎻ

(２) 序列 Ｍ⊗ＲＭ⊗ＲＸ
Ｍ⊗α

→Ｍ⊗ＲＸ
α
→Ｘ 是正合的ꎻ

(３) 存在左 Ｒ￣同态 η:Ｐ→ Ｘ 和 ψ:Ｘ→Ｍ⊗ＲＰꎬ使得 ρη ＝ π 和 ψδ ＝ Ｍ⊗ ｌꎬ且 Ｋｅｒ
ｆ ０
ψη Ｍ⊗ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

Ｉｍ
ｆ ０
ψη Ｍ⊗ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ其中 ｌ:Ｃｏｋｅｒ ( α) →Ｐ 和 δ:Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ ( α) →Ｘ 是单同态ꎬπ:Ｐ→Ｃｏｋｅｒ ( α) 和 ρ:Ｘ→

Ｃｏｋｅｒ(α)是满同态ꎬ
ｆ ０
ψη Ｍ⊗ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｅｎｄ(Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ))ꎮ

证明　 因为(Ｘꎬα)是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ Ｍ￣模ꎬ所以存在投射左 Ｒ Ｍ￣模的正合列

Δ:􀆺→
ｇ
Ｔ(Ｐ)→

ｇ
Ｔ(Ｐ)→

ｇ
Ｔ(Ｐ)→

ｇ
􀆺

使得(Ｘꎬα) ≅Ｋｅｒ ( ｇ)ꎬ且对任意的投射 Ｒ Ｍ￣模 ( Ｙꎬ β)ꎬ序列ＨｏｍＲ Ｍ (Δꎬ ( Ｙꎬ β)) 是正合的ꎮ 因为

ｆｄ(Ｚ(Ｒ) Ｒ Ｍ)<∞ ꎬ所以序列 Ｚ(Ｒ)⊗Ｒ ＭΔ 是正合的ꎮ 根据引理 ４(１)知ꎬＺ(Ｒ)⊗Ｒ ＭＴ(Ｐ)≅Ｒ⊗ＲＰ≅Ｐꎬ从而

有投射左 Ｒ￣模的正合列

Ｐ:􀆺→
ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
Ｐ →

ｆ
􀆺

使得 Ｃｏｋｅｒ(α)≅Ｋｅｒ( ｆ)ꎮ
设 Ｗ 是投射左 Ｒ￣模ꎬ则 Ｚ (Ｗ) 是 Ｚ ( Ｒ) 拷贝直和的直和因子ꎮ 因为 ｐｄ ( Ｒ Ｍ Ｚ ( Ｒ)) < ∞ ꎬ所以

ｐｄ( Ｒ ＭＺ(Ｗ))<∞ ꎮ 从而序列ＨｏｍＲ(ＰꎬＷ)≅ＨｏｍＲ Ｍ(ΔꎬＺ(Ｗ))是正合的ꎬ因此 Ｃｏｋｅｒ(α)是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
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投射左 Ｒ￣模ꎮ
根据引理 ４(２)知ꎬ有 Ｍｏｄ￣Ｒ Ｍ 中的正合列 ０→Ｚ(Ｍ)→Ｔ(Ｒ)→Ｚ(Ｒ)→０ꎬ并且它诱导出复形的正

合列

０→Ｚ(Ｍ)⊗Ｒ ＭΔ→Ｔ(Ｒ)⊗Ｒ ＭΔ→Ｚ(Ｒ)⊗Ｒ ＭΔ→０ꎮ
因为序列 Ｔ(Ｒ)⊗Ｒ ＭΔ 和 Ｚ(Ｒ)⊗Ｒ ＭΔ 是正合的ꎬ所以根据文献[１０]的定理 １.４.７ 知ꎬ序列 Ｚ(Ｍ)⊗Ｒ ＭΔ 是

正合的ꎮ 从而序列 Ｍ⊗ＲＰ≅Ｚ (Ｍ)⊗Ｒ Ｍ Δ 是正合的ꎮ 设 ｌ:Ｃｏｋｅｒ (α)→Ｐ 是单的左 Ｒ￣同态ꎬ则 Ｍ⊗ ｌ:
Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)→Ｍ⊗ＲＰ是单同态ꎮ 考虑正合列

Ｍ⊗ＲＸ
α
→Ｘ

ρ
→Ｃｏｋｅｒ(α)→０ꎬ

它诱导出正合列

Ｍ⊗ＲＭ⊗ＲＸ
Ｍ⊗α

→Ｍ⊗ＲＸ
Ｍ⊗ρ
→Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)→０ꎮ

因为 α(Ｍ⊗α)＝ ０ꎬ所以存在同态 δ:Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)→Ｘꎬ使得 δ(Ｍ⊗ρ)＝ αꎮ 设 ε ＝
ε１

ε２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ :(Ｘꎬ α)→Ｔ(Ｐ)＝

(Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)ꎬ μ) 是单的左 Ｒ Ｍ￣同态ꎬ 其中 μ＝
０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ λ１:Ｐ→Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)和 λ２ ＝

０
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ :Ｍ⊗ＲＰ→Ｐ⊕

(Ｍ⊗ＲＰ) 是标准嵌入ꎬ π１ ＝(１ꎬ ０):Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)→Ｐ 和 π２:Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)→Ｍ⊗ＲＰ 是典范投影ꎬ 则 Ｍ⊗
π１:Ｍ⊗(Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ))→Ｍ⊗Ｐ 是满同态ꎮ 考虑正合交换图

Ｍ⊗ＲＸ
α

→ Ｘ
ρ

→ Ｃｏｋｅｒ(α) → ０
Ｍ⊗ε↓

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ε↓
　 　 　 　 　 ｌ↓

Ｍ⊗Ｒ(Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ))
μ
→ Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)

π１ → Ｐ → ０ꎬ

可得 ε１α＝ ０ꎬ ε２α＝Ｍ⊗ε１和 ｌρ＝π１ε＝ε１ꎬ则 λ２(Ｍ⊗ｌ)(Ｍ⊗ρ)＝ λ２(Ｍ⊗( ｌρ))＝
０
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ (Ｍ⊗ε１)＝

０
Ｍ⊗ε１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 而

εδ(Ｍ⊗ρ)＝ εα＝
ε１

ε２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ α＝

ε１α
ε２α

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０
Ｍ⊗ε１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 于是 λ２(Ｍ⊗ｌ)(Ｍ⊗ρ)＝ εδ(Ｍ⊗ρ)ꎮ 又因为 Ｍ⊗ρ 是满同态ꎬ

所以 λ２(Ｍ⊗ｌ)＝ εδꎮ 即有 Ｒ￣Ｍｏｄ 中的交换图

Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)
Ｍ⊗ｌ

→Ｍ⊗ＲＰ

δ↓ λ２↓
Ｘ

ε
→Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)ꎮ

因为 λ２ 和 Ｍ ⊗ ｌ 是 单 同 态ꎬ 所 以 δ 是 单 同 态ꎮ 又 因 为 有 正 合 列 Ｍ ⊗ＲＭ ⊗ＲＸ
Ｍ⊗α

→

Ｍ⊗ＲＸ
Ｍ⊗ρ
→Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)→０ꎬ所以序列

Ｍ⊗ＲＭ⊗ＲＸ →
Ｍ⊗α

Ｍ⊗ＲＸ →
α
Ｘ

是正合的ꎮ
设 ξ＝(ξ１ꎬ ξ２):Ｔ(Ｐ)→(Ｘꎬ α)是满的左 Ｒ Ｍ￣同态ꎬ π:Ｐ→Ｃｏｋｅｒ(α) 是满的左 Ｒ￣同态ꎬ 则 ｇ ＝ εξ 和

ｆ＝ ｌπꎮ 考虑下列正合交换图

Ｍ⊗Ｒ(Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ))
μ
→ Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)

π１ → Ｐ → ０
Ｍ⊗ξ↓

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ξ↓
　 　 　 　 　 π↓

Ｍ⊗ＲＸ
α

→ Ｘ
ρ

→ Ｃｏｋｅｒ(α) → ０ꎬ
可得 ππ１ ＝ ρξꎬ α(Ｍ⊗ξ１) ＝ ξ２ꎬ α(Ｍ⊗ξ２) ＝ ０ꎬ则 δ(Ｍ⊗π) (Ｍ⊗π１) ＝ δ(Ｍ⊗(ππ１)) ＝ δ(Ｍ⊗( ρξ)) ＝

δ(Ｍ⊗ρ)(Ｍ⊗ξ)＝ α(Ｍ⊗ξ)ꎬ 而 ξλ２(Ｍ⊗π１)＝ ( ξ１ꎬ ξ２)
０
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１ꎬ ０)＝ ( ξ１ꎬ ξ２)

０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ( ξ２ꎬ ０)＝ (α(Ｍ⊗

ξ１)ꎬ α(Ｍ⊗ξ２))＝ α(Ｍ⊗ξ)ꎬ 于是 ξλ２(Ｍ⊗π１)＝ δ(Ｍ⊗π)(Ｍ⊗π１)ꎮ 因为 Ｍ⊗π１ 是满同态ꎬ 所以 ξλ２ ＝
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δ(Ｍ⊗π)ꎬ即有 Ｒ￣Ｍｏｄ 中的交换图

Ｍ⊗ＲＰ
λ２→Ｐ⊕(Ｍ⊗ＲＰ)

Ｍ⊗π↓ ξ↓
Ｍ⊗ＲＣｏｋｅｒ(α)

δ
→Ｘꎮ

令 η＝ ξλ１:Ｐ→Ｘꎬ ψ＝π２ε:Ｘ→Ｍ⊗ＲＰꎬ则 ρη＝ ρ ξλ１ ＝ππ１λ１ ＝π 和 ψδ＝π２εδ＝π２λ２(Ｍ⊗ｌ)＝ Ｍ⊗ｌꎮ
因为 π１ｇλ１ ＝ π１εξλ１ ＝ ｌρη ＝ ｌπ ＝ ｆꎬ π１ｇλ２ ＝ π１εξλ２ ＝ ｌ ρ δ(Ｍ⊗π) ＝ ０ꎬ π２ｇλ１ ＝ π２εξλ１ ＝ ψη 和 π２ｇλ２ ＝

π２εξλ２ ＝ψδ(Ｍ⊗π)＝ (Ｍ⊗ｌ)(Ｍ⊗π)＝ Ｍ⊗ｆꎬ所以 ｇ＝
π１ｇλ１ π１ｇλ２

π２ｇλ１ π２ｇλ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｆ ０
ψη Ｍ⊗ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ并且Ｋｅｒ

ｆ ０
ψη Ｍ⊗ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

Ｉｍ
ｆ ０
ψη Ｍ⊗ｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

推论 ２　 设(Ｘꎬα)是左 Ｒ Ｍ￣模ꎬ ｆｄ(Ｚ(Ｒ)Ｒ Ｍ)<∞ꎬ ｐｄ(Ｒ ＭＺ(Ｒ))<∞ꎬ若 Ｔ(Ｘ)是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左

Ｒ Ｍ￣模ꎬ则 Ｘ 是强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ￣模ꎮ
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