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关键词:半环ꎻ同余ꎻ簇ꎻ同态像ꎻ次直积

中图分类号:Ｏ１５３.５　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:陶炳辉ꎬ邵勇.半环簇的满同余[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(１１):６５￣６９.

Ｆｕｌｌ ｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ａ ｓｅｍｉｒｉｎｇ ｖａｒｉｅｔｙ

ＴＡＯ Ｂｉｎｇｈｕｉꎬ ＳＨＡＯ Ｙｏｎｇ∗

(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｘｉ̓ａｎ ７１０１２７ꎬ Ｓｈａａｎｘｉꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｕｌｌ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｆｕｌｌ ｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ａ ｓｅｍｉｒｉｎｇ ｖａｒｉｅｔｙ ａｒｅ ｉｎｔｒｏｄｕｅｃｄ. Ａ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ
ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ａ ｆｕｌｌ ｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅ ｗｉｔｈ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｆｕｌｌ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ. Ｓｅｖｅｒａｌ ｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｏｆ ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｆｕｌｌ
ｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅｓ ａｒｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ ａｎｄ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ. Ｓｏｍｅ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅｓｅ ｓｅｍｒｉｎｇ ｖａｒｉｅｔｉｅｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ａｎｄ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｓｅｍｉｒｉｎｇꎻ ｃｏｎｇｒｕｅｎｃｅꎻ ｖａｒｉｅｔｙꎻ ｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｃ ｉｍａｇｅꎻ ｓｕｂｄｉｒｅｃｔ ｐｒｏｄｕｃｔ

１　 引言与预备知识

设(Ｓꎬ＋ꎬ􀅰)是(２ꎬ２) ￣型代数ꎬ若 Ｓ 满足如下恒等式:
(１) ｘ＋(ｙ＋ｚ)≈(ｘ＋ｙ)＋ｚꎻ
(２) ｘ(ｙｚ)≈(ｘｙ)ｚꎻ
(３) ｘ(ｙ＋ｚ)≈ｘｙ＋ｘｚꎬ(ｘ＋ｙ)ｚ≈ｘｚ＋ｙｚꎬ

则称(Ｓꎬ＋ꎬ􀅰)是半环ꎬ简记为 Ｓꎮ 称(Ｓꎬ＋)和(Ｓꎬ􀅰)分别为 Ｓ 的加法导出和乘法导出ꎮ 若 Ｓ 的加法导出(乘
法导出)是幂等的ꎬ则称 Ｓ 是加法(乘法)幂等元半环ꎮ 若 Ｓ 的加法导出和乘法导出都是幂等的ꎬ则称 Ｓ 是幂

等元半环ꎮ
设 Ｖ 是非空的同型代数类ꎬ若 Ｖ 关于取子代数ꎬ同态像和直积封闭ꎬ则称 Ｖ 是簇[１]ꎮ 由 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 定理可

知ꎬＶ 是簇当且仅当它是等式类ꎮ 显然ꎬ半环的全体构成簇ꎮ
为了方便讨论ꎬ将半环 Ｓ 的加法导出(Ｓꎬ＋)上的格林关系记为 Ｌ＋、Ｒ＋、Ｊ＋、Ｄ＋和 Ｈ＋ꎬ将乘法导出(Ｓꎬ􀅰)

上的格林关系记为 Ｌ•、Ｒ•、Ｊ•、Ｄ•和 Ｈ•
[２]ꎮ 由文献[３]可知ꎬ
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(ｓꎬｔ)∈Ｌ＋⇔(∃ｐꎬｑ∈Ｓ ０)ｐ＋ｓ＝ ｔꎬ ｑ＋ｔ＝ ｓꎬ

(ｓꎬｔ)∈Ｒ＋⇔(∃ｐꎬｑ∈Ｓ ０)ｓ＋ｐ＝ ｔꎬ ｔ＋ｑ＝ ｓꎬ

(ｓꎬｔ)∈Ｊ＋⇔(∃ｐꎬｑꎬｍꎬｎ∈Ｓ ０)ｐ＋ｓ＋ｑ＝ ｔꎬ ｍ＋ｔ＋ｎ＝ ｓꎬ

(ｓꎬｔ)∈Ｌ•⇔(∃ｐꎬｑ∈Ｓ１)ｐｓ＝ ｔꎬ ｑｔ＝ ｓꎬ

(ｓꎬｔ)∈Ｒ•⇔(∃ｐꎬｑ∈Ｓ１)ｓｐ＝ ｔꎬ ｔｑ＝ ｓꎬ

(ｓꎬｔ)∈Ｊ•⇔(∃ｐꎬｑꎬｍꎬｎ∈Ｓ ０)ｐｓｑ＝ ｔꎬ ｍｔｎ＝ ｓꎮ
近些年ꎬ一些学者借助半环的加法导出和乘法导出上的格林关系对加法(乘法)幂等元半环和幂等元半

环簇进行研究[４]ꎮ Ｐａｓｔｉｊｎ[２]证明在幂等分配半环上 Ｄ＋和 Ｄ•都是同余ꎻＰａｓｔｉｊｎ 等[５] 给出幂等元半环上 Ｄ•

是最小格同余的等价刻画ꎻＺｈａｏ 等[６]研究幂等元半环上加法导出和乘法导出的格林关系 Ｄꎬ证明了 Ｄ•是

同余当且仅当 Ｄ＋∩Ｄ•和 Ｄ＋∨Ｄ•是同余ꎬ给出了 Ｄ＋∩Ｄ•和 Ｄ＋∨Ｄ•是同余的充分必要条件ꎬ并且证明由

这些同余确定的半环类都是簇ꎮ
经过梳理会发现ꎬ在绝大部分已发表的研究成果中ꎬ借助格林关系研究时ꎬ均要求讨论的格林关系是半

环同余ꎮ 但通常情况下ꎬ半环的加法和乘法导出上的格林关系不是同余[７]ꎬ于是一些学者探究了由格林关

系生成的半环同余ꎮ Ｄａｍｌｊａｎｏｖｉｃ'等[８]研究半环上由等价关系生成的开同余ꎬ即包含于该等价关系的最大半

环同余ꎬ给出了格林关系 Ｌ＋ꎬＲ＋的开同余的刻画和性质ꎬ利用商半环及同态像ꎬ定义了与 Ｌ＋ꎬＲ＋的开同余

相关的半环类ꎬ证明这些半环类是簇ꎻＣｈｅｎｇ 等[９]研究半环上格林关系 Ｌ•ꎬＲ•ꎬＨ•ꎬＤ•的开同余ꎬ证明由

这些开同余确定的半环类是簇ꎬ揭示了半环的加法和乘法导出上的格林关系的开同余所确定的半环簇之间

的关系ꎻＸｉａｎ 等[１０]给出半环上由二元关系生成闭同余的方法ꎬ研究半环的加法导出和乘法导出上格林关系

的闭同余ꎬ定义与这些闭同余相关的半环类ꎬ证明这些半环类是簇ꎬ揭示半环的加法和乘法导出上的格林关

系的开、闭同余所确定的半环簇之间的关系ꎮ
显然ꎬ半环的加法和乘法导出上的格林关系是给定半环簇中任意半环都具有的等价关系ꎬ且与该簇中任

意两个半环之间的满同态都具有相容性ꎮ 本文将半环的加法和乘法导出上的格林关系所满足的性质提炼ꎬ
引入半环簇的满等价关系的定义ꎬ进一步定义半环簇的满同余ꎬ证明由满等价关系生成的开、闭同余一定是

满同余ꎮ 借助商半环和同态像ꎬ定义与满同余相关的半环类ꎬ证明这些由满同余所确定的半环类均是簇ꎬ揭
示这些半环簇之间的关系ꎮ 所获结果推广了文献[８－１０]中的相关结论ꎮ

２　 满同余的刻画

定义 １　 设 Ｖ 是半环簇ꎬθ 是 Ｖ 中任意半环都具有的等价关系ꎬ若对 ＳꎬＴ∈Ｖ ꎬ以及满同态 ϕ:Ｓ→Ｔꎬ均
有 ａꎬｂ∈Ｓꎬ (ａꎬｂ)∈θ 蕴含(ａϕꎬｂϕ)∈θꎬ则称 θ 是 Ｖ 的满等价关系ꎮ 进一步地ꎬ若 θ 是同余ꎬ则称 θ 是 Ｖ 的

满同余ꎮ
注 １　 半环的全体构成的簇记为 Ｓ ꎬ显然半环的加法导出和乘法导出上的格林关系是 Ｓ 的满等价关

系ꎮ 恒等关系和泛关系不仅是 Ｓ 的满等价关系ꎬ而且是 Ｓ 的满同余ꎮ
注 ２　 如果 θ 是半环簇 Ｖ 的满等价关系ꎬ那么 θ 也是 Ｖ 的任一子簇的满等价关系ꎬ反之则不一定成立ꎮ
用 Ｉ 表示幂等元半环簇ꎬ则有 Ｄ•是 Ｉ 的满等价关系ꎮ 设 Ｎ 是 Ｉ 的满足附加恒等式

ｘ＋ｘｙｘ＋ｘ≈ｘ
的子簇ꎬ由文献[５]的定理 ２.１１ 可知ꎬ对 Ｎ 中的半环 Ｓꎬ均有 Ｄ•是 Ｓ 上的同余ꎬ这表明 Ｄ•是 Ｎ 的满同余ꎮ
下面例子说明 Ｄ•不是 Ｉ 的满同余ꎮ

例 １　 设半环(Ｔꎬ＋ꎬ􀅰)的加法和乘法运算表如下所示:

＋ ａ ｂ ｃ ｄ
ａ ａ ｂ ｃ ｄ
ｂ ｂ ｂ ｃ ｃ
ｃ ｃ ｃ ｃ ｃ
ｄ ｄ ｃ ｃ ｄ

􀅰 ａ ｂ ｂ ｂ
ａ ａ ａ ａ ａ
ｂ ｂ ｂ ｂ ｂ
ｃ ｂ ｂ ｃ ｃ
ｄ ａ ｂ ｃ ｄ
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容易验证 Ｔ 是幂等元半环ꎬ且 Ｌ• ＝Ｄ•ꎮ 由运算表可知 ａＬ•ｂꎬ但(ａ＋ｄ ＝ ｄꎬｂ＋ｄ ＝ ｃ)∉Ｌ•ꎬ因此 Ｄ• ＝Ｌ•不

是同余ꎮ
下面将借助开同余和闭同余的刻画ꎬ给出从满等价关系出发ꎬ构造满同余的方法ꎮ
设 ρ 是半环 Ｓ 上的等价关系ꎬρ⊕和 ρ☉分别表示 ρ 在加法导出(Ｓꎬ＋)和乘法导出(Ｓꎬ􀅰)上的开同余ꎮ 由

文献[８]可知

(ａꎬｂ)∈ρ⊕⇔(∀ｘꎬｙ∈Ｓ ０)(ｘ＋ａ＋ｙꎬｘ＋ｂ＋ｙ)∈ρꎬ
(ａꎬｂ)∈ρ☉⇔(∀ｕꎬｖ∈Ｓ１)(ｕａｖꎬｕｂｖ)∈ρꎬ

其中 ａ、ｂ∈Ｓꎬ称 ρ⊕和 ρ☉分别为 ρ 在 Ｓ 上的加法开同余和乘法开同余ꎮ
引理 １[８] 　 设(Ｓꎬ＋ꎬ􀅰)是半环ꎬρ 是 Ｓ 上的等价关系ꎬ则 ρ 在 Ｓ 上的开同余 ρ° ＝(ρ⊕)☉ꎬ即对任意 ａ、ｂ∈Ｓꎬ

均有

(ａꎬｂ)∈ρ°⇔(∀ｘꎬｙ∈Ｓ ０)(∀ｕꎬｖ∈Ｓ１)(ｘ＋ｕａｖ＋ｙꎬ ｘ＋ｕｂｖ＋ｙ)∈ρꎮ
文献[１０]给出了半环上由任意二元关系生成闭同余的方法ꎮ 设 Ｒ 是半环 Ｓ 上的二元关系ꎬ则存在唯一

的由 Ｒ 生成的同余 Ｒ＃ꎬ即包含 Ｒ 的最小半环同余ꎬ称 Ｒ＃为 Ｒ 在 Ｓ 上的闭同余ꎮ
定义如下 ２ 个关系:

Ｒ ＝{(ｘ＋ａ＋ｙꎬｘ＋ｂ＋ｙ):ｘꎬｙ∈Ｓ ０ꎬ (ａꎬｂ)∈Ｒ}ꎬ
Ｒ ＝{(ｕａｖꎬｕｂｖ):ｕꎬｖ∈Ｓ１ꎬ (ａꎬｂ)∈Ｒ}ꎬ

显然ꎬＲ 和 Ｒ 是包含 Ｒ 的分别与加法相容和乘法相容的关系ꎮ 若半环上的二元关系同时满足加法相容和

乘法相容ꎬ则称它是相容的ꎬ将半环 Ｓ 上包含 Ｒ 的最小相容关系表示为 Ｒ□ꎮ
引理 ２[１０]

Ｒ□ ＝(Ｒ ) ＝ {(ｘ＋ｕａｖ＋ｙꎬｘ＋ｕｂｖ＋ｙ):ｕꎬｖ∈Ｓ１ꎬｘꎬｙ∈Ｓ ０ꎬ (ａꎬｂ)∈Ｒ}ꎮ
引理 ３[１０] 　 设 Ｒ 是半环 Ｓ 上的任意二元关系ꎬ则 Ｒ＃ ＝(Ｒ□) ｅꎮ
定理 １　 设 Ｖ 是半环簇ꎬ若 ρ 是 Ｖ 的满等价关系ꎬ则 ρ°和 ρ＃都是满同余ꎮ
证明　 设 Ｓ 和 Ｔ 是 Ｖ 中两个半环ꎬϕ:Ｓ→Ｔ 是满同态ꎮ 为了方便起见ꎬ取 ０ϕ ＝ ０ꎬ １ϕ ＝ １ꎮ 设 ａꎬｂ∈Ｓꎬ

(ａꎬｂ)∈ρ°ꎬ由于 ϕ 是满同态ꎬ对 ｒ、ｓ∈Ｔ ０和 ｐꎬｑ∈Ｔ １ꎬ存在 ｘ、ｙ∈Ｓ０和 ｕ、ｖ∈Ｓ１ꎬ使得 ｘϕ＝ ｒꎬ ｙϕ＝ ｓꎬ ｕϕ＝ ｐ 和

ｖϕ＝ｑꎮ 由 ρ°是开同余可知

(ｘ＋ｕａｖ＋ｙꎬｘ＋ｕｂｖ＋ｙ)∈ρꎬ
再由 ρ 是满等价关系ꎬ得

((ｘ＋ｕａｙ＋ｙ)ϕꎬ(ｘ＋ｕｂｙ＋ｙ)ϕ)∈ρꎬ
于是

(ｘϕ＋ｕϕａϕｙ＋ｙϕꎬｘϕ＋ｕϕｂϕｙϕ＋ｙϕ)∈ρꎬ
进而(ｒ＋ｐ(ａϕ)ｑ＋ｓꎬｒ＋ｐ(ｂϕ)ｑ＋ｓ)∈ρꎮ 这表明(ａϕꎬｂϕ)∈ρ°ꎬ即 ρ°是满同余ꎮ

由文献[３]的命题 １.４.９ 可得 ρ＃ ＝ (ρ□)∞ ꎮ 设 ｓꎬｔ∈Ｓꎬ ( ｓꎬｔ)∈(ρ□)∞ ꎬ则存在正整数 ｎ 和 ｚ１ꎬｚ２ꎬ􀆺ꎬ
ｚｎ－１∈Ｓꎬ使得

(ｓꎬｚ１)ꎬ(ｚ１ꎬｚ２)ꎬ􀆺ꎬ(ｚｎ－１ꎬｔ)∈ρ□ꎮ
由于(ｓꎬｚ１)∈ρ□ꎬ故存在 ｕꎬｖ∈Ｓꎬ ｘꎬｙ∈Ｓ０和(ａꎬｂ)∈ρꎬ使得

ｓ＝ ｘ＋ｕａｙ＋ｙꎬ　 ｚ１ ＝ ｘ＋ｕｂｙ＋ｙꎮ
在 Ｔ 中有(ａϕꎬｂϕ)∈ρ 且

ｓϕ＝ ｘϕ＋ｕϕａϕｙϕ＋ｙϕꎬ　 ｚ１ϕ＝ ｘϕ＋ｕϕｂϕｙ＋ｙϕꎬ
从而可知(ｓϕꎬｚ１ϕ)∈ρ□ꎮ 于是

(ｓϕꎬｚ１ϕ)ꎬ(ｚ１ϕꎬｚ２ϕ)ꎬ􀆺ꎬ(ｚｎ－１ϕꎬｔϕ)∈ρ□ꎬ
由文献[１０]的命题 ２.６ 可得(ｓϕꎬｔϕ)∈ρ＃ꎬ故 ρ＃是满同余ꎮ

例 ２　 设 Ｖ 是半环簇ꎬＳ 是 Ｖ 中半环ꎬ取定正整数 ｎ≥２ꎬ定义二元关系~ (ｎ)为

ａ~ (ｎ)ｂ⇔ｎａ＝ｎｂꎮ
显然ꎬ~ (ｎ)是 Ｓ 上的同余ꎮ 进一步有ꎬ~ (ｎ)是 Ｖ 的满同余ꎮ 特别地ꎬ同余 ~ (２) 在乘法幂等元半环的研究中发
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挥了关键作用[１１]ꎮ

３　 由满同余所确定的半环簇

设 Ｖ 是半环簇ꎬθ 是 Ｖ 的满同余ꎬ借助满同余可定义如下半环类:
Ｖ θ ＝Ｈ({Ｓ / θ:Ｓ∈Ｖ })ꎮ

设 Ｃ 是半环类ꎬＨ(Ｃ )表示取自 Ｃ 中的半环的同态像的全体ꎮ
由文献[１]的定理 １１.１２ 可知ꎬ一个非空的同型代数类是簇当且仅当它在同态像和次直积下封闭ꎮ
引理 ４[１] 　 设 Ａ 是代数ꎬ{θｉ} ｉ∈Ｉ是 Ａ 上一族同余且 θ＝∩

ｉ∈Ｉ
θｉꎬ则 Ａ / θ 能次直嵌入∏

ｉ∈Ｉ
Ａ / θｉꎮ

引理 ５[１２] 　 半环 Ｓ 是一族半环{Ｓｉ} ｉ∈Ｉ的次直积ꎬ当且仅当存在 Ｓ 上的一族同余{ρｉ} ｉ∈Ｉꎬ使得对 ｉ∈Ｉꎬ
Ｓ / ρｉ≅Ｓｉꎬ且∩

ｉ∈Ｉ
ρｉ ＝ １Ｓꎬ其中 １Ｓ 是 Ｓ 上的恒等关系ꎮ

如果{Ｓｉ} ｉ∈Ｉ是一族有共同同态像 Ｈ 的半环ꎬ即对 ｉ∈Ｉꎬ存在一个满同态ϕｉ:Ｓｉ→Ｈꎬ且对 ｊ∈Ｉꎬ πｊ:∏
ｉ∈Ｉ

Ｓｉ→Ｓｊ

是投影满射ꎬ那么

Ｓ＝{ａ∈∏
ｉ∈Ｉ

Ｓｉ:(∀ｉꎬｊ∈Ｉ)ａπｉϕｉ ＝ａπｊϕｊ}

是{Ｓｉ} ｉ∈Ｉ的特殊的次直积ꎬ称为{Ｓｉ} ｉ∈Ｉ的 ｐｕｌｌｂａｃｋ 积[１３]ꎮ
定理 ２　 设 Ｖ 是半环簇ꎬ若 θ 是 Ｖ 的满同余ꎬ则 Ｖ θ是簇ꎮ
证明　 显然 Ｖ θ关于取同态像封闭ꎬ只需证明它关于次直积封闭ꎮ 设{Ｔｉ} ｉ∈Ｉ是一族取自 Ｖ θ的半环且 Ｔ

是{Ｔｉ} ｉ∈Ｉ的次直积ꎬ对于 ｉ∈Ｉꎬ设πｉ:∏
ｊ∈Ｉ

Ｔｊ→Ｔｉ 表示投影满射ꎮ 由 Ｖ θ的定义可知ꎬ存在半环 Ｓｉ∈Ｖ 且对 Ｔｉ∈

{Ｔｉ} ｉ∈Ｉꎬ存在满同态ϕｉ:Ｓｉ / θ→Ｔｉꎮ 此外ꎬ对 ｉ∈Ｉꎬ设λ ｉ:Ｓｉ→Ｓｉ / θ 是自然同态ꎬ ρｉ:∏
ｊ∈Ｉ

Ｓｊ→Ｓｉꎬ令

Ｓ＝{ｓ∈∏
ｉ∈Ｉ

Ｓｉ:(∃ｔ∈Ｔ)(∀ｉ∈Ｉ) ｔπｉ ＝ ｓρｉλ ｉϕｉ}ꎮ

容易验证 Ｓ 非空ꎮ 对 ｓ∈Ｓꎬ存在 ｔ∈Ｔꎬ使得对 ｉ∈Ｉꎬ有 ｔπｉ ＝ ｓρｉλ ｉϕｉꎮ 若还存在 ｔ′∈Ｔꎬ使得 ｔ′πｉ ＝ ｓρｉλ ｉϕｉꎬ则有

ｔ′πｉ ＝ ｔπｉꎬ由 πｉ 是投影满射可知 ｔ′＝ ｔꎮ 根据 ｔ 的唯一性ꎬ对 ｓ∈Ｓꎬ通过下述方式定义映射φ:Ｓ→Ｔꎬ
ｓφ＝ ｔ⇔(∀ｉ∈Ｉ) ｔπｉ ＝ ｓρｉλ ｉϕｉꎮ

由 πｉꎬρｉꎬλ ｉ 和 ϕｉ 是满同态可知ꎬφ 也是满同态ꎮ 对 ｓ１ꎬｓ２∈Ｓꎬ存在 ｔ１ꎬｔ２∈Ｔꎬ使得对 ｉ∈Ｉꎬ均有

ｔ１πｉ ＝ ｓ１ρｉλ ｉϕｉꎬ　 ｔ２πｉ ＝ ｓ２ ρｉλ ｉϕｉꎬ
进而( ｔ１ ｔ２)πｉ ＝(ｓ１ｓ２)ρｉλ ｉϕｉ 且 ｔ１ ｔ２∈Ｔꎬ因此ꎬ可得 ｓ１ｓ２∈Ｓꎮ 类似地有 ｓ１＋ｓ２∈Ｓꎬ故 Ｓ 是∏

ｉ∈Ｉ
Ｓｉ 的子半环ꎮ 因为

Ｖ 是簇且对于 ｉ∈Ｉꎬ有Ｓｉ∈Ｖ ꎬ所以 Ｓ∈Ｖ ꎮ
设 ｓ１ꎬｓ２∈Ｓꎬ (ｓ１ꎬｓ２)∈θꎬ由 θ 是满同余可知ꎬ在 Ｓｉ 上有(ｓ１ρｉꎬｓ２ ρｉ)∈θꎬ即对于 ｉ∈Ｉꎬ有 ｓ１ρｉλ ｉ ＝ ｓ２ ρｉλ ｉꎬ故

(ｓ１φ)πｉ ＝ ｓ１ ρｉλ ｉ ＝ ｓ２ ρｉλ ｉ ＝(ｓ２φ)πｉꎬ
于是 ｓ１φ＝ ｓ２φꎬ即(ｓ１ꎬｓ２)∈ｋｅｒ φꎬ从而 θ⊆ｋｅｒ φꎬ得到 Ｓ / ｋｅｒ φ 是 Ｓ / θ 的同态像ꎮ 由 Ｓ / ｋｅｒ φ≅Ｔ 可知ꎬＴ∈Ｖ θꎬ
因此 Ｖ θ关于次直积封闭ꎬ这表明 Ｖ θ是簇ꎮ

定理 ３　 设 Ｖ 是半环簇ꎬ若 θ 和 σ 是 Ｖ 的满同余ꎬ则
Ｖ θ∨σ ＝Ｖ θ∩Ｖ σꎬ　 Ｖ θ∩σ ＝Ｖ θ∨Ｖ σꎮ

证明　 对 Ｓ∈Ｖ θ∩Ｖ σꎬ存在 Ｔ１ꎬＴ２ ⊆Ｖ ꎬ满同态 ϕ１:Ｔ１ / θ→Ｓ和 ϕ２:Ｔ２ / σ→Ｓꎮ 设 ν１:Ｔ１ →Ｔ１ / θ 和 ν２:

Ｔ２→Ｔ２ / σ是自然同态ꎬπ１:Ｔ１×Ｔ２→Ｔ１和π２:Ｔ１×Ｔ２→Ｔ２是投影满射ꎬＴ＝ { ｔ∈Ｔ１×Ｔ２:ｔπ１ν１ϕ１ ＝ ｔπ２ν２ϕ２}是 Ｔ１ 和

Ｔ２ 关于 Ｓ 的 ｐｕｌｌｂａｃｋ 积ꎮ 由满同态 ν１ϕ１:Ｔ１→Ｓ和 ν２ϕ２:Ｔ２→Ｓ可得ꎬＴ∈Ｖꎮ 设 ϕ＝π１ν１ϕ１ ＝π２ν２ϕ２ꎬ则 ϕ 是从

Ｔ 到 Ｓ 的满同态ꎮ
设 ｓꎬｔ∈Ｔ 且(ｓꎬｔ)∈θ∨σꎬ则由文献[３]的命题 １.５.１１ 可知ꎬ存在正整数 ｎ 和 ｃ１ꎬｃ２ꎬ􀆺ꎬｃ２ｎ－１∈Ｔꎬ使得

(ｓꎬｃ１)∈θꎬ(ｃ１ꎬｃ２)∈σꎬ(ｃ２ꎬｃ３)∈θꎬ􀆺ꎬ(ｃ２ｎ－１ꎬｔ)∈σꎬ
进而

ｓϕ ＝ ｓπ１ν１ϕ１ ＝ ｃ１π１ν１ϕ１ ＝ ｃ２π２ν２ϕ２ ＝ ｃ３π１ν１ϕ１ ＝􀆺
＝ ｃ２ｎ－１π２ν２ϕ２ ＝ ｔπ２ν２ϕ２ ＝ ｔϕꎬ
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故 ｓϕ＝ ｔϕꎮ 于是(ｓꎬｔ)∈ｋｅｒϕꎬ即 θ∨σ⊆ｋｅｒϕꎬ这表明 Ｓ 是 Ｔ / (θ∨σ)的同态像ꎮ 再由 Ｔ∈Ｖ 可得ꎬＳ∈Ｖ θ∨σꎬ
从而 Ｖ θ∩Ｖ σ⊆Ｖ θ∨σꎬ因此ꎬＶ θ∩Ｖ σ ＝Ｖ θ∨σꎮ

由于 θ∩σ⊆θꎬ θ∩σ⊆σꎬ结合第二同构定理可知ꎬＳ / θ 和 Ｓ / σ 是 Ｓ / (θ∩σ)的同态像ꎬ得到 Ｓ / θꎬＳ / σ∈
Ｖ θ∩σꎬ即 Ｖ θ、Ｖ σ⊆Ｖ θ∩σꎬ故 Ｖ θ∨Ｖ σ⊆Ｖ θ∩σꎮ

反之ꎬ对 Ｓ∈Ｖ θ∩σꎬ存在 Ｔ∈Ｖꎬ使得 Ｓ 是 Ｔ / (θ∩σ)的同态像ꎮ 由引理 ４ 可得ꎬＴ / (θ∩σ)是 Ｔ / θ 和 Ｔ / σ
的次直积ꎬ这表明 Ｔ / (θ∩σ)∈Ｖ θ∨Ｖ σꎬ即 Ｓ∈Ｖ θ∨Ｖ σꎬ故 Ｖ θ∩σ⊆Ｖ θ∨Ｖ σꎮ 综上ꎬＶ θ∩σ ＝Ｖ θ∨Ｖ σꎮ

将半环的加法和乘法导出上的格林关系的开同余和闭同余分别表示为

Ｌ°＋ꎬＲ°＋ꎬＪ°＋ꎬＤ°＋ꎬＨ°＋ꎬＬ°•ꎬＲ°•ꎬＪ°•ꎬＤ°•ꎬＨ°•ꎬ
Ｌ ＃

＋ꎬＲ＃
＋ꎬＪ ＃

＋ꎬＤ ＃
＋ꎬＨ ＃

＋ꎬＬ ＃
•ꎬＲ＃

•ꎬＪ ＃
•ꎬＤ ＃

•ꎬＨ ＃
•ꎮ

另外ꎬ用 Ｐ•和 Ｐ＋分别表示 Ｌ°• 􀳱Ｒ°•和 Ｌ°＋ 􀳱Ｒ°＋ꎬＯ•和 Ｏ＋分别表示 Ｌ ＃
•∨Ｒ＃

•和 Ｌ ＃
＋∨Ｒ＃

＋ꎬＱ•和 Ｑ＋分别表示

Ｌ ＃
•∨Ｒ＃

•和 Ｌ ＃
＋∨Ｒ＃

＋ꎬ显然以上都是 Ｓ 的满同余ꎮ
当 θ、σ 取 Ｌ°＋、Ｒ°＋和 Ｐ＋时ꎬ上述结论即是文献[８]中的定理 ４.１ꎻ当 θ、σ 取 Ｌ°•、Ｒ°•、Ｈ°•和 Ｄ°•时ꎬ上述

结论即是文献[９]中的定理 ４.１ꎻ任取 θ、σ∈{Ｌ ＃
＋ꎬＲ＃

＋ꎬＨ ＃
＋ꎬＱ ＋ꎬＤ ＃

＋ꎬＯ ＋ꎬＪ ＃
＋ꎬＬ ＃

•ꎬＲ＃
•ꎬＨ ＃

•ꎬＱ•ꎬＤ ＃
•ꎬＯ•ꎬＪ ＃

•ꎬ
Ｌ°＋ꎬＲ°＋ꎬＰ＋ꎬＨ°＋ꎬＤ°＋ꎬＪ°＋ꎬＬ°•ꎬＲ°•ꎬＰ•ꎬＨ°•ꎬＤ°•ꎬＪ°•}ꎬ上述结论即是文献[１０]中的定理 ３.２ 和定理 ３.３ꎮ
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