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平凡扩张范畴中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调对象

秦晓宇ꎬ梁力∗

(兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:介绍函子的(余)相容性ꎬ给出阿贝尔范畴的平凡扩张范畴中 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调对象的刻画ꎮ
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１　 引言及预备知识

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调代数源于上世纪 ６０ 年代关于双边诺特环上有限生成模的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 维数的研究[１]ꎮ 文

献[２￣４]在任意环上介绍 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模、Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 内射模和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦模ꎬ发展了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调

代数ꎮ １９７５ 年ꎬＦｏｓｓｕｍ 等[５]介绍阿贝尔范畴的平凡扩张范畴ꎮ 在具体的模范畴的平凡扩张范畴中ꎬＭａｏ[６]

给出 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 内射对象的刻画ꎬ证明若 Ｍ 是广义相容 Ｒ￣Ｒ￣双模ꎬＺ(Ｒ)是广义相容

Ｒ Ｍ￣Ｒ Ｍ￣双模ꎬ则(Ｘꎬα)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ Ｍ￣模当且仅当序列 Ｍ⊗ＲＭ⊗ＲＸ
Ｍ⊗α

→Ｍ⊗ＲＸ
α
→Ｘ正

合且 Ｃｏｋｅｒ(α)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ￣模ꎮ 本文将 Ｍａｏ 的结论推广到阿贝尔范畴的平凡扩张范畴中ꎬ证明

以下结论ꎮ
定理 Ａ　 令 Ａ 是具有足够投射和内射对象的阿贝尔范畴ꎬＦ:Ａ→Ａ 是右正合函子且具有相容性ꎬ

(Ｘꎬα)是 Ａ Ｆ 中的对象ꎮ 考虑以下条件:
(１) 序列 Ｆ ２(Ｘ)→Ｆ(Ｘ)→α Ｘ 正合ꎬＣｏｋｅｒ(α)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎻ
(２) (Ｘꎬα)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ

则(１)⇒(２)成立ꎮ 进一步地ꎬ若对 Ａ Ｆ 中的任意完全投射分解 Δ 以及 Ａ 中的任意投射对象 Ｑꎬ有
ＨｏｍＡ Ｆ(ΔꎬＺ(Ｑ))正合ꎬ且 Ｃ:Ａ Ｆ→Ａ ｖｉａ(Ｘꎬα)→Ｃｏｋｅｒ(α)是左正合函子ꎬ则(２)⇒(１)成立ꎮ

Ａ 是具有足够投射和内射对象的阿贝尔范畴ꎬＦ:Ａ→Ａ 是右正合函子ꎬＡ 关于加法函子 Ｆ 的右平凡

扩张记作 Ａ Ｆꎬ则 Ａ Ｆ 是阿贝尔范畴ꎮ Ａ Ｆ 的对象形如(Ｘꎬ ｆ)ꎬ其中 Ｘ∈Ｏｂ(Ａ)ꎬ ｆ:Ｆ(Ｘ)→Ｘꎬ使得
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ｆＦ( ｆ)＝ ０ꎬ并且态射 γ:(Ｘꎬα)→(Ｙꎬβ)是指 Ａ 中的态射 γ:Ｘ→Ｙ 使得

Ｆ(Ｘ)
Ｆ(γ)

→Ｆ(Ｙ)

α↓
　 　 　 β↓

Ｘ
γ
→Ｙ

可交换ꎮ
在这种情况下 Ａ Ｆ 中的序列正合当且仅当 Ａ 中的序列正合ꎬ即序列

０→(Ａꎬα)→(Ｂꎬβ)→(Ｃꎬγ)→０
正合当且仅当序列

０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０
正合ꎮ

以下定义一些重要函子ꎮ

定义函子 Ｔ:Ａ→Ａ Ｆꎬ其中对任意 Ｘ∈Ａꎬ有 Ｔ(Ｘ) ＝ (Ｘ⊕Ｆ(Ｘ)ꎬ μ)ꎬ其中 μ ＝ ０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ :Ｆ ２(Ｘ)⊕

Ｆ(Ｘ)→Ｘ⊕Ｆ(Ｘ)ꎬ且对任意态射 α:Ｘ→Ｘ′有 Ｔ(α)＝
α ０
０ Ｆ(α)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

定义函子 Ｕ:Ａ Ｆ→Ａꎬ其中对任意(Ｘꎬ ｆ)∈Ａ Ｆꎬ有 Ｕ(Ｘꎬ ｆ)＝ Ｘꎬ且对任意态射 α:(Ｘꎬ ｆ)→(Ｘ′ꎬ ｆ ′)
有 Ｕ(α)＝ αꎮ

定义函子 Ｚ:Ａ→Ａ Ｆꎬ其中对任意 Ｘ∈Ａꎬ有 Ｚ(Ｘ)＝ (Ｘꎬ０)ꎬ且对任意态射 α:Ｘ→Ｘ′有 Ｚ(α)＝ αꎮ
定义函子 Ｃ:Ａ Ｆ→Ａꎬ其中对任意(Ｘꎬ ｆ)∈Ａ Ｆꎬ有 Ｃ(Ｘꎬ ｆ)＝ Ｃｏｋｅｒ( ｆ)ꎬ且对任意态射 α:(Ｘꎬ ｆ)→

(Ｘ′ꎬ ｆ ′)有 Ｃ(α)＝ 诱导态射ꎮ
注意到 Ｔ 和 Ｃ 是右正合函子ꎬＵ 和 Ｚ 是正合函子ꎬ其中(ＴꎬＵ)ꎬ(ＣꎬＺ)均是伴随对ꎬ且 ＣＴ＝ ｉｄＡꎬ ＵＺ＝ ｉｄＡꎮ

２　 平凡扩张范畴中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调对象

定义 １　 称 Ｆ 具有相容性ꎬ如果对 Ａ 中的任意完全投射分解 Δꎬ有 Ｆ(Δ)和 ＨｏｍＡ(ΔꎬＦ(Ｐ))正合ꎬ其中

Ｐ 是 Ａ 中的任意投射对象ꎮ
定理 １ 　 假设 Ｆ 具有相容性ꎬ令(Ｘꎬα)是 Ａ Ｆ 中的对象ꎬ如果 Ｆ ２(Ｘ)→Ｆ (Ｘ) →α Ｘ 正合ꎬ并且

Ｃｏｋｅｒ(α)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ那么(Ｘꎬα)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎮ
证明　 因为 Ｃｏｋｅｒ(α)是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ所以在 Ａ 中有完全投射分解ꎬ

Δ:􀆺Ｐ－１ →ｆ
－１
Ｐ０ →ｆ

０
Ｐ１ →ｆ

１
Ｐ２→􀆺ꎬ

其中 Ｐ ｉ 均是 Ａ 中的投射对象且 Ｃｏｋｅｒ(α)≅Ｋｅｒ( ｆ ０)ꎮ 又因为 Ｆ 具有相容性ꎬ所以

Ｆ(Δ):􀆺 →Ｆ(Ｐ－１)
Ｆ( ｆ －１)

→Ｆ(Ｐ０)
Ｆ( ｆ ０)

→Ｆ(Ｐ１)
Ｆ( ｆ １)

→Ｆ(Ｐ２) →􀆺
正合ꎬ且 Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))≅Ｋｅｒ(Ｆ( ｆ ０))ꎮ 由条件知序列

Ｆ ２(Ｘ)→Ｆ(Ｘ)→α Ｘ→ρ Ｃｏｋｅｒ(α)→０
正合ꎬ故序列

Ｆ ２(Ｘ)→Ｆ(Ｘ) →Ｆ(ρ)Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))→０
正合ꎬ则由余核的泛性质知存在 δ:Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))→Ｘꎬ使得 α＝ δＦ(ρ)ꎮ

考虑交换图

Ｆ ２(Ｘ) →Ｆ(Ｘ)
Ｆ(ρ)
→Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α)) →０ →０

↓ ↓ δ↓ ↓ ↓

Ｆ ２(Ｘ) →Ｆ(Ｘ)
α

→Ｘ →Ｃｏｋｅｒ(α) →０ꎬ
则由五引理知 δ 是单的ꎬ所以 Ｃｏｋｅｒ(α)≅Ｃｏｋｅｒ(δ)ꎬ故有正合列
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０→Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))→δ Ｘ→ρ Ｃｏｋｅｒ(α)→０ꎬ
令 Ｋｉ ＝Ｋｅｒ( ｆ ｉ)ꎬ考虑正合列

０→Ｋ０→Ｐ０→Ｋ１→０ꎬ
用 ＨｏｍＡ(－ꎬＦ(Ｐ ｉ))作用该正合列ꎬ有

０→ＨｏｍＡ(Ｋ１ꎬＦ(Ｐ ｉ))→ＨｏｍＡ(Ｐ０ꎬＦ(Ｐ ｉ))→ＨｏｍＡ(Ｋ０ꎬＦ(Ｐ ｉ))→Ｅｘｔ１Ａ(Ｋ１ꎬＦ(Ｐ ｉ))→０
正合ꎮ 因为 Ｆ 具有相容性ꎬ所以序列 ＨｏｍＡ(ΔꎬＦ (Ｐ ｉ )) 正合ꎬ因此 Ｅｘｔ１Ａ(Ｋ１ꎬＦ (Ｐ ｉ )) ＝ ０ꎬ以此类推知

Ｅｘｔ１Ａ(Ｋ ｊꎬＦ(Ｐ ｉ))＝ ０ꎬ其中 ｉꎬｊ≥０ꎮ 令 π:Ｐ－１→Ｃｏｋｅｒ(α)是满态射ꎬ结合序列

０→Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))→δ Ｘ→ρ Ｃｏｋｅｒ(α)→０
正合ꎬ可知存在 η:Ｐ－１→Ｘ 使得 π＝ ρηꎮ 用 ＨｏｍＡ(－ꎬＦ(Ｐ０))作用正合列

０→Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))→δ Ｘ→ρ Ｃｏｋｅｒ(α)→０ꎬ
得序列

０→ＨｏｍＡ(Ｃｏｋｅｒ(α)ꎬＦ(Ｐ０))→ＨｏｍＡ(ＸꎬＦ(Ｐ０))→δ
∗
ＨｏｍＡ(Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))ꎬＦ(Ｐ０))

→Ｅｘｔ１Ａ(Ｃｏｋｅｒ(α)ꎬＦ(Ｐ０))→０
正合ꎮ 注意到 Ｃｏｋｅｒ(α)＝ Ｋ０ꎬ由 Ｅｘｔ１Ａ(ＫｊꎬＦ(Ｐ ｉ))＝ ０ 知 Ｅｘｔ１Ａ(Ｃｏｋｅｒ(α)ꎬＦ(Ｐ０))＝ ０ꎬ所以序列

０→ＨｏｍＡ(Ｃｏｋｅｒ(α)ꎬＦ(Ｐ０))→ＨｏｍＡ(ＸꎬＦ(Ｐ０))→δ
∗
ＨｏｍＡ(Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))ꎬＦ(Ｐ０))→０

正合ꎬ所以存在 ψ:Ｘ→Ｆ(Ｐ０)使得 ψδ＝Ｆ(ε)ꎬ其中 ε:Ｃｏｋｅｒ(α)→Ｐ０ 是标准嵌入ꎮ
考虑行正合的交换图

０ ０ ０

↓ ↓ ↓
０ →Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))

δ
→Ｘ

ρ
→Ｃｏｋｅｒ(α) →０

Ｆ(ε)↓
ερ
ψ( )↓ ε↓

０ →Ｆ(Ｐ０) →Ｐ０⊕Ｆ(Ｐ０) →Ｐ０ →０
Ｆ( ｆ ０)↓ ｇ０

↓ ｆ ０↓
０ →Ｆ(Ｐ１) →Ｐ１⊕Ｆ(Ｐ１) →Ｐ１ →０

Ｆ( ｆ １)↓ ｇ１

↓ ｆ １↓
０ →Ｆ(Ｐ２) →Ｐ２⊕Ｆ(Ｐ２) →Ｐ２ →０

↓ ↓ ↓
⋮ ⋮ ⋮　 　 　 　

其中 ｇｉ ＝
ｆ ｉ ０
０ Ｆ( ｆ ｉ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ( ｉ 为整数且 ｉ≠－１)ꎮ 由第一、三列正合知序列

０→Ｘ →

ερ

ψ( )
Ｐ０⊕Ｆ(Ｐ０)→ｇ

０
Ｐ１⊕Ｆ(Ｐ１)→ｇ

１
Ｐ２⊕Ｆ(Ｐ２)→􀆺

正合ꎮ 同理考虑行正合的交换图

⋮ ⋮ ⋮

↓ ↓ ↓
０ →Ｆ(Ｐ－２) →Ｐ－２⊕Ｆ(Ｐ０) →Ｐ－２ →０

Ｆ( ｆ －２)↓ ｇ－２

↓ ｆ －２↓
０ →Ｆ(Ｐ－１) →Ｐ－１⊕Ｆ(Ｐ１) →Ｐ－１ →０

Ｆ(π)↓ (ηꎬδＦ(π))↓ π↓
０ →Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α)) →Ｘ →Ｃｏｋｅｒ(α) →０

↓ ↓ ↓
０ ０ ０　 　 　 　 　 ꎬ



　 第 １１ 期 秦晓宇ꎬ等:平凡扩张范畴中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调对象 ５７　　　 　

其中 η:Ｐ－１→Ｘ 使得 π＝ ρηꎮ 由第一、三列正合知序列

􀆺 →Ｐ－２⊕Ｆ(Ｐ－２)
ｇ－２

→Ｐ－１⊕Ｆ(Ｐ－１)
(ηꎬδＦ(π))

→Ｘ →０

正合ꎬ令 ｇ－１ ＝ ｆ －１ ０
ψη Ｆ( ｆ －１)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ则有正合列

􀆺→Ｐ－２⊕Ｆ(Ｐ－２)→ｇ
－２
Ｐ－１⊕Ｆ(Ｐ－１)→ｇ

－１
Ｐ０⊕Ｆ(Ｐ０)→ｇ

０
Ｐ１⊕Ｆ(Ｐ１)→􀆺

其中 Ｘ≅Ｋｅｒ(ｇ０)ꎮ 再由正合列

０→Ｘ→Ｐ０⊕Ｆ(Ｐ０)→Ｐ１⊕Ｆ(Ｐ１)→Ｐ２⊕Ｆ(Ｐ２)→􀆺ꎬ
得到交换图

　 　 Ｆ(Ｘ) →Ｆ(Ｐ０)⊕Ｆ ２(Ｐ０) →Ｆ(Ｐ１)⊕Ｆ ２(Ｐ１) →􀆺

α↓ μ０↓ μ１↓
０ →Ｘ →Ｐ０⊕Ｆ(Ｐ０) →Ｐ１⊕Ｆ(Ｐ１) →􀆺

其中 μｉ ＝
０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 由此可得正合列

０ →(Ｘꎬα)
ερ
ψ( )
→Ｔ(Ｐ０)

ｇ０

→Ｔ(Ｐ１)
ｇ１

→Ｔ(Ｐ２) →􀆺ꎬ
再由正合列

􀆺→Ｐ－２⊕Ｆ(Ｐ－２)→Ｐ－１⊕Ｆ(Ｐ－１)→Ｘ→０ꎬ
得到交换图

􀆺 →Ｆ(Ｐ－２)⊕Ｆ ２(Ｐ－２) →Ｆ(Ｐ－１)⊕Ｆ ２(Ｐ－１) →Ｆ(Ｘ)

μ－２↓ μ－１↓ α↓
􀆺 →Ｐ－２⊕Ｆ(Ｐ－２) →Ｐ－１⊕Ｆ(Ｐ－１) →Ｘ →０ꎬ

由此可得正合列

􀆺 →Ｔ(Ｐ－２)
ｇ－２

→Ｔ(Ｐ－１)
(ηꎬδＦ(π))

→(Ｘꎬα) →０ꎬ

又有 ｇ－１ ＝ ｆ －１ ０
ψη Ｆ( ｆ －１)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ故可知序列

Ｔ(Δ):􀆺→Ｔ(Ｐ－２)→ｇ
－２
Ｔ(Ｐ－１)→ｇ

－１
Ｔ(Ｐ０)→ｇ

０
Ｔ(Ｐ１)→ｇ

１
Ｔ(Ｐ２)→􀆺

正合ꎬ其中(Ｘꎬα)≅Ｋｅｒ( ｆ ０)ꎮ 由文献[５]中推论 １.６ 知 Ｔ(Ｐ ｉ)是 Ａ Ｆ 中的投射对象ꎮ 令 Ｑ 是 Ａ 中的投

射对象ꎬ则序列

０→Ｚ(Ｆ(Ｑ))→Ｔ(Ｑ)→Ｚ(Ｑ)→０
正合ꎬ故

０→ＨｏｍＡ Ｆ(Ｔ(Δ)ꎬＺ(Ｆ(Ｑ)))→ＨｏｍＡ Ｆ(Ｔ(Δ)ꎬＴ(Ｑ))→ＨｏｍＡ Ｆ(Ｔ(Δ)ꎬＺ(Ｑ))→０
正合ꎮ 因为(ＴꎬＵ)是伴随对ꎬ所以

ＨｏｍＡ Ｆ(Ｔ(Δ)ꎬＺ(Ｑ))≅ＨｏｍＡ(ΔꎬＱ)
正合ꎬ且

ＨｏｍＡ Ｆ(Ｔ(Δ)ꎬＺ(Ｆ(Ｑ)))≅ＨｏｍＡ(ΔꎬＦ(Ｑ))
正合ꎬ所以 ＨｏｍＡ Ｆ(Ｔ(Δ)ꎬＴ(Ｑ))正合ꎮ 由文献[５]中推论 １.６ 知 Ａ Ｆ 中的任意投射对象形如 Ｔ(Ｑ)ꎬ其
中 Ｑ 是 Ａ 中的投射对象ꎬ故 Ｔ(Δ)是完全投射分解ꎬ所以(Ｘꎬα)是 Ａ Ｆ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎮ

定理 ２　 假设对 Ａ Ｆ 中的任意完全投射分解 Δ 以及 Ａ 中的任意投射对象 Ｑꎬ有 ＨｏｍＡ Ｆ(ΔꎬＺ(Ｑ))
正合ꎬＦ 具有相容性ꎮ 若(Ｘꎬα)是 Ａ Ｆ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎬ则 Ｃｏｋｅｒ(α)是 Ａ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射

对象ꎬ且序列 Ｆ ２(Ｘ)→Ｆ(Ｘ)→α Ｘ 正合ꎮ
证明　 由(Ｘꎬα)是 Ａ Ｆ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎬ可知在 Ａ Ｆ 中存在完全投射分解ꎬ

Δ:􀆺→Ｔ(Ｐ－１)→ｇ
－１
Ｔ(Ｐ０)→ｇ

０
Ｔ(Ｐ１)→ｇ

１
Ｔ(Ｐ２)→􀆺ꎬ

其中 Ｐ ｉ 均是 Ａ 中的投射对象且(Ｘꎬα)≅Ｋｅｒ(ｇ０)ꎬ则存在单态射 λ:Ｘ→Ｐ０⊕Ｆ(Ｐ０)ꎮ 易知 Ｃ 是正合函子ꎬ
且 ＣＴ＝ ｉｄＡꎬ故有 Ａ 中正合列
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Ｃ(Δ):􀆺 →Ｐ－１ Ｃ(ｇ－１)
→Ｐ０ Ｃ(ｇ０)

→Ｐ１ Ｃ(ｇ１)
→Ｐ２ →􀆺

且 Ｃｏｋｅｒ(α) ≅Ｋｅｒ (Ｃ ( ｇ０ ))ꎬ则存在单态射 ε:Ｃｏｋｅｒ ( α) → Ｐ０ꎮ 任取 Ａ 中投射对象 Ｑꎬ由条件知

ＨｏｍＡ Ｆ(ΔꎬＺ(Ｑ))正合ꎮ 又(ＣꎬＺ) 是伴随对ꎬ故 ＨｏｍＡ (Ｃ (Δ)ꎬＱ) ≅ＨｏｍＡ Ｆ (ΔꎬＺ (Ｑ)) 正合ꎬ所以

Ｃｏｋｅｒ(α)是 Ａ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎮ
已知序列

Ｆ(Ｘ)→α Ｘ→ρ Ｃｏｋｅｒ(α)→０
正合ꎬ所以有正合列

Ｆ ２(Ｘ)→Ｆ(Ｘ) →Ｆ(ρ)Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))→０ꎬ
则由余核的泛性质知存在 Ｆ(ε):Ｆ(Ｃｏｋｅｒ(α))→Ｆ(Ｐ０)是单同态ꎮ 考虑交换图

Ｆ(Ｘ)
Ｆ(λ)

→Ｆ(Ｐ０)⊕Ｆ ２(Ｐ０)
α↓

０ ０
１ ０( )↓

Ｘ
λ

→Ｐ０⊕Ｆ(Ｐ０)
ρ↓ (１　 ０)↓

Ｃｏｋｅｒ(α)
ε

→Ｐ０ 　 　 ꎬ

故(１ꎬ０)Ｆ(λ)＝ Ｆ(ε)Ｆ(ρ)ꎬ并且
０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｆ(λ)＝ λα＝λδＦ(ρ)ꎬ从而

０
１

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｆ(ε)Ｆ(ρ)＝

０
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ １ ０( ) Ｆ(λ)＝

０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｆ(λ)＝ λδＦ(ρ)ꎬ

注意到 Ｆ(ρ)是满态射ꎬ故
０
１

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｆ(ε)＝ λδꎬ因此 δ 单ꎬ从而 Ｆ ２(Ｘ)→Ｆ(Ｘ)→α Ｘ 正合ꎮ

对偶地ꎬＡ 是具有足够投射和内射对象的阿贝尔范畴ꎬＧ:Ａ→Ａ 是左正合函子ꎬＡ 关于加法函子 Ｇ 的

左平凡扩张记作 Ｇ Ａꎬ则 Ｇ Ａ 是阿贝尔范畴ꎮ Ｇ Ａ 的对象形如[Ｘꎬｇ]ꎬ其中 Ｘ∈Ｏｂ(Ａ)ꎬ ｇ:Ｘ→
Ｇ(Ｘ)ꎬ使得 Ｇ(ｇ)ｇ＝ ０ꎬ并且态射 γ:[Ｘꎬα]→[Ｙꎬβ]是指 Ａ 中的态射 γ:Ｘ→Ｙ 使得图

Ｇ(Ｘ)
Ｇ(γ)

→Ｇ(Ｙ)

α↑ β↑

Ｘ
γ

→Ｙ
可交换ꎮ 在这种情况下 Ｇ Ａ 中的序列正合当且仅当 Ａ 中的序列正合ꎬ即序列

０→[Ａꎬα]→[Ｂꎬβ]→[Ｃꎬγ]→０
正合当且仅当序列

０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０
正合ꎮ

以下定义一些重要函子:

定义函子 Ｈ:Ａ→Ｇ Ａꎬ其中对任意 Ｘ∈Ａꎬ有 Ｈ(Ｘ)＝ (Ｇ(Ｘ)⊕Ｘꎬν)ꎬ其中 ν ＝
０ ０
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ :Ｇ(Ｘ)⊕Ｘ→

Ｇ２(Ｘ)⊕Ｇ(Ｘ)ꎬ且对任意态射 β:Ｘ→Ｘ′有 Ｈ(β)＝
Ｇ(β) ０

０ β
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

定义函子 Ｕ:Ｇ Ａ→Ａꎬ其中对任意[Ｘꎬｇ]∈Ｇ Ａꎬ有 Ｕ[Ｘꎬｇ] ＝ Ｘꎬ且对任意态射 α:[Ｘꎬｇ]→
[Ｘ′ꎬｇ′]有 Ｕ(α)＝ αꎮ

定义函子 Ｚ:Ａ→Ｇ Ａꎬ其中对任意 Ｘ∈Ａꎬ有 Ｚ(Ｘ)＝ [Ｘꎬ０]ꎬ且对任意态射 α:Ｘ→Ｘ′有 Ｚ(α)＝ αꎮ
定义函子 Ｋ:Ｇ Ａ→Ａꎬ其中对任意[Ｘꎬｇ]∈Ｇ Ａꎬ有 Ｋ[Ｘꎬｇ] ＝Ｋｅｒ(ｇ)ꎬ且对任意态射 α:[Ｘꎬｇ]→

[Ｘ′ꎬｇ′]有 Ｋ(α)＝ 诱导态射ꎮ
(下转第 ６４ 页)


