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一类含导数项的二阶时滞微分方程的周期解

喜霞ꎬ李永祥∗

(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:讨论非线性项中含导数项的二阶时滞常微分方程

－ｕ″( ｔ)＋ａ( ｔ)ｕ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ－τ)ꎬｕ′( ｔ))ꎬ　 ｔ∈Ｒ

的 ２π￣周期解的存在性与唯一性ꎬ其中 ａ:Ｒ→(０ꎬ＋∞ ) 为以 ２π 为周期的连续函数ꎬ ｆ:Ｒ４→Ｒ 连续ꎬ ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)关于 ｔ 以 ２π 为

周期ꎬτ>０ 为常数ꎮ 在非线性项 ｆ 满足适当的不等式条件下ꎬ应用 Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理与先验估计技巧ꎬ获得该方程

２π￣周期解的存在性与唯一性结果ꎮ
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－ｕ″( ｔ)＋ａ( ｔ)ｕ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ－τ)ꎬｕ′( ｔ))ꎬ　 ｔ∈Ｒ

ｗｈｅｒｅ ａ:Ｒ→(０ꎬ＋∞ ) ｉｓ ａ ２π ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬ ｆ:Ｒ４→Ｒ ｉｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ) ｉｓ ２π￣ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｏｎ ｔꎬ
τ>０ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ. Ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｆ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｓｏｍｅ ａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓꎬ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ２π￣
ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｔｈｅｏｒｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｏｆ ｐｒｉｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ.
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ｔｈｅｏｒｅｍ

０　 引言

本文讨论非线性项中含有时滞项与导数项的二阶常微分方程

－ｕ″( ｔ)＋ａ( ｔ)ｕ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ－τ)ꎬｕ′( ｔ))ꎬ　 ｔ∈Ｒ (１)
的 ２π￣周期解的存在性与唯一性ꎬ其中系数函数 ａ:Ｒ→(０ꎬ＋∞ )连续ꎬ以 ２π 为周期ꎬ非线性项 ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)连
续ꎬ关于 ｔ 以 ２π 为周期ꎬτ>０ 为常数ꎮ

时滞微分方程在生物学、生态学、经济学以及工程技术等诸多领域有着广泛的应用前景ꎬ用以描述具有

时间滞后效应的生态系统如人口动力系统等ꎮ 在时滞微分方程中ꎬ周期解的存在性是人们一直关注的研究
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课题ꎬ多种非线性的工具与方法用于该问题的研究ꎬ尤其是二阶时滞微分方程周期解的存在性ꎮ 文献[１￣４]
应用拓扑度理论及不动点定理研究非线性项中不含未知函数的导数项的一些二阶时滞微分方程周期解的存

在性ꎬ文献[５]应用临界点理论研究 Ｒｎ 中二阶时滞微分方程

－ｕ″( ｔ)＝ －ｆ(ｕ( ｔ－ τ))ꎬ　 ｔ∈Ｒ
周期解的存在性ꎬ获得了多重周期解的存在性结果ꎬ文献[６￣８]应用锥上的不动点指数理论研究了非线性项

非负的一些二阶时滞微分方程正周期解的存在性ꎮ 文献[９￣１０]研究有序 Ｂａｎａｃｈ 空间中二阶时滞微分方程

周期解的存在性ꎬ 作者在非线性项 ｆ 满足一些拟单调性的条件下ꎬ用上下解的单调迭代方法ꎬ获得了方程周

期解的存在性结果ꎮ
上述文献讨论的都是非线性项 ｆ 中不含导数项的特殊情形ꎮ 对于非线性项含有导数项的但不含时滞项

的特殊情形ꎬ即完全二阶常微分方程

ｕ″( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ′( ｔ))ꎬ　 ｔ∈Ｒ
周期解的存在性也被一些作者研究ꎬ见文献[１１￣１４]ꎮ 对无时滞的二阶周期问题ꎬ可限制在一个周期上ꎬ化为

[０ꎬ２π]上的周期边值问题ꎬ用常规的方法处理ꎮ 但对有时滞的二阶周期问题ꎬ由于时滞量 τ 的存在ꎬ不能化

为[０ꎬ２π]上的周期边值问题ꎬ只能在周期函数空间 Ｃ１
２π(Ｒ)中讨论周期解的存在性ꎮ

本文研究非线性项中既含时滞项也含导数项的一般二阶时滞微分方程(１)周期解的存在性ꎮ 在非线性

项 ｆ 满足一些不等式条件下ꎬ应用 Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理和先验估计技巧ꎬ获得了方程(１)周期解的存在

性和唯一性结果(定理 １ 和定理 ２)ꎮ 这些不等式条件允许 ｆ(ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)关于 ｘꎬｙꎬｚ 超线性增长(例 １ 与例 ２)ꎮ 本

文的结果表明ꎬ时滞项 ｕ( ｔ－τ)影响周期解的存在性ꎬ而时滞量 τ 不影响周期解的存在性ꎮ

１　 预备知识

记 Ｃ２π(Ｒ)为以 ２π 为周期的全体连续函数按最大模范数‖ｕ‖Ｃ ＝ ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬ２π]

｜ ｕ( ｔ) ｜ 构成的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ

Ｃ１
２π(Ｒ)为以 ２π 为周期的全体连续可微函数按范数‖ｕ‖Ｃ１ ＝ｍａｘ{‖ｕ‖Ｃꎬ‖ｕ′‖Ｃ}构成的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ 在

以下讨论中ꎬ对 ｕ∈Ｃ２π(Ｒ)ꎬ本文也使用 ｕ 的 ２￣范数‖ｕ‖２ ＝ ∫２π
０

｜ ｕ( ｔ) ｜ ２ｄｔ( )
１
２ ꎮ

在方程(１)中ꎬ我们总假设其系数函数 ａ∈Ｃ２π(Ｒ)ꎬ ａ( ｔ)>０ꎬ ｔ∈Ｒꎮ 令

ａ＝ ｍｉｎ
ｔ∈[０ꎬ２π]

ａ( ｔ)ꎬ　 􀭵ａ＝ ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬ２π]

ａ( ｔ)ꎬ

则 ０<ａ≤ａ( ｔ)≤􀭵ａꎬ ｔ∈Ｒꎮ
为了研究非线性方程(１)周期解的存在性ꎬ先讨论对应的线性方程

－ｕ″( ｔ)＋ａ( ｔ)ｕ( ｔ)＝ ｈ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈Ｒ (２)
周期解的存在唯一性ꎬ其中 ｈ∈Ｃ２π(Ｒ)ꎮ 先考察其特殊情形

－ｕ″( ｔ)＋􀭵ａｕ( ｔ)＝ ｈ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈Ｒꎬ (３)
对∀ｈ∈Ｃ２π(Ｒ)ꎬ按文献[１５]ꎬ方程(３)存在唯一的 ２π￣周期解 ｕꎬ其可表示为

ｕ( ｔ)＝ ∫ｔ
ｔ－２π

Φ( ｔ－ｓ)ｈ(ｓ)ｄｓ:＝Ｔｈ( ｔ)ꎬ (４)

其中积分核函数

Φ( ｔ)＝ ｃｏｓｈ 􀭵ａ ( ｔ－π)
２ 􀭵ａ ｓｉｎｈ( 􀭵ａπ)

ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ２π]ꎬ

由式(４)易见ꎬ周期解算子 Ｔ:Ｃ２π(Ｒ)→Ｃ１
２π(Ｒ)为线性全连续算子ꎮ 对一般的线性方程(２)ꎬ有如下的存在

唯一性结果:
引理 １　 对∀ｈ∈Ｃ２π(Ｒ)ꎬ线性微分方程(２)有唯一的 ２π￣周期解 ｕ:＝Ｓｈꎬ且 Ｓ:Ｃ２π(Ｒ)→Ｃ１

２π(Ｒ)为线性

全连续算子ꎮ
证明　 改写方程(２)为如下形式:

－ｕ″( ｔ)＋􀭵ａｕ( ｔ)＝ (􀭵ａ－ａ( ｔ))ｕ( ｔ)＋ｈ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈Ｒꎬ
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由线性方程(３)的 ２π￣周期解的表示知ꎬｕ∈Ｃ ２
２π(Ｒ)是方程(２)的 ２π￣周期解ꎬ当且仅当 ｕ 满足积分方程:

ｕ( ｔ)＝ ∫ｔ
ｔ－２π

Φ( ｔ－ｓ)[(􀭵ａ－ａ(ｓ))ｕ(ｓ)＋ｈ(ｓ)]ｄｓꎬ　 ｔ∈Ｒꎮ (５)

定义算子 Ｂ:Ｃ２π(Ｒ)→Ｃ２π(Ｒ)
Ｂｕ( ｔ)＝ (􀭵ａ－ａ( ｔ))ｕ( ｔ)ꎬ

则 Ｂ 为 Ｃ２π(Ｒ)中的正有界线性算子ꎮ 按 Ｔ 的定义ꎬ方程(５)等价于 Ｃ２π(Ｒ)中的算子方程:
( Ｉ－ＴＢ)ｕ＝Ｔｈꎬ (６)

其中 Ｉ 为 Ｃ２π(Ｒ)中的单位算子ꎮ 对∀ｕ∈Ｃ２π(Ｒ)ꎬ ｔ∈Ｒꎬ根据 Ｔ 与 Ｂ 的定义ꎬ有

｜ (ＴＢ)ｕ( ｔ) ｜ ＝ ｜Ｔ(Ｂｕ)( ｔ) ｜ ＝ ∫ ｔ

ｔ－２π
Φ( ｔ －ｓ)(􀭵ａ－ａ(ｓ))ｕ(ｓ)ｄｓ

≤ ∫ ｔ

ｔ－２π
Φ( ｔ－ｓ) ｜ (􀭵ａ－ａ(ｓ))ｕ(ｓ) ｜ ｄｓ

≤(􀭵ａ－ａ)‖ｕ‖Ｃ ∫ ｔ

ｔ－２π
Φ( ｔ－ｓ)ｄｓ

＝(􀭵ａ－ａ)‖ｕ‖Ｃ ∫２π

０
Φ(ｓ)ｄｓ

＝ １－
ａ
􀭵ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖Ｃꎬ

因此‖(ＴＢ)ｕ‖Ｃ≤ １－
ａ
􀭵ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖Ｃꎮ 复合算子 ＴＢ:Ｃ２π(Ｒ)→Ｃ２π(Ｒ)的范数:

‖ＴＢ‖≤１－
ａ

􀭵ａ
<１ꎮ

因为单位算子扰动定理ꎬＩ－ＴＢ 在 Ｃ２π(Ｒ)中有有界逆算子( Ｉ－ＴＢ) －１ꎬ且

( Ｉ－ＴＢ) －１ ＝ ∑
∞

ｎ ＝０
(ＴＢ) ｎꎬ (７)

所以算子方程(６)有唯一解:
ｕ＝( Ｉ－ＴＢ) －１Ｔｈ:＝Ｓｈꎬ

其中 Ｓ＝( Ｉ－ＴＢ) －１Ｔꎮ 因此ꎬ方程(２)有唯一的 ２π￣周期解 ｕ:＝Ｓｈꎮ 根据式(７)有

Ｓ＝( Ｉ－ＴＢ) －１Ｔ＝∑
∞

ｎ ＝０
(ＴＢ) ｎＴ＝Ｔ＋∑

∞

ｎ ＝１
(ＴＢ)(ＴＢ) ｎ－１Ｔ＝Ｔ Ｉ ＋∑

∞

ｎ ＝１
Ｂ(ＴＢ) ｎ－１Ｔ( ) ꎬ

因此 Ｓ 可表示为 Ｓ＝ＴＱꎬ其中 Ｑ＝ Ｉ＋∑
∞

ｎ ＝１
Ｂ(ＴＢ) ｎ－１Ｔ 为 Ｃ２π(Ｒ)中的线性有界算子ꎬ按 Ｔ:Ｃ２π(Ｒ)→Ｃ１

２π(Ｒ)的全

连续性ꎬＳ＝ＴＱ:Ｃ２π(Ｒ)→Ｃ１
２π(Ｒ)是线性全连续算子ꎮ

考虑非线性方程(１)ꎮ 设非线性项 ｆ:Ｒ４→Ｒ 连续ꎬ ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)关于 ｔ 以 ２π 为周期ꎮ 定义非线性映射

Ｆ:Ｃ１
２π(Ｒ)→Ｃ２π(Ｒ)ꎬ 　 Ｆ(ｕ)( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ－τ)ꎬｕ′( ｔ))ꎬ　 ｕ∈Ｃ１

２π(Ｒ)ꎬ　 ｔ∈Ｒꎬ
则 Ｆ:Ｃ１

２π(Ｒ)→Ｃ２π(Ｒ)连续ꎬ把 Ｃ１
２π(Ｒ)中的有界集映为 Ｃ２π(Ｒ)的有界集ꎮ 因此ꎬ按 Ｓ:Ｃ２π(Ｒ)→Ｃ１

２π(Ｒ)的
全连续性ꎬ复合映射

Ａ＝Ｓ 􀳱Ｆ:Ｃ１
２π(Ｒ)→Ｃ１

２π(Ｒ) (８)
全连续ꎮ 由算子 Ｓ 和 Ｆ 的定义ꎬ方程(１)的 ２π￣周期解等价于 Ａ 的不动点ꎬ将用 Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理

获得 Ａ 的不动点ꎮ 在论证中ꎬ为了处理非线性项中的导数项ꎬ本文假设 ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)关于 ｚ 的增长满足如下

Ｎａｇｕｍｏ 型条件:
(Ｆ１) 对∀Ｍ>０ꎬ均存在[０ꎬ＋∞ )上的正值连续增函数 ＧＭ(ｒ)满足

∫＋∞

０

ｒｄｒ
ＧＭ(ｒ)

＝ ＋∞ ꎬ (９)

使得 ｆ 满足
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｜ ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ) ｜≤ＧＭ( ｜ ｚ ｜ )ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ２π]ꎬ　 ｘꎬｙ∈[－ＭꎬＭ]ꎬ　 ｚ∈Ｒꎮ
引理 ２　 设 ｆ:Ｒ４→Ｒ连续ꎬ满足条件(Ｆ１)ꎬ则对∀Ｍ>０ꎬ存在仅与 Ｍ 有关的常数 Ｍ１ ＝Ｍ１(Ｍ)>０ꎬ使得对

方程(１)的任意 ２π￣周期解 ｕ∈Ｃ ２
２π(Ｒ)ꎬ当‖ｕ‖Ｃ≤Ｍ 时ꎬ有‖ｕ′‖Ｃ≤Ｍ１ꎮ

证明　 设 Ｍ>０ꎬ ｕ∈Ｃ ２
２π(Ｒ)为方程(１)的 ２π￣周期解ꎬ满足‖ｕ‖Ｃ≤Ｍꎮ 由条件(９)可得

∫＋∞

０

ｒｄｒ
ＧＭ(ｒ)＋􀭵ａＭ

＝ ＋∞ ꎬ

因此ꎬ∃Ｍ１>０ꎬ使得

∫Ｍ１

０

ｒｄｒ
ＧＭ(ｒ)＋􀭵ａＭ

>２Ｍꎮ (１０)

下证‖ｕ′‖Ｃ≤Ｍ１ꎮ 不妨设‖ｕ′‖Ｃ≠０ꎬ由连续函数的最大值定理ꎬ∃ｔ１∈[０ꎬ２π]使得‖ｕ′‖Ｃ ＝ ｜ ｕ′( ｔ１) ｜ ꎮ 按

ｕ( ｔ)的周期性ꎬｕ(０)＝ ｕ(２π)ꎬ由罗尔中值定理ꎬ∃ｔ０∈(０ꎬ２π)使得 ｕ′( ｔ０)＝ ０ꎮ 因为 ｕ′( ｔ１)≠０ꎬ ｔ０≠ｔ１ꎬ所
以ꎬ可能出现的共有以下 ４ 种情形:

(１) ｕ′( ｔ１)>０ꎬ ｔ０<ｔ１ꎻ
(２) ｕ′( ｔ１)>０ꎬ ｔ０>ｔ１ꎻ
(３) ｕ′( ｔ１)<０ꎬ ｔ０<ｔ１ꎻ
(４) ｕ′( ｔ１)<０ꎬ ｔ０>ｔ１ꎮ

　 　 本文仅证明情形(１)ꎬ其它 ３ 种情形可类似证明ꎮ 令

ｔ２ ＝ ｓｕｐ{ ｔ′∈[ ｔ０ꎬｔ１) ｜ ｕ′( ｔ′)＝ ０}ꎬ
则按上确界的定义及 ｕ′( ｔ)的连续性ꎬ有

０<ｔ２<ｔ１≤２πꎬ　 ｕ′( ｔ２)＝ ０ꎻ　 ｕ′( ｔ)>０ꎬ　 ｔ∈( ｔ２ꎬｔ１]ꎮ
　 　 当 ｔ∈[ ｔ２ꎬｔ１]时ꎬ由方程(１)和条件(Ｆ１)ꎬ有

ｕ″( ｔ)＝ －ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ－τ)ꎬｕ′( ｔ))＋ａ( ｔ)ｕ( ｔ)≤ＧＭ(ｕ′( ｔ))＋􀭵ａＭꎬ
因此ꎬ有

ｕ′( ｔ)ｕ″( ｔ)
ＧＭ(ｕ′( ｔ))＋􀭵ａＭ

≤ｕ′( ｔ)ꎬ　 ｔ∈[ ｔ２ꎬｔ１]ꎮ

将上式两端在[ ｔ２ꎬｔ１]上积分ꎬ且对左端的积分作变量替换 ｒ＝ｕ′( ｔ)ꎬ得

∫ｕ′( ｔ １)

０

ｒｄｒ
ＧＭ(ｒ)＋􀭵ａＭ

≤ｕ( ｔ１)－ｕ( ｔ２)≤２‖ｕ‖Ｃ≤２Ｍꎮ

由式(１０)知ꎬｕ′( ｔ１)≤Ｍ１ꎮ 从而有

‖ｕ′‖Ｃ ＝ ｜ ｕ′( ｔ１) ｜ ＝ｕ′( ｔ１)≤Ｍ１ꎬ
即引理 ２ 结论成立ꎮ

２　 主要结果

定理 １　 设 ａ:Ｒ→(０ꎬ＋∞ )连续ꎬ以 ２π 为周期ꎬ ｆ:Ｒ４→Ｒ连续ꎬ ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)关于 ｔ 以 ２π 为周期ꎬ若 ｆ 满足

假设(Ｆ１)及下列条件:
(Ｆ２) 存在常数 αꎬβꎬγ≥０ 及常数 ｃ>０ꎬ满足 α＋β<ａꎬ γ<１ꎬ使得

ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)ｘ≤αｘ２＋βｙ２＋γｚ２＋ｃꎬ　 ｔꎬｘꎬｙꎬｚ∈Ｒꎬ
则方程(１)至少有一个 ２π￣周期解ꎮ

证明　 设 Ａ:Ｃ１
２π(Ｒ)→Ｃ１

２π(Ｒ)是式(８)定义的全连续映射ꎬ则方程(１)的 ２π￣周期解等价于 Ａ 的不动

点ꎮ 对 Ａ 应用 Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理ꎮ 为此ꎬ考虑方程簇:
ｕ＝λＡｕꎬ　 ０<λ<１ꎮ (１１)

证明方程簇(１１)的解集在 Ｃ１
２π(Ｒ)中有界ꎮ

设 ｕ∈Ｃ１
２π(Ｒ)为方程簇(１１)中某个 λ 对应的方程的解ꎬ则 ｕ ＝Ｓ(λＦ(ｕ))ꎬ按 Ｓ 的定义ꎬｕ 为 ｈ ＝λＦ(ｕ)∈
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Ｃ２π(Ｒ)相应的线性方程(２)的 ２π￣周期解ꎬ因此 ｕ∈Ｃ ２
２π(Ｒ)满足微分方程:

－ｕ″( ｔ)＋ａ( ｔ)ｕ( ｔ)＝ λｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ－τ)ꎬｕ′( ｔ))ꎬ　 ｔ∈Ｒꎮ (１２)
方程(１２)两端同乘以 ｕ( ｔ)并在[０ꎬ２π]上积分ꎬ右端应用条件(Ｆ２)ꎬ有

－ ∫２π

０
ｕ″( ｔ)ｕ( ｔ)ｄｔ＋ ∫２π

０
ａ( ｔ)ｕ２( ｔ)ｄｔ ＝ λ∫２π

０
ｆ( ｔꎬｕ( ｔ)ꎬｕ( ｔ－τ)ꎬｕ′( ｔ))ｕ( ｔ)ｄｔ

≤ λ∫２π

０
(αｕ２( ｔ)＋βｕ２( ｔ－τ)＋γｕ′２( ｔ)＋ｃ)ｄｔ

≤ ∫２π

０
(αｕ２( ｔ)＋βｕ２( ｔ－τ)＋γｕ′２( ｔ)＋ｃ)ｄｔ

＝α‖ｕ‖２
２＋β ∫２π

０
ｕ２( ｔ－τ)ｄｔ＋γ ‖ｕ′‖２

２＋２πｃ

＝(α＋β)‖ｕ‖２
２＋γ‖ｕ′‖２

２＋２πｃꎮ (１３)
式(１３)最后一步应用了

∫２π

０
ｕ２( ｔ－τ)ｄｔ＝ ∫２π－ τ

－ τ
ｕ２(ｓ)ｄｓ＝ ∫２π

０
ｕ２( ｔ)ｄｔ＝‖ｕ‖２

２ꎬ

这是因为以 ２π 为周期的函数在长度为 ２π 的区间上的积分均相等ꎮ
对式(１３)的左端应用分部积分公式ꎬ有

－ ∫２π

０
ｕ″( ｔ)ｕ( ｔ)ｄｔ＋ ∫２π

０
ａ( ｔ)ｕ２( ｔ)ｄｔ＝ ∫２π

０
｜ ｕ′( ｔ) ｜ ２ｄｔ＋ ∫２π

０
ａ( ｔ)ｕ２( ｔ)ｄｔ≥‖ｕ′‖２

２＋ａ‖ｕ‖２
２ꎮ

结合式(１３)ꎬ得
‖ｕ′‖２

２＋ａ‖ｕ‖２
２≤(α＋β)‖ｕ‖２

２＋γ‖ｕ′‖２
２＋２πｃꎬ

从而有

(１－γ)‖ｕ′‖２
２＋(ａ－(α＋β))‖ｕ‖２

２≤２πｃꎬ
因此

‖ｕ′‖２
２≤

２πｃ
１－ γ

ꎬ　 ‖ｕ‖２
２≤

２πｃ
ａ－(α＋β)

ꎮ (１４)

对∀ｔ∈Ｒꎬ应用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式及式(１４)ꎬ有

｜ ｕ( ｔ) ｜≤ ｕ( ｔ)－ １
２π ∫

２π

０
ｕ(ｓ)ｄｓ ＋ １

２π ∫２π

０
ｕ(ｓ)ｄｓ

＝ １
２π ∫２π

０
(ｕ( ｔ) － ｕ(ｓ))ｄｓ ＋ １

２π ∫２π

０
ｕ(ｓ)ｄｓ

＝ １
２π ∫２π

０
∫ｔ
ｓ
ｕ′(τ)ｄτｄｓ ＋ １

２π ∫２π

０
ｕ(ｓ)ｄｓ

≤ １
２π ∫２π

０
∫ｔ
ｓ
ｕ′(τ)ｄτ ｄｓ ＋ １

２π ∫２π

０
ｕ(ｓ)ｄｓ

≤ ∫２π

０
｜ ｕ′(τ) ｜ ｄτ＋ １

２π ∫
２π

０
｜ ｕ(ｓ) ｜ ｄｓ

≤(２π)
１
２ ‖ｕ′‖２＋(２π) － １

２ ‖ｕ‖２

≤２π ｃ
１－γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２
＋ ｃ

ａ－(α＋β)
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

:＝Ｍꎬ

因此‖ｕ‖Ｃ≤Ｍꎮ 再由引理 ２ꎬ存在仅与 Ｍ 有关的常数 Ｍ１ ＝Ｍ１(Ｍ)>Ｍꎬ使得‖ｕ′‖Ｃ≤Ｍ１ꎮ 因此

‖ｕ‖Ｃ１ ＝ｍａｘ{‖ｕ‖Ｃꎬ‖ｕ′‖Ｃ}≤Ｍ１ꎬ
即方程簇(１１)的解集在 Ｃ１

２π(Ｒ)中有界ꎮ 由 Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理ꎬＡ 在 Ｃ１
２π(Ｒ)中有不动点ꎬ该不动

点为方程(１)的 ２π￣周期解ꎮ
定理 ２　 设 ａ:Ｒ→(０ꎬ＋∞ )连续ꎬ以 ２π 为周期ꎬ ｆ:Ｒ４→Ｒ连续ꎬ ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)关于 ｔ 以 ２π 为周期ꎬ若 ｆ 满足

假设(Ｆ１)及下列条件:
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(Ｆ３) 存在常数 αꎬβꎬγ≥０ꎬ满足 α＋β<ａꎬ γ<１ꎬ使得对∀ｔꎬｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１ꎬｘ２ꎬｙ２ꎬｚ２∈Ｒꎬ有
( ｆ( ｔꎬｘ２ꎬｙ２ꎬｚ２)－ｆ( ｔꎬｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１))(ｘ２－ｘ１)≤α(ｘ２－ｘ１) ２＋β(ｙ２－ｙ１) ２＋γ(ｚ２－ｚ１) ２ꎬ

则方程(１)存在唯一的 ２π￣周期解ꎮ
证明　 先证(Ｆ３)⇒(Ｆ２)ꎮ 取常数

δ＝
ａ－(α＋β)

２
ꎬ　 Ｃ０ ＝ ｍａｘ

ｔ∈[０ꎬ２π]
｜ ｆ( ｔꎬ０ꎬ０ꎬ０) ｜ ＋１ꎬ

则 α＋δ＋β<ａꎬ令

α１ ＝α＋δꎬ　 β１ ＝βꎬ　 γ１ ＝γꎬ　 ｃ１ ＝
Ｃ２

０

４δ
ꎬ

则 α１＋β１<ａꎬ γ１<１ꎮ 对∀ｔꎬｘꎬｙꎬｚ∈Ｒꎬ在条件(Ｆ３)中ꎬ取( ｔꎬｘ２ꎬｙ２ꎬｚ２)＝ ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)ꎬ ( ｔꎬｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１)＝ ( ｔꎬ０ꎬ０ꎬ
０)ꎬ有

ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)ｘ ＝( ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)－ｆ( ｔꎬ０ꎬ０ꎬ０))(ｘ－０)＋ ｆ( ｔꎬ０ꎬ０ꎬ０)ｘ
≤αｘ２＋βｙ２＋γｚ２＋Ｃ０ ｜ ｘ ｜

＝αｘ２＋βｙ２＋γｚ２＋２􀅰
Ｃ０

２ δ
􀅰 δ ｜ ｘ ｜

≤αｘ２＋βｙ２＋γｚ２＋
Ｃ ２

０

４ δ
＋ δｘ２

＝α１ｘ２＋β１ｙ２＋γ１ｚ２＋ｃ１ꎮ
因此ꎬ ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)对常数 α１、β１、γ１、ｃ１ 满足条件(Ｆ２)ꎮ 于是ꎬ由定理 １ꎬ方程(１)有 ２π￣周期解ꎮ

再证唯一性ꎮ 设ｕ１ꎬｕ２∈Ｃ ２
２π(Ｒ)为方程(１)的两个解ꎬ则 ｕ１、ｕ２ 均为 Ａ 的不动点ꎮ 令 ｕ ＝ ｕ２－ｕ１ꎬ则由 Ａ

的定义ꎬ有 ｕ＝ｕ２－ｕ１ ＝Ａｕ２－Ａｕ１ ＝Ｓ(Ｆ(ｕ２)－Ｆ(ｕ１))ꎮ 按 Ｓ 的定义ꎬｕ 为 ｈ ＝Ｆ(ｕ２)－Ｆ(ｕ１)∈Ｃ２π(Ｒ)对应的线

性方程(２)的 ２π￣周期解ꎬ因此 ｕ∈Ｃ ２
２π(Ｒ)满足微分方程:

－ｕ″( ｔ)＋ａ( ｔ)ｕ( ｔ)＝ Ｆ(ｕ２)( ｔ)－Ｆ(ｕ１)( ｔ)ꎮ (１５)
将式(１５)两边同乘以 ｕ( ｔ)ꎬ由条件(Ｆ３)ꎬ有

－ｕ″( ｔ)ｕ( ｔ)＋ａ( ｔ)ｕ２( ｔ)＝ ( ｆ( ｔꎬｕ２( ｔ)ꎬｕ２( ｔ－τ)ꎬｕ′２( ｔ))－ｆ( ｔꎬｕ１( ｔ)ꎬｕ１( ｔ－τ)ꎬｕ′１( ｔ)))(ｕ２( ｔ)－ｕ１( ｔ))
≤α(ｕ２－ｕ１) ２＋β(ｕ２( ｔ－τ)－ｕ１( ｔ－τ)) ２＋γ(ｕ′２( ｔ)－ｕ′１( ｔ)) ２

＝αｕ２( ｔ)＋βｕ２( ｔ－τ)＋γｕ′２( ｔ)ꎮ
将上式两端在[０ꎬ２π]上积分ꎬ并对左端应用分部积分公式ꎬ得

‖ｕ′‖２
２＋ａ‖ｕ‖２

２≤ － ∫２π

０
ｕ″( ｔ)ｕ( ｔ)ｄｔ＋ ∫２π

０
ａ( ｔ)ｕ２( ｔ)ｄｔ

≤ α∫２π

０
ｕ２( ｔ)ｄｔ＋ β∫２π

０
ｕ２( ｔ－τ)ｄｔ＋ γ∫２π

０
ｕ′２( ｔ)ｄｔ

＝(α＋β)‖ｕ‖２
２＋γ‖ｕ′‖２

２ꎮ
因此有

(１－γ)‖ｕ′‖２
２＋(ａ－(α＋β))‖ｕ‖２

２≤０ꎮ
　 　 因为 １－γ>０ꎬ ａ－(α＋β)>０ꎬ故由上式得ꎬ‖ｕ′‖２ ＝ ０ꎬ ‖ｕ‖２ ＝ ０ꎬ所以 ｕ ＝ ０ꎬ从而 ｕ１ ＝ ｕ２ꎮ 综上得ꎬ方程

(１)的 ２π￣周期解是唯一的ꎮ

３　 例子

例 １　 考虑下列关于未知函数 ｕ 及其导数 ｕ′均超线性增长的二阶时滞微分方程:
－ｕ″( ｔ)＋(２＋３ ｃｏｓ２ ｔ)ｕ( ｔ)＝ －ｕ３( ｔ)＋ｕ( ｔ－π)－ｕ( ｔ)(ｕ′( ｔ)) ２＋ｓｉｎ ｔꎬ　 ｔ∈Ｒꎮ (１６)

对应于方程(１)ꎬ相应的非线性项为

ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)＝ －ｘ３－ｙ－ｘｚ２＋ｓｉｎ ｔꎬ　 ｔꎬｘꎬｙꎬｚ∈Ｒꎮ (１７)
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因为 ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)关于 ｚ 是二次增长的ꎬ故其满足条件(Ｆ１)ꎮ 因为系数函数 ａ( ｔ)＝ ２＋３ ｃｏｓ２ ｔꎬ所以 ａ＝ ２ꎮ 取常

数 α＝ ３
４
ꎬ β＝ １

２
ꎬ γ＝ ０ꎬ ｃ＝ １ꎬ则 α＋β<ａꎬ故 α、β、γ、ｃ 满足(Ｆ２)中的系数条件ꎮ 对∀ｔꎬｘꎬｙꎬｚ∈Ｒꎬ由式(１７)得

ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)ｘ ＝ －ｘ４＋ｘｙ－ｘ２ｚ２＋ｘ ｓｉｎ ｔ≤ｘｙ＋２ ｘ
２
ｓｉｎ ｔ

≤ １
２
ｘ２＋ １

２
ｙ２＋ １

４
ｘ２＋ｓｉｎ２ ｔ

≤ ３
４
ｘ２＋ １

２
ｙ２＋１

＝αｘ２＋βｙ２＋γｚ２＋ｃꎬ
因此 ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)满足条件(Ｆ２)ꎮ 由定理 １ꎬ方程(１６)至少有一个 ２π￣周期解ꎮ

例 ２　 考虑超线性二阶时滞微分方程:
－ｕ″( ｔ)＋(５－２ ｓｉｎ２ ｔ)ｕ( ｔ)＝ －３ｕ５( ｔ)＋２ｕ( ｔ－)ｃｏｓ ｔ＋ｕ′( ｔ)ｓｉｎ ｔ＋１ꎬ　 ｔ∈Ｒꎮ (１８)

对应于方程(１)的相应的非线性项为

ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)＝ －３ｘ５＋２ｙ ｃｏｓ ｔ＋ｚ ｓｉｎ ｔ＋１ꎬ　 ｔꎬｘꎬｙꎬｚ∈Ｒꎮ (１９)

易见 ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)满足条件(Ｆ１)ꎮ 因为 ａ( ｔ)＝ ５－２ ｓｉｎ２ ｔꎬ所以 ａ＝ ３ꎮ 取常数 α＝ ３
２
ꎬ β＝ １ꎬ γ＝ １

２
ꎬ则 α＋β<ａꎬ故

αꎬβꎬγ 满足条件(Ｆ３)中的系数条件ꎮ 对∀ｔꎬｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１ꎬｘ２ꎬｙ２ꎬｚ２∈Ｒꎬ由式(１９)及微分中值定理ꎬ存在 θ∈
(０ꎬ１)及 ξ１ ＝ ｘ１＋θ(ｘ２－ｘ１)ꎬ ξ２ ＝ ｙ１＋θ(ｙ２－ｙ１)ꎬ ξ３ ＝ ｚ１＋θ(ｚ２－ｚ１)ꎬ使得

　 ( ｆ( ｔꎬｘ２ꎬｙ２ꎬｚ２)－ｆ( ｔꎬｘ１ꎬｙ１ꎬｚ１))(ｘ２－ｘ１)
＝ ｆｘ( ｔꎬξ１ꎬξ２ꎬξ３)(ｘ２－ｘ１) ２

　 ＋ｆｙ( ｔꎬξ１ꎬξ２ꎬξ３)(ｘ２－ｘ１)(ｙ２－ｙ１)＋ｆｚ( ｔꎬξ１ꎬξ２ꎬξ３)(ｘ２－ｘ１)(ｚ２－ｚ１)
＝ －１５ξ ４

１(ｘ２－ｘ１) ２＋２(ｘ２－ｘ１)(ｙ２－ｙ１)ｃｏｓ ｔ＋(ｘ２－ｘ１)(ｚ２－ｚ１)ｓｉｎ ｔ
≤２ ｜ (ｘ２－ｘ１)(ｙ２－ｙ１) ｜ ＋ ｜ (ｘ２－ｘ１)(ｚ２－ｚ１) ｜

≤(ｘ２－ｘ１) ２＋(ｙ２－ｙ１) ２＋ １
２
(ｘ２－ｘ１) ２＋ １

２
(ｚ２－ｚ１) ２

＝α(ｘ２－ｘ１) ２＋β(ｙ２－ｙ１) ２＋γ(ｚ２－ｚ１) ２ꎮ
因此ꎬ ｆ( ｔꎬｘꎬｙꎬｚ)满足条件(Ｆ３)ꎮ 由定理 ２ꎬ方程(１８)有唯一的 ２π￣周期解ꎮ
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