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关于加法幂等元半环簇 Ｖ(Ｓ(ａ２ ｂ))

吴亚楠
(西北大学数学学院ꎬ 陕西 西安 ７１００６９)

摘要:研究由 Ｓ(ａ２ｂ)生成的簇 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))ꎬ刻画 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的子簇格 Ｌ(Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ)))ꎬ证明 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的每一个子簇都是有

限基底和 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))是遗传有限基底ꎮ
关键词:ａｉ￣半环ꎻ平坦半环ꎻ子簇格ꎻ有限基底
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０　 引言

若同型代数类 Ｖ 对类算子同态像、子代数和直积都是封闭的ꎬ则称其为簇ꎮ 由 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 定理可知ꎬ一个

同型代数类是簇当且仅当它是等式类ꎬ即满足某个恒等式组的全体代数ꎮ 若簇 Ｖ 可由有限个恒等式确定ꎬ
则称 Ｖ 是有限基底的ꎬ否则称其为非有限基底的ꎻ若一个簇的所有子簇都是有限基底的ꎬ则称该簇是遗传有

限基底的[１]ꎮ 问一个给定的簇是否为有限基底称为簇的有限基底问题ꎬ它是簇理论的核心问题之一ꎮ Ｖ 的

全体子簇在包含关系下作成的格ꎬ称为 Ｖ 的子簇格ꎬ记为 Ｌ(Ｖ)ꎮ 若 Ｖ 是有限基底的ꎬ则 Ｖ 的所有子簇都是

有限基底的当且仅当 Ｌ(Ｖ)满足降链条件ꎮ 特别地ꎬ若 Ｖ 是有限基底的和 Ｌ (Ｖ)是有限格ꎬ则 Ｖ 的所有子

簇都是有限基底的ꎮ 因此ꎬ研究格 Ｌ(Ｖ)有助于解决 Ｖ 的子簇的有限基底问题ꎮ
本文主要研究 ａｉ￣半环簇ꎮ 若(２ꎬ２)型代数(Ｓꎬ＋ꎬ􀅰)满足条件:(Ｓꎬ＋)是可换半群ꎻ(Ｓꎬ􀅰)是半群ꎻ(∀ａꎬ

ｂꎬｃ∈Ｓ)ａ(ｂ＋ｃ)＝ ａｂ＋ａｃꎬ (ａ＋ｂ)ｃ＝ａｃ＋ｂｃꎬ则称 Ｓ 是半环[１]ꎮ 若半环满足恒等式 ｘ＋ｘ≈ｘꎬ则称其为加法幂等

元半环ꎬ简称 ａｉ￣半环[２￣９]ꎮ 设 Ｓ 是 ａｉ￣半环ꎮ 若(Ｓꎬ􀅰)有零元ꎬ且 ａ＋ｂ＝ ０(ａ≠ｂ)ꎬ则称 Ｓ 为平坦半环ꎮ 设 Ｘ 是

一个可数无限的变量的集合ꎬＸ＋表示 Ｘ 上的自由半群ꎬ假设 Ｗ 是自由半群 Ｘ＋的任一非空子集ꎬ令
Ｓ(Ｗ)＝ {ｕ∈Ｘ＋ ｜ (∃ｖ∈Ｗ)ｕ≤ｖ}∪{０}ꎮ

在 Ｓ(Ｗ)上定义乘法为:对于任意的 ｕꎬｖ∈Ｓ(Ｗ)ꎬ若并置 ｕｖ∈Ｓ(Ｗ) ＼ {０}ꎬ则 ｕ􀅰ｖ ＝ ｕｖꎬ否则ꎬｕ􀅰ｖ ＝ ０ꎮ 也在

Ｓ(Ｗ)上定义加法为平坦加法ꎬ则 Ｓ(Ｗ)是平坦半环ꎮ 文献[１０￣１３]对 Ｓ(Ｗ)进行了深入的研究ꎬ同时也留下

了若干公开问题ꎮ 这表明了平坦半环 Ｓ(Ｗ)在 ａｉ￣半环簇理论中扮演着重要的角色ꎬ而簇 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的有限

基底问题还未解决[１１]ꎮ 本文将回答这个问题ꎬ并刻画 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的子簇格ꎮ
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本文未介绍的概念与记号请查阅文献[１ꎬ１１]ꎮ

１　 次直不可约平坦半环

设 Ｓ 为平坦半环ꎬ若 ρ 为(Ｓꎬ＋)上的同余ꎬ则有 ρ＝ (０ / ρ×０ / ρ)∪１Ｓ ＝ ρＩꎬ其中 Ｉ ＝ ０ / ρ 是(Ｓꎬ＋)上的理想ꎮ

反之ꎬ若 Ｉ 是 Ｓ 的任一含 ０ 的非空子集ꎬ则有 Ｉ◁－(Ｓꎬ＋)ꎮ 设 Ｓ 是有零元的半群ꎬ如果对于任意的 ｓ∈Ｓ 有正整

数 ｎ 且有 ｓｎ ＝ ０ꎬ那么 Ｓ 称为幂零的ꎮ 设 Ｓ 是半环ꎬ若(Ｓꎬ􀅰)是幂零半群ꎬ则称 Ｓ 是幂零半环ꎮ 为了方便叙述ꎬ
本文将{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ}记为 ｍꎮ

命题 １　 设 Ｓ 是非平凡的幂零半环ꎬ若 Ｓ 包含 ０￣极小理想 Ｉꎬ则 ｜ Ｉ ｜ ＝ ２ꎮ
证明　 设 ａꎬｂ∈Ｉ ＼{０}ꎬ则 Ｉ⊆Ｓ１ａＳ１ꎬＳ１ｂＳ１ꎬ存在 Ｓ１ 中元素 ｃ１ꎬｄ１ꎬｃ２ꎬｄ２ 使得 ａ ＝ ｃ１ｂｄ１ꎬ ｂ ＝ ｃ２ａｄ２ꎬ因此ꎬ

ａ＝ ｃ１ｃ２ａｄ２ｄ１ ＝􀆺＝(ｃ１ｃ２) ｎａ(ｄ２ｄ１) ｎ ＝􀆺ꎮ 由于 Ｓ 是幂零半环ꎬ因此 ｕ＝ ｖ＝ １ꎬ得证ꎮ
推论 １　 设 Ｓ 是非平凡的平坦半环ꎬ则 Ｓ 是次直不可约的当且仅当(Ｓꎬ􀅰)有唯一的 ０￣极小理想 Ｉ＝{０ꎬω}ꎬ

其中 ω 是 Ｓ 上的零化子ꎮ
命题 ２　 设 Ｓ 是非平凡的次直不可约平坦半环ꎬ若 Ｓｋ≠{０}ꎬ Ｓｋ＋１ ＝{０}ꎬ则 Ｓｋ ＝{０ꎬω}ꎮ
证明　 设 ａ１ａ２􀆺ａｋ∈Ｓｋꎬ由推论 １ꎬ存在 Ｓ１ 中元素 ｂ、ｃ 使得 ω＝ｂａ１ａ２􀆺ａｋｃꎮ 由 Ｓｋ＋１ ＝{０}可得 ｂ＝ ｃ＝ １ꎬ因

此 ａ１ａ２􀆺ａｋ ＝ωꎮ
设(Ｓｉ) ｉ∈Ｉ是一族次直不可约的平坦半环ꎬ且满足 Ｓｉ∩Ｓｊ ＝{０ꎬω}ꎬ ｉꎬｊ∈Ｉ 且 ｉ≠ｊꎬ其中 ω 是 Ｓｉ( ｉ∈Ｉ)的唯

一零化子ꎮ 令 Ｓ＝∪ｉ∈ＩＳｉꎬ任取 ａꎬｂ∈Ｓꎬ定义

ａ􀅰ｂ＝
ａｂꎬ 存在 ｉ∈Ｉꎬ使得 ａꎬｂ∈Ｓｉꎬ
０ꎬ 其他ꎮ{

在(Ｓꎬ􀅰)定义平坦加法ꎬ则(Ｓꎬ＋ꎬ􀅰)成为平坦半环ꎮ 实际上ꎬＳ 仍是次直不可约的平坦半环ꎬω 是其唯一

的零化子ꎬ因此ꎬ将上述 Ｓ 称为(Ｓｉ) ｉ∈Ｉ的 ０￣ω 直并ꎬ记为∪
ω

ｉ∈Ｉ
Ｓｉ

[１３]ꎮ

命题 ３　 设 Ｓ 是非平凡的平坦半环且 Ｓ２≠{０}ꎬ Ｓ３ ＝{０}ꎬ若 Ｓ 是次直不可约的ꎬ则 Ｓ 同构于 Ｓ(ａｉｂｉ)(ｉ∈ｎ)
的 ０￣ω 直并ꎬ其中 ａｉ 和 ｂｊ( ｉꎬｊ∈ｎ)可能相等ꎮ

证明　 由命题 ２ꎬ得 Ｓ２ ＝{０ꎬω}ꎬ因此对于任意 ｓ∈Ｓ ＼ {０}ꎬ都有唯一的 ｔ∈Ｓ ＼ {０}使得 ω ＝ ｓｔꎮ 由此可得ꎬ

{ｓꎬｔ}生成的 Ｓ 的子半环同构于 Ｓ(ａｂ)ꎬＳ 是有限的ꎬ则有 Ｓ＝∪
ｎ

ｉ＝１
{ｓｉꎬｔｉ}∪{０ꎬω}ꎮ 因此 Ｓ 同构于 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｎ)

的 ０￣ω 直并ꎮ
命题 ４　 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｍ)的 ０￣ω 直并是簇 Ｖ(Ｓ(ａｂ)∪Ｓ(ｃｄ))的成员ꎬ其中 ａｉ≠ｂｊ( ｉꎬｊ∈ｍ)ꎮ

证明　 考虑直积(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))ｍꎮ 令 Ａ 是由{ａ１ꎬｂ１ꎬａ２ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬａｍꎬｂｍ}生成的(Ｓ(ａｂ)∪

ω
Ｓ(ｃｄ))ｍ 上

的子半环ꎬ其中

ａ１ ＝(ｃꎬａꎬａꎬａꎬ􀆺ꎬａꎬａ)ꎬ　 ｂ１ ＝(ｄꎬｂꎬｂꎬｂꎬ􀆺ꎬｂꎬｂ)ꎬ
ａ２ ＝(ａꎬｃꎬａꎬａꎬ􀆺ꎬａꎬａ)ꎬ ｂ２ ＝(ｂꎬｄꎬｂꎬｂꎬ􀆺ꎬｂꎬｂ)ꎬ
⋮ ⋮
ａｍ ＝(ａꎬａꎬａꎬａꎬ􀆺ꎬａꎬｃ)ꎬ ｂｍ ＝(ｂꎬｂꎬｂꎬｂꎬ􀆺ꎬｂꎬｄ)ꎮ

容易验证ꎬ对于任意的 ｉ∈ｍ 都有 ａｉｂｉ ＝(ωꎬωꎬ􀆺ꎬω)ꎮ 令 Ｊ 表示 Ａ 中具有分量为 ０ 的元素全体ꎮ 容易验证

Ｊ◁－Ａꎬ则有 Ａ / Ｊ 同构于 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｍ)的 ０￣ω 直并ꎬ故 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｍ)的 ０￣ω 直并是簇 Ｖ(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))的

成员ꎮ
命题 ５　 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｎ)的 ０￣ω 直并是簇 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的成员ꎬ其中 ａｉ≠ｂｊ( ｉꎬｊ∈ｎ)ꎮ
证明　 考虑直积(Ｓ(ａ２ｂ)) ｎ＋１ꎮ 令 Ａ 是由{ａ１ꎬｂ１ꎬａ２ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬｂｎ}生成的(Ｓ(ａ２ｂ)) ｎ＋１上的子半环ꎬ其中

ａ１ ＝(ａꎬａ２ꎬａꎬａꎬ􀆺ꎬａꎬａ)ꎬ　 ｂ１ ＝(ａｂꎬｂꎬａｂꎬａｂꎬ􀆺ꎬａｂꎬａｂ)ꎬ
ａ２ ＝(ａꎬａꎬａ２ꎬａꎬ􀆺ꎬａꎬａ)ꎬ ｂ２ ＝(ａｂꎬａｂꎬｂꎬａｂꎬ􀆺ꎬａｂꎬａｂ)ꎬ
⋮ ⋮
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ａｎ ＝(ａꎬａꎬａꎬａꎬ􀆺ꎬａꎬａ２)ꎬ ｂｎ ＝(ａｂꎬａｂꎬａｂꎬａｂꎬ􀆺ꎬａｂꎬｂ)ꎮ
容易验证ꎬ对于任意的 ｉ∈ｎ 都有 ａｉｂｉ ＝(ａ２ｂꎬａ２ｂꎬ􀆺ꎬａ２ｂ)ꎮ 令 Ｊ 表示 Ａ 中具有分量为 ０ 的元素全体ꎬ容易验

证 Ｊ◁－Ａꎬ则有 Ａ / Ｊ 同构于 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｎ)的 ０￣ω 直并ꎬ故 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｎ)的 ０￣ω 直并是簇 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的成员ꎬ
其中 ａｉ≠ｂｊ( ｉꎬｊ∈ｎ)ꎮ

２　 簇 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))及其子簇

本节描述了 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的子簇格 Ｌ(Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ)))ꎬ证明了该格中的元素都是有限基底的和Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))
是遗传有限基底的ꎮ

用 Ｆ 表示所有的平坦半环生成的簇ꎬ在文献[１１]中可知ꎬＦ 是有限基底的且它的次直不可约成员均是

平坦半环ꎮ 接下来ꎬ给出 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的子簇均是有限基底的ꎮ 容易验证ꎬＳ(ａ２ｂ)满足下列恒等式:
ｘ１ｘ２ｘ３ｘ４≈ｙ４ꎻ (１)

ｘ２＋ｙ２≈(ｘ＋ｙ) ２ꎻ (２)
ｘ２＋ｙｚ≈ｘ２＋ｙｚ＋ｙ２＋ｚ２ꎻ (３)

ｘ２＋ｙ２ｚ≈ｚ４ꎻ (４)
ｘｙ＋ｙｚ≈ｚ４ꎻ (５)

ｘｙｚ≈(ｘ＋ｙ) ２ｚꎻ (６)
ｘｙｚ＋ｘ１ｙ１ｚ１≈(ｘ＋ｘ１)(ｙ＋ｙ１)(ｚ＋ｚ１)ꎮ (７)

为证明 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))是 Ｆ 上由上述等式确定的簇ꎬ则需引入下列结果ꎮ
引理 １　 设 Ｓ 是有限的非平凡的 Ｆ 上的次直不可约元ꎬ若 Ｓ 满足恒等式 ( １)—(７)ꎬ则 Ｖ ( Ｓ) ∈

{Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２ｂ))}ꎮ

证明　 假设 Ｓ 是有限的非平凡的 Ｆ 上的次直不可约元且满足恒等式(１)—(７)ꎬ分以下情况进行讨论:
(ⅰ) Ｓ２ ＝{０}ꎬ由命题 ２ 可得 Ｓ 同构于 Ｓ(ａ)ꎬ因此 Ｖ(Ｓ)＝ Ｖ(Ｓ(ａ))ꎮ
(ⅱ) Ｓ２≠{０}ꎬ Ｓ３ ＝{０}ꎬ由命题 ３ 可得 Ｓ 同构于 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｍ)的 ０￣ω 直并ꎮ
若存在 ｉ∈ｍ 使得 ａｉ ＝ｂｉꎮ 不妨设 ａ１ ＝ ｂ１ꎬ则 ｍ ＝ １ꎮ 可得 Ｓ 同构于 Ｓ(ａ２)ꎬ故 Ｖ(Ｓ)＝ Ｖ(Ｓ(ａ２))ꎮ 假设

ｍ≠１ꎬ若 ａ２ ＝ｂ２ꎬ则由式(２)ꎬ可得 ω＝ａ２
１＋ａ２

２ ＝(ａ１＋ａ２) ２ ＝ ０ꎬ矛盾ꎮ 否则 ａ２≠ｂ２ꎬ则由恒等式(３)ꎬ可得 ω ＝ ａ２
１＋

ａ２ｂ２ ＝ａ２
１＋ａ２ｂ２＋ａ２

２＋ｂ２
２ ＝ ０ꎬ矛盾ꎮ

若对于任意 ｉ∈ｍ 都有 ａｉ≠ｂｉꎮ 若 ｍ＝ １ꎬ则有 Ｓ 同构于 Ｓ(ａｂ)ꎬ故 Ｖ(Ｓ)＝ Ｖ(Ｓ(ａｂ))ꎮ
若 ｍ≥１ꎬ则有 Ｓ 同构于 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｍ)的 ０￣ω 直并ꎮ 由于 Ｓ 满足式(５)ꎬ因此 Ｓ 同构于 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｍ)

的 ０￣ω 直并ꎬ其中 ａｉ≠ｂｊ( ｉꎬｊ∈ｎ)ꎮ 一方面ꎬ容易验证 Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ)是 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｍ)的 ０￣ω 直并的子半

环ꎬ则Ｖ(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ ( ｃｄ)) ≤Ｖ ( Ｓ)ꎻ另一方面ꎬ由命题 ４ 可得 Ｖ ( Ｓ) ＝ Ｖ ( Ｓ ( ａｂ) ∪

ω
Ｓ ( ｃｄ))ꎬ故 Ｖ ( Ｓ) ＝

Ｖ(Ｓ(ａｂ))ꎮ
(ⅲ) Ｓ３≠{０}ꎮ 由恒等式(６)—(７)ꎬ存在 ｓꎬｔ∈Ｓ 使得 ｓ２ ｔ ＝ ωꎮ 若 Ｓ 是由{ ｓꎬ ｔ}生成的ꎬ则其同构于

Ｓ(ａ２ｂ)ꎬ因此 Ｖ(Ｓ)＝ Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))ꎮ
若由{ｓꎬｔ}生成的 Ｓ 的子半环‹ｓꎬｔ›是真的ꎮ 任给 ｓ１∈Ｓ ＼ {０ꎬωꎬｓꎬｔꎬｓ２ꎬｓｔ}ꎬ则由( ｓꎬ􀅰)是 ０￣可消的ꎬ可得

存在唯一的 ｔ１∈Ｓ ＼{０ꎬωꎬｓꎬｔꎬｓ２ꎬｓｔ}使得 ω＝ ｓ１ ｔ１ꎮ 假设 ｓ１ ＝ ｔ１ꎮ 由于 Ｓ 满足恒等式(４)ꎬ因此 ω ＝ ｓ２１＋ｓ２ ｔ ＝ ０ꎬ矛
盾ꎮ 于是 ｓ１≠ｔ１ꎬ则由 ｓ１ꎬｔ１ 生成的 Ｓ 的子半环同构于 Ｓ(ａｂ)ꎮ 又由 Ｓ 是有限的且 Ｓ 满足式(５)ꎬ存在 ｎ∈Ｎ
使得 Ｓ 是 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｎ)和‹ｓꎬｔ›的 ０￣ω 直并ꎬ其中 ａｉ≠ｂｊ( ｉꎬｊ∈ｎ)ꎬ即 Ｓ 同构于 Ｓ( ｓ２ ｔ)和 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｎ)的
０￣ω直并ꎬ其中 ａｉ≠ｂｊ( ｉꎬｊ∈ｎ)ꎮ

下面证明 Ｓ∈Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))ꎮ
考虑直积(Ｓ(ａ２ｂ)) ｎ＋１ꎮ 令 Ａ 是由{ａ０ꎬｂ０ꎬａ１ꎬｂ１ꎬａ２ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬｂｎ}生成的 Ｓ 上的子半环ꎬ其中

ａ０ ＝(ａꎬａꎬａꎬａꎬ􀆺ꎬａꎬａ)ꎬ　 ｂ０ ＝(ｂꎬｂꎬｂꎬｂꎬ􀆺ꎬｂꎬｂ)ꎬ　
ａ１ ＝(ａꎬａ２ꎬａꎬａꎬ􀆺ꎬａꎬａ)ꎬ ｂ１ ＝(ａｂꎬｂꎬａｂꎬａｂꎬ􀆺ꎬａｂꎬａｂ)ꎬ
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ａ２ ＝(ａꎬａꎬａ２ꎬａꎬ􀆺ꎬａꎬａ)ꎬ ｂ２ ＝(ａｂꎬａｂꎬｂꎬａｂꎬ􀆺ꎬａｂꎬａｂ)ꎬ
⋮ ⋮
ａｎ ＝(ａꎬａꎬａꎬａꎬ􀆺ꎬａꎬａ２)ꎬ ｂｎ ＝(ａｂꎬａｂꎬａｂꎬａｂꎬ􀆺ꎬａｂꎬｂ)ꎮ

容易验证ꎬ对于任意的 ｉ∈ｎ 都有 ａ２
０ｂ０ ＝ａｉｂｉ ＝(ａ２ｂꎬａ２ｂꎬ􀆺ꎬａ２ｂ)ꎮ 令 Ｊ 表示 Ａ 中具有分量为 ０ 的元素全体ꎮ

容易验证 Ｊ◁－Ａꎬ于是 Ａ / Ｊ 同构于 Ｓꎮ 因此 Ｖ(Ｓ)≤Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))ꎮ 容易验证 Ｓ(ａ２ｂ)是 Ｓ 的子半环ꎬ因此 Ｖ(Ｓ

(ａ２ｂ))≤Ｖ(Ｓ)ꎬ于是 Ｖ(Ｓ)＝ Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))ꎮ
引理 ２　 簇 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))是 Ｆ 上由恒等式(１)—(７)确定的子簇ꎮ
证明　 容易验证 Ｓ(ａ２ｂ)满足恒等式(１)—(７)ꎮ 接下来ꎬ只需验证 Ｆ 上的满足恒等式(１)—(７)的任意

有限次直不可约成员 Ｓ 是 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的成员ꎮ 由引理 １ 可得

Ｖ(Ｓ)∈{Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２ｂ))}ꎮ

容易验证 Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２))ꎬＶ(Ｓ(ａ２ｂ))均是 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的子簇ꎮ 由命题 ５ 可得 Ｖ(Ｓ(ａｂ))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ)∪
ω

Ｓ(ｃｄ)))也是 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的子簇ꎬ得证ꎮ

引理 ３　 簇 Ｖ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))))是 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))上由恒等式

ｘ１ｘ２ｘ３≈ｙ３ (８)
确定的子簇ꎮ

证明　 容易验证 Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ)))满足恒等式(１)—(８)ꎮ 接下来ꎬ只需验证 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))上的

满足恒等式(８)的任意有限次直不可约成员 Ｓ 是 Ｖ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))))的成员ꎮ 由 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))不

满足恒等式(８)和引理 １ꎬ可得 Ｖ(Ｓ)∈{Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))}ꎮ 容易验证

Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))均是 Ｖ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪

ω
Ｓ(ｃｄ)))的子簇ꎬ得证ꎮ

引理 ４　 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))的真子簇满足恒等式(８)ꎮ
证明　 假设 Ｖ 是的 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))真子簇且不满足恒等式(８)ꎬ则在 Ｖ 中存在有限次直不可约平坦半环 Ｓ

不满足恒等式(８)ꎬ由恒等式(６)—(７)ꎬ存在 ｓ≠ ｔ∈Ｓ 使得 ω ＝ ｓ２ ｔꎬ则由{ ｓꎬｔ}生成的 Ｓ 的子半环同构于

Ｓ(ａ２ｂ)ꎬ因此 Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))是 Ｖ(Ｓ)的子簇ꎬ于是 Ｖ＝Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ))ꎮ

由引理 ３、４ 可得格 Ｌ (Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ)))是由 Ｖ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ( ｃｄ))))的子簇全体组成的ꎮ 易得

Ｖ(Ｓ(ａ))是 Ｌ (Ｖ( Ｓ( ａ２ｂ)))中的唯一原子ꎬ因此 Ｌ (Ｖ( Ｓ( ａ２)∪( Ｓ( ａｂ)∪
ω
Ｓ ( ｃｄ)))) 是由 Ｔ 和区间

[Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ)))]组成的ꎮ

引理 ５[１３] 　 Ｖ(Ｓ(Ｗ１))∨Ｖ(Ｓ(Ｗ２))＝ Ｖ(Ｓ(Ｗ１∪Ｗ２))ꎮ

引理 ６　 (１) 簇 Ｖ(Ｓ(ａｂ))是 Ｖ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ)))上由恒等式

ｘ２≈ｙ４ꎬ (９)
ｘｙ＋ｚｔ≈(ｘ＋ｚ)(ｙ＋ｔ) (１０)

确定的子簇ꎮ

(２) 簇 Ｖ(Ｓ(ａ２))是 Ｖ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ)))上由恒等式

ｘｙ≈ｘ２＋ｙ２ (１１)
确定的子簇ꎮ

(３) 在 Ｌ(Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ)))中区间[Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ)))]包含

{Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２)ꎬＶ((Ｓ(ａｂ))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪

ω
Ｓ(ｃｄ)))}ꎮ

证明　 (１) 容易验证 Ｓ(ａｂ)满足恒等式(１)—(１０)ꎬ只需验证 Ｖ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ)))上的满足

恒等式(９)和(１０)的任意有限次直不可约成员 Ｓ 是 Ｖ( Ｓ( ａｂ))的成员ꎮ 由于 Ｖ( Ｓ( ａ２))ꎬＶ( Ｓ( ａｂ)∪
ω

Ｓ(ｃｄ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２ｂ))分别不满足恒等式(８)、(９)、(１０)和引理 １ꎬ因此 Ｖ(Ｓ)∈{Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ))}ꎮ 容
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易验证 Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ))均是 Ｖ(Ｓ(ａｂ))的子簇ꎬ得证ꎮ

(２) 容易验证 Ｓ(ａ２)满足恒等式(１)—(８)和(１１)ꎬ只需验证 Ｖ(Ｓ(ａ２)∪((Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ)))上的满足

恒等式(１１)的任意有限次直不可约成员 Ｓ 是 Ｖ( Ｓ( ａ２))的成员ꎮ 一方面ꎬ由 Ｖ( Ｓ( ａｂ))ꎬＶ( Ｓ( ａｂ)∪
ω
Ｓ

(ｃｄ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２ｂ))不满足恒等式(１１)和引理 １ꎬ可得 Ｖ(Ｓ)∈{Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａｂ))}ꎻ另一方面ꎬ容易验证

Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２))均是 Ｖ(Ｓ(ａ２))的子簇ꎬ得证ꎮ

(３) 假设 Ｖ 在区间[Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬＶ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ( ｃｄ)))]且 Ｖ≠Ｖ(Ｓ(ａ))ꎬ则 Ｖ 不满足恒等式

ｘ１ｘ２≈ｙ２ꎬ因此存在 Ｖ 中的有限次直不可约成员 Ｓ 不满足恒等式 ｘ１ｘ２≈ｙ２ꎬ即 Ｓ３ ＝ {０}ꎬ Ｓ２≠{０}ꎬ于是 Ｓ２ ＝
{０ꎬω}ꎮ 接下来ꎬ分下列 ２ 种情况ꎮ

(ⅰ) 若 Ｓ 满足恒等式(１１)ꎬ则由式(２)ꎬ可得 Ｖ＝Ｖ(Ｓ(ａ２))ꎮ
(ⅱ) 若 Ｓ 不满足恒等式(１１)ꎬ则存在 Ｖ 中的有限次直不可约成员 Ｓ′不满足恒等式(１１)ꎮ 又分下列 ４

种情况:
(ａ) 若 Ｓ′满足恒等式(９)和(１０)ꎬ则存在 ｓ≠ｔ∈Ｓ 使得 ｓｔ＝ωꎬ ｓ２ ＝ ｔ２ ＝ ０ꎬ因此 Ｓ′同构于 Ｓ(ａｂ)ꎬ于是 Ｖ ＝

Ｖ(Ｓ(ａｂ))ꎮ
(ｂ) 若 Ｓ′满足恒等式(９)ꎬ不满足恒等式(１０)ꎬ则存在 Ｖ 中的有限次直不可约成员 Ｓ″不满足恒等式

(１０)ꎮ 由命题 ３ 可得 Ｓ″同构于 Ｓ(ａｉｂｉ)( ｉ∈ｎ)的 ０￣ω 直并ꎬ其中 ｎ≥２ꎬ因此 Ｖ(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))是 Ｖ 的子簇ꎻ

另一方面ꎬ由命题 ４ 可得 Ｖ 是 Ｖ(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ))的子簇ꎬ因此 Ｖ＝Ｖ(Ｓ(ａｂ)∪

ω
Ｓ(ｃｄ))ꎮ

(ｃ) 若 Ｓ′不满足恒等式(９)ꎬ满足恒等式(１０)ꎬ则存在 Ｖ 中的有限次直不可约成员 Ｓ‴不满足恒等式

(９)ꎬ于是存在 ｓ∈Ｓ 使得 ｓ２ ＝ωꎮ 由 ｓ 生成的 Ｓ″的子半环同构于 Ｓ(ａ２)ꎬ则有 Ｖ(Ｓ(ａ２))⊆Ｖꎮ 由情况(ａ)ꎬ可
得 Ｖ(Ｓ(ａｂ))⊆Ｖꎬ由引理 ５ 可得

Ｖ(Ｓ(ａ２ꎬａｂ))＝ Ｖ(Ｓ(ａ２))∨Ｖ(Ｓ(ａｂ))⊆Ｖꎻ
另一方面ꎬ由引理 ２ 可得 Ｖ 是 Ｖ(Ｓ(ａ２ꎬａｂ))的子簇ꎬ因此 Ｖ＝Ｖ(Ｓ(ａ２ꎬａｂ))ꎮ

(ｄ) 若 Ｓ′不满足恒等式(９)、(１０)ꎬ由情况( ｃ)ꎬ可得 Ｖ( Ｓ( ａ２))⊆Ｖꎬ且由情况( ｂ)ꎬ可得 Ｓ( ａｂ)∪
ω

Ｓ(ｃｄ)⊆Ｖꎮ 由引理 ５ꎬ可得

Ｖ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ)))＝ Ｖ(Ｓ(ａ２))∨Ｖ(Ｓ(ａｂ)∪

ω
Ｓ(ｃｄ))⊆Ｖꎬ

因此 Ｖ＝Ｖ(Ｓ(ａ２)∪(Ｓ(ａｂ)∪
ω
Ｓ(ｃｄ)))ꎮ

综上所述ꎬ可得定理 １ꎮ
定理 １　 格 Ｌ(Ｖ(Ｓ(ａ２ｂ)))如下图所示:

推论 ２　 Ｓ(ａ２ｂ)是遗传有限基底的ꎮ

　 　 致谢:作者感谢赵宪钟教授的指导ꎮ



　 ６４　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

参考文献:

[１] ＢＵＲＲＩＳ Ｓꎬ ＳＡＮＫＡＰＰＡＮＡＶＡＲ Ｈ Ｐ. Ａ ｃｏｕｒｓｅ ｉｎ ｕｎｉｖｅｒｓａｌ ａｌｇｅｂｒａ[Ｍ] . Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ: Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ １９８１.
[２] ＧＨＯＳＨ Ｓꎬ ＰＡＳＴＩＪＮ Ｆꎬ ＺＨＡＯ Ｘ Ｚ. Ｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｏｒｄｅｒｅｄ ｂａｎｄｓ Ｉ[Ｊ] . Ｏｒｄｅｒꎬ ２００５ꎬ ２２:１０９￣１２８.
[３] ＰＡＳＴＩＪＮ Ｆ. Ｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｏｒｄｅｒｅｄ ｂａｎｄｓ ＩＩ[Ｊ] . Ｏｒｄｅｒꎬ ２００５ꎬ ２２:１２９￣１４３.
[４] ＰＡＳＴＩＪＮ Ｆꎬ ＺＨＡＯ Ｘ Ｚ. Ｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｏｆ ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ ｗｉｔｈ ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ ａｄｄｉｔｉｏｎ[ Ｊ] . Ａｌｇｅｂｒａ Ｕｎｉｖｅｒｓａｌｉｓꎬ ２００５ꎬ ５４:

３０１￣３２１.
[５] ＲＥＮ Ｍｉａｏｍｉａｏꎬ ＺＨＡＯ Ｘｉａｎｚｈｏｎｇ. Ｔｈｅ ｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｏｆ ｓｅｍｉｌａｔｔｉｃｅ￣ｏｒｄｅｒｅｄ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｘ３≈ｘ ａｎｄ ｘｙ≈ｙｘ[Ｊ] . Ｐｅｒｉｏｄｉｃａ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ Ｈｕｎｇａｒｉｃａꎬ ２０１６ꎬ ７２:１５８￣１７０.
[６] ＲＥＮ Ｍｉａｏｍｉａｏꎬ ＺＨＡＯ Ｘｉａｎｚｈｏｎｇꎬ ＷＡＮＧ Ａｉｆａ. Ｏｎ ｔｈｅ ｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｏｆ ａｉ￣ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｘ３≈ｘ[ Ｊ] . Ａｌｇｅｂｒａ Ｕｎｉｖｅｒｓａｌｉｓꎬ

２０１７ꎬ ７７(４):３９５￣４０８.
[７] ＳＨＡＯ Ｙｏｎｇꎬ ＲＥＮ Ｍｉａｏｍｉａｏ. Ｏｎ ｔｈｅ ｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ａｉ￣ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ ｏｆ ｏｒｄｅｒ ｔｗｏ[Ｊ] . Ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ Ｆｏｒｕｍꎬ ２０１５ꎬ ９１:１７１￣１８４.
[８] ＺＨＡＯ Ｘ Ｚꎬ ＧＵＯ Ｙ Ｑꎬ ＳＨＵＭ Ｋ Ｐ. Ｄ ￣ｓｕｂｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉｅｔｙ ｏｆ ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ[ Ｊ] . Ａｌｇｅｂｒａ Ｃｏｌｌｏｑｕｉｕｍꎬ ２００２ꎬ

９(１):１５￣２８.
[９] ＺＨＡＯ Ｘ Ｚꎬ ＳＨＵＭ Ｋ Ｐꎬ ＧＵＯ Ｙ Ｑ. Ｌ ￣ｓｕｂｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉｅｔｙ ｏｆ ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ[ Ｊ] . Ａｌｇｅｂｒａ Ｕｎｉｖｅｒｓａｌｉｓꎬ ２００１ꎬ

４６:７５￣９６.
[１０] ＪＡＣＫＳＯＮ Ｍ. Ｆｌａｔ ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｕｎｉｖｅｒｓａｌ Ｈｏｒｎ ｌｏｇｉｃ ｔｏ ｅｑｕａｔｉｏｎａｌ ｌｏｇｉｃ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｙｍｂｏｌｉｃ Ｌｏｇｉｃꎬ

２００８ꎬ ７３:９０￣１２８.
[１１] ＪＡＣＫＳＯＮ Ｍꎬ ＲＥＮ Ｍ Ｍꎬ ＺＨＡＯ Ｘ Ｚ. Ｎｏｎｆｉｎｉｔｅｌｙ ｂａｓｅｄ ａｉ￣ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅｌｙ ｂａｓｅｄ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ ｒｅｄｕｃｔｓ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ａｌｇｅｂｒａꎬ ２０２２ꎬ ６１１:２１１￣２４５.
[１２] ＲＥＮ Ｍ Ｍꎬ ＪＡＣＫＳＯＮ Ｍꎬ ＺＨＡＯ Ｘ Ｚꎬ ｅｔ ａｌ. Ｆｌａｔ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｇｒｏｕｐｓ ａｎｄ ｌｉｍｉｔ ｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｏｆ ａｄｄｉｔｉｖｅｌｙ ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ

[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｌｇｅｂｒａꎬ ２０２３ꎬ ６２３:６４￣８５.
[１３] ＷＵ Ｙａｎａｎꎬ ＺＨＡＯ Ｘｉａｎｚｈｏｎｇꎬ ＲＥＮ Ｍｉａｏｍｉａｏ. Ｏｎ ｖａｒｉｅｔｉｅｓ ｏｆ ｆｌａｔ ｎｉｌ￣ｓｅｍｉｒｉｎｇｓ[Ｊ] . Ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ Ｆｏｒｕｍꎬ ２０２３ꎬ １０６:２７１￣２８４.

(编辑:陈丽萍)

(上接第 ５８ 页)
　 　 注意到 Ｈ 和 Ｋ 是左正合函子ꎬＵ 和 Ｚ 是正合函子ꎬ其中(ＺꎬＫ)和(ＵꎬＨ)均是伴随对ꎬ且 ＵＺ＝ ｉｄＡꎬ ＫＨ ＝
ｉｄＡꎮ

则在左平凡扩张范畴 Ｇ Ａ 中关于 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 内射对象的相关定义和定理如下:
定义 ２　 称 Ｇ 具有余相容性ꎬ如果对 Ａ 中的任意完全内射分解 Ξꎬ有 Ｇ(Ξ)和 ＨｏｍＡ(Ｇ(Ｅ)ꎬΞ)正合ꎬ

其中 Ｅ 是 Ａ 中的任意内射对象ꎮ
定理 ３　 假设 Ｇ 具有余相容性ꎬ令[Ｙꎬβ]是 Ｇ Ａ 中的对象ꎬ如果 Ｙ→β Ｇ(Ｙ)→Ｇ２(Ｙ)正合ꎬ并且Ｋｅｒ(β)

是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 内射的ꎬ那么[Ｙꎬβ]是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 内射的ꎮ
定理 ４　 假设对 Ｇ Ａ 中的任意完全内射分解Ξ 以及Ａ 中的任意内射对象 Ｑꎬ有 ＨｏｍＧ Ａ(Ｚ(Ｑ)ꎬΞ)

正合ꎬＧ 具有余相容性ꎮ 若[Ｙꎬβ]是 Ｇ Ａ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 内射对象ꎬ则有 Ｋｅｒ(β)是 Ａ 中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 内

射对象ꎬ且序列 Ｙ→β Ｇ(Ｙ)→Ｇ２(Ｙ)正合ꎮ
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