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十六维 Ｔａｆｔ 代数量子偶的幂等元

殷泽涛ꎬ胡承超ꎬ陈惠香
(扬州大学数学科学学院ꎬ 江苏 扬州 ２２５００２)

摘要:研究十六维 Ｔａｆｔ 代数量子偶的幂等元ꎬ基于 Ｔａｆｔ 代数量子偶的已知结论ꎬ构造并给出了十六维 Ｔａｆｔ 代数量子偶的一个

本原正交幂等元完全集ꎮ
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０ 　 引言

Ｄｒｉｎｆｅｌｄ[１]引入拟三角 Ｈｏｐｆꎬ这类 Ｈｏｐｆ 代数的表示范畴是一个辫子张量范畴ꎬ它为 Ｙａｎｇ￣Ｂａｘｔｅｒ 方程提

供解ꎮ Ｄｒｉｎｆｅｌｄ 还给出了一个一般性的方法:由一个有限维 Ｈｏｐｆ 代数 Ｈ 可构造一个拟三角 Ｈｏｐｆ 代数

Ｄ(Ｈ)ꎬ称为 Ｈ 的量子偶ꎮ １９７１ 年ꎬＴａｆｔ[２]构造一类 ｎ２ 维 Ｈｏｐｆ 代数 Ａｎ(ω)ꎬ称之为 Ｔａｆｔ 代数ꎬ其中 ｎ≥２ 是

整数ꎬω 是一个 ｎ 次本原单位根ꎮ 当 ｎ 为奇数时ꎬＡｎ(ω)的量子偶 Ｄ(Ａｎ(ω))是一个 ｒｉｂｂｏｎ Ｈｏｐｆ 代数ꎬ通过

表示可为三流形提供不变量[３]ꎮ 围绕 Ｔａｆｔ 代数及其量子偶出现了许多研究成果ꎬ如陈晨等[４] 研究了九维

Ｔａｆｔ 代数的 ｌａｚｙ ２￣上闭链ꎻ文献[５￣６]中构造了一类 ｎ４ 维 Ｈｏｐｆ 代数 Ｈｎ(ｐꎬｑ)ꎬ其中 ｐꎬ ｑ 是纯量ꎬ且 ｑ 是 ｎ 次

本原单根ꎮ 当 ｐ≠０ 且 ｑ ＝ ω－１ 时ꎬＨｎ( ｐꎬｑ) 作为 Ｈｏｐｆ 代数同构于 Ｄ(Ａｎ(ω))ꎬ特别地ꎬ有 Ｈｎ(１ꎬｑ)≅
Ｄ(Ａｎ(ω))ꎬ并由此研究了量子偶 Ｄ(Ａｎ(ω))的表示理论[６￣８]ꎮ 该量子偶的 Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ 环、Ｇｒｅｅｎ 环、投射

类环以及张量积表示也得到了描述[９￣１５]ꎮ
众所周知ꎬ研究幂等元对有限维代数的结构和表示理论有重要作用ꎬ例如由一个有限维代数的本原幂等

元的完全集可得到该代数的主投射模结构和正则模分解ꎬ而由中心本原幂等元的完全集可得到该代数的块

分解ꎮ 幂等元有广泛的应用ꎬ例如ꎬ通过计算幂等元可得了九维 Ｔａｆｔ 代数量子偶的主投射模和块分解[７]ꎬ利
用幂等元构造 Ｈｏｐｆ 代数以及研究 Ｈｏｐｆ 代数作用理论[１６￣１７]ꎮ

本文研究十六维 Ｔａｆｔ 代数量子偶的幂等元ꎮ
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１　 预备知识

在本文中恒设 ｋ 是一个代数闭域ꎬ所有代数和模都定义在域 ｋ 上ꎬ模是指有限维左模ꎬ用 ｄｉｍ 表示 ｄｉｍｋꎮ
设 ｋ 含有一个 ４ 次本原单位根 ｑꎬ则 ｑ２ ＝ －１ 且 ｋ 的特征不为 ２ꎮ 令 ω ＝ ｑ－１ꎬ则 ω 也是一个 ４ 次本原单位根ꎮ
对任意的 ｎꎬｌ∈Ｚꎬ令(ｎ) ｑ ＝(ｑｎ－１) / (ｑ－１)和 αｎ( ｌ)＝ (ｎ) ｑ(１－ｑｎ－ｌ)ꎮ 用 Ｚ 表示整数环ꎬＺ４ 表示 Ｚ 模 ４ 的剩

余类环ꎬ一个整数 ｎ 在自然同态 Ｚ→Ｚ４ 下的像仍然记作 ｎꎮ 有关 Ｈｏｐｆ 代数的基本概念和理论参见文献

[１８￣１９]ꎮ
十六维 Ｔａｆｔ 代数 Ａ４(ω)是由 ｘ 和 ｇ 生成的代数ꎬ满足:ｇ４ ＝ １ꎬ ｘ４ ＝ ０ꎬ ｇｘ＝ｑｘｇꎮ Ａ４(ω)是一个 Ｈｏｐｆ 代数ꎬ

其余乘法 Δ、余单位 ε 和对极 Ｓ 由下述等式确定:Δ(ｇ)＝ ｇ􀱋ｇꎬ Δ( ｘ) ＝ ｘ􀱋ｇ＋１􀱋ｘꎬ ε(ｇ) ＝ １ꎬ ε( ｘ) ＝ ０ꎬ
Ｓ(ｇ)＝ ｇ－１ ＝ｇ３ꎬ Ｓ(ｘ)＝ －ｘｇ－１ ＝ －ｑｇ３ｘꎮ

假设量子偶 Ｄ(Ａ４(ω))＝ Ｈ４(１ꎬｑ)ꎮ 由文献[５￣６]知ꎬＤ(Ａ４(ω))作为代数由 ａꎬｂꎬｃꎬｄ 生成ꎬ满足

ｂａ＝ｑａｂꎬ ｄｂ＝ｑｂｄꎬ ｃａ＝ｑａｃꎬ ｄｃ＝ｑｃｄꎬ ｂｃ＝ ｃｂꎬ
ｄａ－ｑａｄ＝ １－ｂｃꎬ ａ４ ＝ｄ４ ＝ ０ꎬ ｂ４ ＝ ｃ４ ＝ １ꎮ

Ｄ(Ａ４(ω))的余乘法 Δ、余单位 ε 和对极 Ｓ 由下述等式确定:
Δ(ａ)＝ ａ􀱋ｂ＋１􀱋ａꎬ　 Δ(ｂ)＝ ｂ􀱋ｂꎬ　 Δ(ｃ)＝ ｃ􀱋ｃꎬ　 Δ(ｄ)＝ ｄ􀱋ｃ＋１􀱋ｄꎬ　 ε(ａ)＝ ε(ｄ)＝ ０ꎬ
ε(ｂ)＝ ε(ｃ)＝ １ꎬ　 Ｓ(ａ)＝ －ａｂ－１ ＝ －ａｂ３ꎬ　 Ｓ(ｂ)＝ ｂ－１ ＝ｂ３ꎬ　 Ｓ(ｃ)＝ ｃ－１ ＝ ｃ３ꎬ　 Ｓ(ｄ)＝ －ｄｃ－１ ＝ｑｃ３ｄꎮ

设 Ａ 是一个代数ꎮ 若 ｅ∈Ａ 满足 ｅ２ ＝ ｅꎬ则称 ｅ 为幂等元ꎻ若幂等元 ｅ１ꎬｅ２∈Ａ 满足 ｅ１ｅ２ ＝ ｅ２ｅ１ ＝ ０ꎬ则称 ｅ１ꎬ
ｅ２ 是正交的ꎻ若一个非零幂等元 ｅ∈Ａ 不能分解成两个非零正交幂等元之和ꎬ则称 ｅ 为本原幂等元ꎮ

定义 １　 设 Ａ 是一个有限维代数ꎬｅ１ꎬｅ２ꎬ􀆺ꎬｅｎ∈Ａꎬ若 ｅ１ꎬｅ２ꎬ􀆺ꎬｅｎ 是两两正交的本原幂等元ꎬ且 ∑
ｎ

ｉ ＝１
ｅｉ ＝ １ꎬ

则称{ｅ１ꎬｅ２ꎬ􀆺ꎬｅｎ}为一个本原正交幂等元完全集ꎮ

２　 量子偶 Ｄ(Ａ４(ω))幂等元

本章探讨量子偶 Ｄ(Ａ４(ω))的幂等元ꎮ
引理 １　 Ｄ(Ａ４(ω))的每个本原正交幂等元完全集所含元素个数为 ４０ꎬ则 Ｄ(Ａ４(ω))的任一含有 ４０ 个

非零的两两正交的幂等元集必是本原正交幂等元完全集ꎮ
证明　 由文献[６]知ꎬＤ(Ａ４(ω))有 １６ 个互不同构的单模 Ｖ( ｌꎬｒ)ꎬ １≤ｌ≤４ꎬ ｒ∈Ｚ４ꎬ且 ｄｉｍ(Ｖ( ｌꎬｒ))＝ ｌꎮ

又因为 ｋ 是代数闭域ꎬ所以量子偶 Ｄ(Ａ４(ω))的每个本原正交幂等元完全集所含元素个数等于 ∑
１≤ｌ≤４

４ｌ ＝ ４０ꎮ

证毕ꎮ

在 Ｄ(Ａ４(ω))中ꎬ对于任意的 ｌꎬｍ∈Ｚꎬ令 ｅｌꎬｍ ＝
１
１６ ∑

０≤ｉꎬ ｊ≤３
ｑｌｉ＋ｍｊｂｉｃ ｊꎬ则显然有 ｅｌꎬｍ ＝ｅｓꎬｔ当且仅当 ｌ≡ｓ(ｍｏｄ ４)

且 ｍ≡ｔ(ｍｏｄ ４)ꎮ 令 Ｅ＝{ｅｌꎬｍ ｜ ｌꎬｍ∈Ｚ４}ꎬ则利用 Ｄ(Ａ４(ω))的生成元所满足的关系式ꎬ有下述引理ꎮ
引理 ２　 设 ｌꎬｍ∈Ｚ４ꎬ ０≤ｉꎬ ｊ≤３ꎬ则以下结论成立:

(１) 集合 Ｅ 是两两正交的非零幂等元集ꎬ且 ∑
ｅ∈Ｅ

ｅ＝ １ꎻ

(２) ａｅｌꎬｍ ＝ ｅｌ－１ꎬｍ－１ａꎬ ｄｅｌꎬｍ ＝ ｅｌ＋１ꎬｍ＋１ｄꎬ ｂｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍｂ＝ｑ
－ｌｅｌꎬｍꎬ ｃｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍｃ＝ｑ

－ｍｅｌꎬｍꎻ
(３) ｄａｉ ＝ｑｉａｉｄ＋( ｉ) ｑａｉ－１(１－ｑｉ－１ｂｃ)ꎬ ｄ ｉａ＝ｑｉａｄ ｉ＋( ｉ) ｑ(１－ｑｉ－１ｂｃ)ｄｉ－１ꎻ
(４) ａｉｄｉａ ｊｄ ｊ ＝ａ ｊｄ ｊａｉｄ ｉꎮ
证明　 直接验证可得(１)和(２)ꎬ由文献[５]的引理 ３.４ 证明得(３)ꎮ 下面证明(４)ꎮ 当 ｉ 与 ｊ 相等或其

中有一个为零时结论显然成立ꎮ 设 １≤ｉ<ｊ≤３ꎬ若 ｉ＝ １ꎬ则由(３)得
ａｄａ ｊｄ ｊ ＝ａ(ｑ ｊａ ｊｄ＋( ｊ) ｑａ ｊ－１(１－ｑ ｊ－１ｂｃ))ｄ ｊ ＝ａ ｊ(ｑ ｊａｄ ｊ)ｄ＋( ｊ) ｑａ ｊ(１－ｑ ｊ－１ｂｃ)ｄ ｊ

＝ａ ｊ(ｄ ｊａ－( ｊ) ｑ(１－ｑ ｊ－１ｂｃ)ｄ ｊ－１)ｄ＋( ｊ) ｑａ ｊ(１－ｑ ｊ－１ｂｃ)ｄ ｊ ＝ａ ｊｄ ｊａｄꎮ
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若 ｉ＝ ２ꎬ则 ｊ＝ ３ꎬ此时可类似地证明 ａ２ｄ ２ａ３ｄ ３ ＝ａ３ｄ ３ａ２ｄ ２ꎮ 证毕ꎮ
引理 ３　 设 ｌꎬｍ∈Ｚ４ꎬ ｒꎬｓꎬｔ∈Ｚꎬ ０≤ｒꎬｓꎬｔ≤３ 且 ｒ≠０ꎬ则

ａｓｄｓｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍａｓｄｓꎬ　 ｄｒａｓｄ ｔｅｌꎬｍ ＝(ｑｓｄ ｒ－１ａｓｄ ｔ＋１＋αｓ(１＋２ｔ＋ｌ＋ｍ)ｄ ｒ－１ａｓ－１ｄ ｔ)ｅｌꎬｍꎮ
证明　 由引理 ２(２)ꎬ得 ａｓｄｓｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍａｓｄｓꎬ再由引理 ２(２)、(３)ꎬ有

ｄ ｒａｓｄ ｔｅｌꎬｍ ＝ｄ ｒ－１(ｄａｓ)ｄ ｔｅｌꎬｍ ＝ｄ ｒ－１(ｑｓａｓｄ＋(ｓ) ｑａｓ－１(１－ｑｓ－１ｂｃ))ｄｔｅｌꎬｍ

＝(ｑｓｄ ｒ－１ａｓｄ ｔ＋１＋(ｓ) ｑｄ ｒ－１ａｓ－１ｄ ｔ(１－ｑｓ－１－２ｔｂｃ))ｅｌꎬｍ

＝(ｑｓｄ ｒ－１ａｓｄ ｔ＋１＋(ｓ) ｑ(１－ｑｓ－１－２ｔ－ｌ－ｍ)ｄ ｒ－１ａｓ－１ｄ ｔ)ｅｌꎬｍ

＝(ｑｓｄ ｒ－１ａｓｄ ｔ＋１＋αｓ(１＋２ｔ＋ｌ＋ｍ)ｄ ｒ－１ａｓ－１ｄ ｔ)ｅｌꎬｍꎮ
引理 ３ 证毕ꎮ

在以下几个引理的证明中ꎬ对任意的 ｎꎬｌꎬｍ∈Ｚꎬ αｎ( ｌ)＝ αｎ(ｍ)当且仅当 ｌ≡ｍ(ｍｏｄ ４)ꎮ

引理 ４　 设 ｌꎬｍ∈Ｚ４且 ｌ＋ｍ＝ ０ꎬ并令 ｅｌꎬｍꎬ１ ＝
１
４
(２ａｄ－ｑａ２ｄ２＋ｑａ３ｄ３)ｅｌꎬｍꎬ ｅｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍ－ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ则 ｅ２

ｌꎬｍꎬ１ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ

ｅ２
ｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ꎬ ｅｌꎬｍꎬ１ｅｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ｅｌꎬｍꎬ１ ＝ ０ 且 ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１＋ｅｌꎬｍꎬ２ꎮ

证明　 由引理 ２(２)ꎬ得 ａｉｄｉｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍａｉｄｉꎬ由引理 ２(１)ꎬ得 ｅｌꎬｍꎬ１ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍｅｌꎬｍꎬ１ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ再由引理 ３ꎬ得
ｄａｄｅｌꎬｍ ＝(ｑａｄ ２＋α１(３)ｄ)ｅｌꎬｍ ＝(ｑａｄ ２＋２ｄ)ｅｌꎬｍꎬ
ｄａ２ｄ ２ｅｌꎬｍ ＝(ｑ２ａ２ｄ ３＋α２(１)ａｄ ２)ｅｌꎬｍ ＝(－ａ２ｄ ３＋２ａｄ ２)ｅｌꎬｍꎬ
ｄ ２ａ２ｄ ２ｅｌꎬｍ ＝ｑ２ｄａ２ｄ ３ｅｌꎬｍ＋２ｄａｄ ２ｅｌꎬｍ

＝ －(ｑ２ａ２ｄ ４ｅｌꎬｍ＋α２(３)ａｄ ３ｅｌꎬｍ)＋２(ｑａｄ ３ｅｌꎬｍ＋α１(１)ｄ ２ｅｌꎬｍ)
＝ －２ｑａｄ ３ｅｌꎬｍ＋２ｑａｄ ３ｅｌꎬｍ ＝ ０

和 ｄａ３ｄ ３ｅｌꎬｍ ＝(ｑ３ａ３ｄ ４＋α３(３)ａ２ｄ ３)ｅｌꎬｍ ＝ ０ꎬ因此ꎬ由引理 ２、３ꎬ可得

ｅ２
ｌꎬｍꎬ１ ＝

１
１６

(４ａｄａｄ－４ｑａｄａ２ｄ２)ｅｌꎬｍ ＝
１
４
(ｑａ２ｄ ２＋２ａｄ＋ｑａ３ｄ ３－２ｑａ２ｄ ２)ｅｌꎬｍ

＝ １
４
(２ａｄ－ｑａ２ｄ ２＋ｑａ３ｄ ３)ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ

从而 ｅ２
ｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ꎬ ｅｌꎬｍꎬ１ｅｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ｅｌꎬｍꎬ１ ＝ ０ꎬ且 ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１＋ｅｌꎬｍꎬ２ꎮ 引理 ４ 证毕ꎮ

引理 ５　 设 ｌꎬｍ∈Ｚ４且 ｌ＋ｍ ＝ １ꎬ并令 ｅｌꎬｍꎬ１ ＝ －１＋ｑ
８

ａ３ｄ ３ ｅｌꎬｍꎬ ｅｌꎬｍꎬ２ ＝
１＋ｑ
８

(４ａｄ＋２(ｑ－１) ａ２ｄ ２ ＋ａ３ｄ ３) ｅｌꎬｍꎬ

ｅｌꎬｍꎬ３ ＝ ｅｌꎬｍ－ｅｌꎬｍꎬ１－ｅｌꎬｍꎬ２ꎬ则 ｅ２
ｌꎬｍꎬｉ ＝ ｅｌꎬｍꎬｉꎬ ｅｌꎬｍꎬｉｅｌꎬｍꎬｊ ＝ ０ꎬ １≤ｉ≠ｊ≤３ꎬ且 ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１＋ｅｌꎬｍꎬ２＋ｅｌꎬｍꎬ３ꎮ

证明　 类似于引理 ４ꎬ利用引理 ３ꎬ可得 ｄａｄｅｌꎬｍ ＝ (ｑａｄ ２＋(１－ｑ)ｄ)ｅｌꎬｍꎬ ｄａ２ｄ ２ｅｌꎬｍ ＝ －ａ２ｄ ３ｅｌꎬｍꎬ ｄａ３ｄ ３ｅｌꎬｍ ＝
(ｑ－１)ａ２ｄ ３ｅｌꎬｍꎬ ｄ ２ａ２ｄ ２ｅｌꎬｍ ＝ －２(１＋ｑ)ａｄ ３ｅｌꎬｍꎬ ｄ ２ａ３ｄ ３ｅｌꎬｍ ＝ －４ａｄ ３ｅｌꎬｍꎬ ｄ ３ａ３ｄ ３ｅｌꎬｍ ＝ ４(ｑ－１)ｄ ３ｅｌꎬｍꎮ 进而由引

理 ２、３ 有

ｅ２
ｌꎬｍꎬ１ ＝ －１＋ｑ

８
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

４(ｑ－１)ａ３ｄ ３ｅｌꎬｍ ＝ －１＋ｑ
８

ａ３ｄ ３ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ

ｅ２
ｌꎬｍꎬ２ ＝

１＋ｑ
８

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

(１６ｑａ２ｄ ２＋１６(１－ｑ)ａｄ＋４(１－ｑ)ａ３ｄ ３)ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ꎬ

以及 ｅｌꎬｍꎬｉｅｌꎬｍ ＝ｅｌꎬｍｅｌꎬｍꎬｉ ＝ｅｌꎬｍꎬｉꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ且 ｅｌꎬｍꎬ１ｅｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ｅｌꎬｍꎬ１ ＝ ０ꎬ从而 ｅ２
ｌꎬｍꎬ３ ＝ ｅｌꎬｍꎬ３ꎬ ｅｌꎬｍꎬｉ ｅｌꎬｍꎬ３ ＝ ｅｌꎬｍꎬ３ｅｌꎬｍꎬｉ ＝ ０ꎬ

ｉ＝ １ꎬ２ꎬ且有 ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１＋ｅｌꎬｍꎬ２＋ｅｌꎬｍꎬ３ꎮ 引理 ５ 证毕ꎮ

引理 ６　 设 ｌꎬｍ∈Ｚ４且 ｌ＋ｍ ＝ ２ꎬ并令 ｅｌꎬｍꎬ１ ＝ － １
４
(ｑａ２ｄ ２ ＋ａ３ｄ ３) ｅｌꎬｍꎬ ｅｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍ －ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ则 ｅ２

ｌꎬｍꎬ１ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ

ｅ２
ｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ꎬ ｅｌꎬｍꎬ１ｅｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ｅｌꎬｍꎬ１ ＝ ０ 且 ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１＋ｅｌꎬｍꎬ２ꎮ

证明　 类似于引理 ４ꎬ可得

ｅｌꎬｍꎬ１ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍｅｌꎬｍꎬ１ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ
且

ｄ ２ａ２ｄ ２ｅｌꎬｍ ＝(４ｑｄ ２－４ａｄ ３)ｅｌꎬｍꎬ ｄ ２ａ３ｄ ３ｅｌꎬｍ ＝ ４ｑａｄ ３ｅｌꎬｍꎬ ｄ ３ａ３ｄ ３ｅｌꎬｍ ＝ ０ꎬ于是
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ｅ２
ｌꎬｍꎬ１ ＝ － １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

(４ｑ３ａ２ｄ ２－４ｑ２ａ３ｄ ３＋８ｑ２ａ３ｄ ３)ｅｌꎬｍ ＝
１
４
(－ｑａ２ｄ ２－ａ３ｄ ３)ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ

从而有 ｅ２
ｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ꎬ ｅｌꎬｍꎬ１ｅｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ｅｌꎬｍꎬ１ ＝ ０ꎬ且有 ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１＋ｅｌꎬｍꎬ２ꎮ 引理 ６ 证毕ꎮ

引理 ７　 设 ｌꎬｍ∈Ｚ４且 ｌ＋ｍ＝ ３ꎬ并令 ｅｌꎬｍꎬ１ ＝
１
２
((１－ｑ)ａｄ－ａ２ｄ ２)ｅｌꎬｍꎬ ｅｌꎬｍꎬ２ ＝

１
８
(２ａ２ｄ ２＋(ｑ－１)ａ３ｄ ３)ｅｌꎬｍꎬ

ｅｌꎬｍꎬ３ ＝ ｅｌꎬｍ－ｅｌꎬｍꎬ１－ｅｌꎬｍꎬ２ꎬ则 ｅ２
ｌꎬｍꎬｉ ＝ ｅｌꎬｍꎬｉꎬ ｅｌꎬｍꎬｉｅｌꎬｍꎬｊ ＝ ０ꎬ １≤ｉ≠ｊ≤３ꎬ且 ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１＋ｅｌꎬｍꎬ２＋ｅｌꎬｍꎬ３ꎮ

证明　 类似于引理 ４ꎬ可得

ｅｌꎬｍｅｌꎬｍꎬ１ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ ｅｌꎬｍｅｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２

且

ｄａｄｅｌꎬｍ ＝((１＋ｑ)ｄ＋ｑａｄ ２)ｅｌꎬｍꎬ　 ｄａ２ｄ ２ｅｌꎬｍ ＝(２(１＋ｑ)ａｄ ２－ａ２ｄ ３)ｅｌꎬｍꎬ
ｄａ３ｄ ３ｅｌꎬｍ ＝(１＋ｑ)ａ２ｄ ３ｅｌꎬｍꎬ　 ｄ ２ａ２ｄ ２ｅｌꎬｍ ＝(４ｄ ２－２(１－ｑ)ａｄ ３)ｅｌꎬｍꎬ　 ｄ ２ａ３ｄ ３ｅｌꎬｍ ＝ ０ꎬ

于是有

ｅ２
ｌꎬｍꎬ１ ＝

１
４
(２(１－ｑ)ａｄ＋２ａ２ｄ ２－８ａ２ｄ ２＋２(１－ｑ)ａ３ｄ ３＋４ａ２ｄ ２－２(１－ｑ)ａ３ｄ ３)ｅｌꎬｍ

＝ １
４
(２(１－ｑ)ａｄ－２ａ２ｄ ２)ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１ꎬ

ｅ２
ｌꎬｍꎬ２ ＝

１
６４

(１６ａ２ｄ ２－８(１－ｑ)ａ３ｄ ３)ｅｌꎬｍ ＝
１
８
(２ａ２ｄ ２＋(ｑ－１)ａ３ｄ ３)ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２

以及 ｅｌꎬｍꎬ１ｅｌꎬｍꎬ２ ＝ ｅｌꎬｍꎬ２ｅｌꎬｍꎬ１ ＝ ０ꎬ从而 ｅ２
ｌꎬｍꎬ３ ＝ ｅｌꎬｍꎬ３ꎬ ｅｌꎬｍꎬｉｅｌꎬｍꎬ３ ＝ ｅｌꎬｍꎬ３ｅｌꎬｍꎬｉ ＝ ０ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ显然还有 ｅｌꎬｍ ＝ ｅｌꎬｍꎬ１＋ｅｌꎬｍꎬ２＋

ｅｌꎬｍꎬ３ꎮ 引理 ７ 证毕ꎮ
定理 １　 下述集合是 Ｄ(Ａ４(ω))的一个本原正交幂等元完全集:

Ｅ４ ＝{ｅｌꎬｍꎬｉꎬｅｓꎬｔꎬｊ ｜ ０≤ｌꎬ ｍꎬｓꎬｔ≤３ꎬ ｌ＋ｍ 为奇数ꎬ ｓ＋ｔ 为偶数ꎬ １≤ｉ≤３ꎬ １≤ｊ≤２}ꎮ

证明　 由引理 ２(１)和引理 ４—７ 知ꎬＥ４ 是两两正交的非零幂等元且 ∑
ｅ∈Ｅ４

ｅ＝ １ꎬ由引理 １ 知 Ｄ(Ａ４(ω))的

本原正交幂等元完全集含有 ４０ 个元素ꎬ而 Ｅ４ 恰好含有 ４０ 个元素ꎬ故 Ｅ４ 是 Ｄ(Ａ４(ω))的一个本原正交幂等

元完全集ꎮ 定理 １ 证毕ꎮ
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