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一类隐式脉冲分数阶微分方程三点边值问题

陈潇ꎬ周文学∗ꎬ侯泽蓉
(兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:研究一类半线性隐式脉冲 Ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ 分数阶微分方程三点边值问题解的存在性与唯一性ꎮ 利用 Ｓｃｈａｅｆｅｒ 不动点定理

和 Ｂａｎａｃｈ 压缩映射原理分别得到分数阶微分方程解的存在性与唯一性的充分条件ꎬ并举例验证主要结论的适用性和可行性ꎮ
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０　 引言

近年来ꎬ分数阶微分方程引起了国内外学者的广泛关注[１￣４]ꎮ 在许多连续的渐变过程中ꎬ由于扰动或外

界影响ꎬ系统的状态在某些时刻会发生突变ꎬ这种现象称为脉冲效应ꎮ 分数阶脉冲微分方程的研究意义体现

在其对经典微分方程理论的拓展、对复杂系统新特性的揭示、为实际问题提供精准模型的能力ꎬ以及推动相

关数学方法论创新等多个层面ꎮ 这些理论成果与应用价值使其成为现代数学、物理、工程、生物、经济等多学

科交叉研究的重要前沿课题[５￣１２]ꎮ Ｋｈａｌｉｌ 等[１３] 定义了 Ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ 分数阶导数和分数阶积分ꎬ它是一般导

数的自然推广ꎬ并保留了 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数和 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数所不具有的经典导数的基本

性质ꎮ
Ｔａｔｅ 等[１４]研究了非局部条件下非线性隐式分数阶微分方程

ｃＤαｙ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｙ( ｔ)ꎬｃＤαｙ( ｔ))ꎬ　 ｔ∈Ｊ＝[０ꎬＴ]ꎬ Ｔ >０ꎬ ０<α<１ꎬ
ｙ(０)＋ｇ(ｙ)＝ ｙ０

{
解的存在唯一性ꎬ其中ｃＤα 是 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数ꎬ ｆ∈Ｃ( Ｊ×Ｒ２ꎬＲ)ꎬ ｇ:Ｃ( ＪꎬＲ)→Ｒ 是连续函数ꎬｙ０ 是实

常数ꎮ
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　 　 Ｗａｎ 等[１５]研究了一类具有反周期边界条件的脉冲 Ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ 分数阶积分微分系统

Ｔ α
ｔｋ ｘ( ｔ)＝ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬＡｘ( ｔ))ꎬ　 ｔ∈( ｔｋꎬｔｋ＋１)ꎬ ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍꎬ

Δｘ( ｔ) ｜ ｔ＝ ｔｋ ＝Ｐｋ(ｘ( ｔｋ))ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎬ

Δｘ′( ｔ) ｜ ｔ＝ ｔｋ ＝Ｑｋ(ｘ( ｔｋ))ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎬ

ｘ(０)＝ －ｘ(１)ꎬ Ｔ β
０ ｘ(０)＝ －Ｔ β

ｔｍｘ(１)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

解的存在性与稳定性ꎬ其中 １<α≤２ꎬ ０<β≤１ꎬ Ｔ α
ｔｋ是从 ｔｋ 开始的 α 阶 Ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ 分数阶导数ꎮ

受以上工作的启发ꎬ本文利用 Ｓｃｈａｅｆｅｒ 不动点理论和 Ｂａｎａｃｈ 压缩映射原理考虑如下一类半线性隐式脉

冲 Ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ 分数阶微分方程三点边值问题

Ｔ α
ｔｋ ｘ( ｔ)＝ λｘ( ｔ)＋ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬＴ α

ｔｋ ｘ( ｔ))ꎬ

Δｘ( ｔ) ｜ ｔ＝ ｔｋ ＝Ｐｋ(ｘ( ｔｋ))ꎬ Δｘ′( ｔ) ｜ ｔ＝ ｔｋ ＝Ｑｋ(ｘ( ｔｋ))ꎬ

Ｔ β
０ ｘ(０)＋Ｔ β

ｔｍｘ(１)＝ ０ꎬ ｘ(１)＋μｘ′(η)＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１)

解的存在性与唯一性ꎬ其中 １<α≤２ꎬ ０<β≤１ꎬ μꎬη∈(０ꎬ１)ꎬＴ α
ｔｋ是从 ｔｋ(ｋ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)开始的 α 阶 Ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ

分数阶导数ꎬＪ＝[０ꎬ１]ꎬ ０ ＝ ｔ０ < ｔ１ < ｔ２ <􀆺< ｔｍ < ｔｍ＋１ ＝ １ꎬ ｆ∈Ｃ( Ｊ×Ｒ２ꎬＲ)ꎬ ＰｋꎬＱｋ∈Ｃ(ＲꎬＲ)ꎬ ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎮ
Δｘ( ｔ) ｜ ｔ＝ ｔｋ ＝ ｘ( ｔ

＋
ｋ )－ｘ( ｔ

－
ｋ )ꎬ Δｘ′( ｔ) ｜ ｔ＝ ｔｋ ＝ ｘ′( ｔ

＋
ｋ )－ｘ′( ｔ

－
ｋ )ꎮ 其中 ｘ( ｔ＋ｋ )ꎬｘ′( ｔ

＋
ｋ )和 ｘ( ｔ－ｋ )ꎬｘ′( ｔ

－
ｋ )分别表示 ｘ( ｔ)ꎬ

ｘ′( ｔ)在 ｔ＝ ｔｋ(ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)时的右极限和左极限ꎮ

１　 预备知识

记 Ｊ０ ＝[０ꎬｔ１]ꎬ Ｊ１ ＝( ｔ１ꎬｔ２]ꎬ Ｊ２ ＝( ｔ２ꎬｔ３]ꎬ􀆺ꎬＪｍ－１ ＝( ｔｍ－１ꎬｔｍ]ꎬ Ｊｍ ＝( ｔｍꎬ１]ꎬ Ｊ′＝ Ｊ ＼{ ｔ１ꎬｔ２ꎬ􀆺ꎬｔｍ}ꎬ并且 ω ＝

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ＋１

{ ｔｉ－ｔｉ－１}ꎮ 设 ＰＣ(ＪꎬＲ)＝ {ｘ:Ｊ→Ｒ ｜ ｘ∈Ｃ(Ｊ′ꎬＲ)ꎬ ｘ( ｔ＋ｋ )和 ｘ( ｔ－ｋ )存在ꎬ ｘ( ｔ－ｋ )＝ ｘ( ｔｋ)ꎬ ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ}ꎮ

并且具有范数‖ｘ‖ＰＣ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

｜ ｘ( ｔ) ｜ ꎬ则 ＰＣ(ＪꎬＲ)是 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ

定义 １[１３] 　 设 γ∈(ｎꎬｎ＋１]ꎬ ｕ:[ａꎬ＋∞ )→Ｒꎬ对∀ｔ>ａꎬ ｕ 是 ｎ 阶可微的ꎬ则 γ 阶函数 ｕ 在 ｔ>ａ 处的

Ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ分数阶导数定义为

Ｔ γ
ａ ｕ( ｔ)＝ ｌｉｍ

ε→０

ｕ(ｎ)( ｔ＋ε( ｔ－ａ) ｎ＋１－γ)－ｕ(ｎ)( ｔ)
ε

ꎮ

注 １　 给定 γ∈(０ꎬ１]ꎬ如果 ｕ 是可微的ꎬ则 Ｔ γ
ａ ｕ( ｔ)＝ ( ｔ－ａ) １－γｕ′( ｔ)ꎮ 若 γ∈(ｎꎬｎ＋１]ꎬ ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ｎꎬ则

Ｔ γ
ａ ( ｔ－ａ) ｋ ＝ ０ꎮ

定义 ２[１６] 　 设 γ∈(ｎꎬｎ＋１]ꎬ ｕ:[ａꎬ＋∞ )→Ｒꎬ则 γ 阶函数 ｕ 在 ｔ>ａ 处的 Ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ 分数阶积分定

义为

Ｉ γ
ａ ｕ( ｔ)＝ １

ｎ! ∫
ｔ

ａ
( ｔ－ｓ) ｎ(ｓ－ａ) γ－ｎ－１ｕ(ｓ)ｄｓꎮ

引理 １[１６] 　 设 γ∈(ｎꎬｎ＋１]ꎬ ｕ:[ａꎬ＋∞ )→Ｒ 使得 ｕ(ｎ)( ｔ)连续ꎬ则对所有的 ｔ>ａꎬ
Ｔ γ

ａ Ｉ γ
ａ ｕ( ｔ)＝ ｕ( ｔ)ꎮ

引理 ２[１６] 　 设 γ∈(ｎꎬｎ＋１]ꎬ ｕ:[ａꎬ＋∞ )→Ｒ 对 ｔ>ａ 是(ｎ＋１)次可微的ꎬ则对所有的 ｔ>ａꎬ

Ｉ γ
ａ Ｔ γ

ａ ｕ( ｔ)＝ ｕ( ｔ)－∑
ｎ

ｋ ＝０

ｕ(ｋ)(ａ)( ｔ－ａ) ｋ

ｋ!
ꎮ

引理 ３[１７] (Ｓｃｈａｅｆｅｒ 不动点定理) 　 若 Ｅ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＱ:Ｅ→Ｅ 是一个全连续算子ꎬ如果集合 Ω ＝

{ｕ∈Ｅ:ｕ＝ ρＱｕꎬ ０< ρ≤１}有界ꎬ那么 Ｑ 在 Ｅ 中存在不动点ꎮ
引理 ４[１８] (Ｂａｎａｃｈ 不动点定理)　 设 Ｘ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｅ 的非空闭凸子集ꎬＳ:Ｘ→Ｘ 是压缩算子ꎬ则存在

唯一的ｕ∗∈Ｘꎬ其中 Ｓｕ∗ ＝ｕ∗ꎮ
引理 ５[１９] (Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ 定理)　 若 Ｅ 为 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＣ 是 Ｅ 的紧集ꎬ序列{ｘｎ}在 Ｃ 中一致有界且等

度连续ꎬ则此序列在 Ｃ 中有一致连续子序列ꎮ
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２　 解的存在唯一性

引理 ６　 设 ｙ∈ＰＣ(ＪꎬＲ)ꎬ ｐｋꎬｑｋ∈Ｒꎬ且 η∈( ｔｌꎬｔｌ＋１)ꎬｌ 为非负整数ꎬ０≤ｌ≤ｍꎬ则线性 Ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ 分数

阶脉冲微分方程边值问题

Ｔ α
ｔｋｘ( ｔ)＝ ｙ( ｔ)ꎬ

Δｘ( ｔ) ｜ ｔ＝ ｔｋ ＝ｐｋꎬ Δｘ′( ｔ) ｜ ｔ＝ ｔｋ ＝ｑｋꎬ

Ｔ β
０ ｘ(０)＋Ｔ β

ｔｍｘ(１)＝ ０ꎬ ｘ(１)＋μｘ′(η)＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２)

有唯一解

ｘ( ｔ)＝∑
ｍ

ｉ ＝１
Ｇ( ｔꎬｔｉ)ｑｉ－ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
ｑｉ－ ∑

ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
ｐｉ＋ ∑

ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
Ｇ( ｔꎬｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ

－μ∑
ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ － ｔｉ－１) α－２ ｙ(ｓ)ｄｓ－ μ∫η

ｔｌ
(ｓ － ｔｌ) α－２ ｙ(ｓ)ｄｓꎬ

其中格林函数 Ｇ( ｔꎬｓ)为

Ｇ( ｔꎬｓ)＝
μꎬ　 　 　 　 ０≤ｓ≤ｔ≤１ꎬ
ｓ＋μ－ｔꎬ ０≤ｔ≤ｓ≤１ꎮ{

证明　 假设 ｘ＝ ｘ( ｔ)是问题(２)的解ꎬ对∀ｔ∈Ｊ０ꎬ存在常数 ｃ０ꎬ０ꎬｃ０ꎬ１∈Ｒꎬ

ｘ( ｔ)＝∫ ｔ

０
( ｔ－ｓ)ｓα－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ０ꎬ０＋ｃ０ꎬ１ ｔꎬ (３)

ｘ′( ｔ)＝∫ ｔ

０
ｓα－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ０ꎬ１ꎬ (４)

对∀ｔ∈Ｊ１ꎬ存在常数 ｃ１ꎬ０ꎬｃ１ꎬ１∈Ｒꎬ

ｘ( ｔ)＝∫ ｔ

ｔ１
( ｔ－ｓ)(ｓ－ｔ１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ１ꎬ０＋ｃ１ꎬ１( ｔ－ｔ１)ꎬ (５)

ｘ′( ｔ)＝∫ ｔ

ｔ１
(ｓ－ｔ１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ１ꎬ１ꎮ (６)

根据式(３)—(６)ꎬ有

ｘ( ｔ－１)＝∫ ｔ １

０
( ｔ１－ｓ)ｓα

－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ０ꎬ０＋ｃ０ꎬ１ ｔ１ꎬ

ｘ( ｔ＋１)＝ ｃ１ꎬ０ꎬ

ｘ′( ｔ－１)＝∫ ｔ １

０
ｓα－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ０ꎬ１ꎬ

ｘ′( ｔ＋１)＝ ｃ１ꎬ１ꎮ
根据脉冲条件 Δｘ( ｔ) ｜ ｔ＝ ｔ１ ＝ｐ１ꎬ Δｘ′( ｔ) ｜ ｔ＝ ｔ１ ＝ｑ１ꎬ有

ｐ１ ＝ ｘ( ｔ
＋
１)－ｘ( ｔ

－
１)＝ ｃ１ꎬ０－ ∫ ｔ １

０
( ｔ１－ｓ)ｓα

－２ｙ(ｓ)ｄｓ－ｃ０ꎬ０－ｃ０ꎬ１ ｔ１ꎬ

ｑ１ ＝ ｘ′( ｔ
＋
１)－ｘ′( ｔ

－
１)＝ ｃ１ꎬ１－ ∫ ｔ １

０
ｓα－２ｙ(ｓ)ｄｓ－ｃ０ꎬ１ꎬ

则

ｃ１ꎬ０ ＝ｐ１＋ ∫ ｔ １

０
( ｔ１－ｓ)ｓα

－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ０ꎬ０＋ｃ０ꎬ１ ｔ１ꎬ

ｃ１ꎬ１ ＝ｑ１＋ ∫ ｔ １

０
ｓα－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ０ꎬ１ꎬ

所以ꎬ对∀ｔ∈Ｊ１ꎬ

ｘ( ｔ)＝∫ ｔ

ｔ１
( ｔ－ｓ)(ｓ－ｔ１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ ∫ ｔ １

０
( ｔ１－ｓ)ｓα

－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ０ꎬ１ ｔ１＋ｃ０ꎬ０＋ｐ１＋ ( ∫ ｔ １

０
ｓα－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ０ꎬ１＋ｑ１ )( ｔ－ｔ１)
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＝∫ ｔ

ｔ１
( ｔ－ｓ)(ｓ－ｔ１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ ∫ ｔ １

０
( ｔ－ｓ)ｓα－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ０ꎬ１ ｔ＋ｃ０ꎬ０＋ｐ１＋ｑ１( ｔ－ｔ１)ꎬ

和

ｘ′( ｔ)＝∫ ｔ

ｔ１
(ｓ－ｔ１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｑ１＋ ∫ ｔ １

０
ｓα－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋ｃ０ꎬ１ꎬ

重复以上步骤ꎬ对任意 ｔ∈Ｊｋꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎬ

ｘ( ｔ)＝∫ ｔ

ｔｋ
( ｔ－ｓ)(ｓ－ｔｋ) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｋ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
( ｔ－ｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｋ

ｉ ＝１
ｐｉ＋∑

ｋ

ｉ ＝１
( ｔ－ｔｉ)ｑｉ＋ｃ０ꎬ０＋ｃ０ꎬ１ ｔꎬ

ｘ′( ｔ)＝∫ ｔ

ｔｋ
(ｓ－ｔｋ) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｋ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｋ

ｉ ＝１
ｑｉ＋ｃ０ꎬ１ꎬ

并且

Ｔ β
ｔｋｘ( ｔ)＝ ( ｔ－ｔｋ) １－ β ( ∫ ｔ

ｔｋ
(ｓ－ｔｋ) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｋ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｋ

ｉ ＝１
ｑｉ＋ｃ０ꎬ１ )ꎮ

由边界条件 Ｔ β
０ ｘ(０)＋Ｔ β

ｔｍｘ(１)＝ ０ꎬ ｘ(１)＋μｘ′(η)＝ ０ꎬ有
Ｔ β

０ ｘ(０)＝ ０ꎬ

Ｔ β
ｔｍｘ(１)＝ (１－ｔｍ) １－ β ( ∫１

ｔｍ
(ｓ－ｔｍ) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｍ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｍ

ｉ ＝１
ｑｉ＋ｃ０ꎬ１ )ꎬ

则

ｃ０ꎬ１ ＝－∑
ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ－∑

ｍ

ｉ ＝１
ｑｉꎬ

ｘ(１)＝∑
ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(１－ｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｍ

ｉ ＝１
ｐｉ＋∑

ｍ

ｉ ＝１
(１－ｔｉ)ｑｉ＋ｃ０ꎬ０＋ｃ０ꎬ１ꎬ

ｘ′(η)＝∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｌ

ｉ ＝１
ｑｉ＋ｃ０ꎬ１ꎬ

则

ｃ０ꎬ０ ＝ －(μ＋１)ｃ０ꎬ１－ μ∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ－ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ－ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
ｑｉ

－∑
ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(１－ｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ－∑

ｍ

ｉ ＝１
ｐｉ－∑

ｍ

ｉ ＝１
(１－ｔｉ)ｑｉꎬ

故

ｃ０ꎬ０ ＝(１＋μ)∑
ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋(１＋μ)∑

ｍ

ｉ ＝１
ｑｉ－ μ∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ

－μ∑
ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ－ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
ｑｉ－∑

ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(１－ｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ

－∑
ｍ

ｉ ＝１
ｐｉ－∑

ｍ

ｉ ＝１
(１－ｔｉ)ｑｉꎬ

故

ｘ( ｔ)＝∫ ｔ

ｔｋ
( ｔ－ｓ)(ｓ－ｔｋ) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｋ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
( ｔ－ｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋∑

ｋ

ｉ ＝１
ｐｉ

＋∑
ｋ

ｉ ＝１
( ｔ－ｔｉ)ｑｉ－ ｔ∑

ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ－∑

ｍ

ｉ ＝１
ｑｉ ｔ－∑

ｍ

ｉ ＝１
ｐｉ－∑

ｍ

ｉ ＝１
(１－ｔｉ)ｑｉ

＋(１＋μ)∑
ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ＋(１＋μ)∑

ｍ

ｉ ＝１
ｑｉ－ μ∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ

－μ∑
ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ－ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
ｑｉ－∑

ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(１－ｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ

＝∑
ｍ

ｉ ＝１
Ｇ( ｔꎬｔｉ)ｑｉ－ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
ｑｉ－∑

ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
ｐｉ＋∑

ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
Ｇ( ｔꎬｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ
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－μ∑
ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ｙ(ｓ)ｄｓ－ μ∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２ｙ(ｓ)ｄｓꎮ (７)

证毕ꎮ
根据 Ｇ( ｔꎬｓ)的定义ꎬ容易证明ꎬ对所有的 ｔꎬｓ∈[０ꎬ１]ꎬ

｜Ｇ( ｔꎬｓ) ｜≤μ＋１ꎮ (８)
为简便起见ꎬ记

Ｔ α
ｔｋｘ( ｔ)＝ σｘ( ｔ)ꎮ

定义算子 Λ:ＰＣ(ＪꎬＲ)→ＰＣ(ＪꎬＲ)为

Λｘ( ｔ)＝∑
ｍ

ｉ ＝１
Ｇ( ｔꎬｔｉ)Ｑｉ(ｘ( ｔｉ))－ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
Ｑｉ(ｘ( ｔｉ))－∑

ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
Ｐ ｉ(ｘ( ｔｉ))

＋∑
ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
Ｇ( ｔꎬｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２[λｘ(ｓ)＋ｆ(ｓꎬｘ(ｓ)ꎬσｘ(ｓ))]ｄｓ

－μ∑
ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２[λｘ(ｓ)＋ｆ(ｓꎬｘ(ｓ)ꎬσｘ(ｓ))]ｄｓ

－μ∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２[λｘ(ｓ)＋ｆ(ｓꎬｘ(ｓ)ꎬσｘ(ｓ))]ｄｓꎮ (９)

边值问题有解转化为算子 Λ 存在不动点ꎮ
为方便起见ꎬ给予以下假设ꎮ
(Ｈ１) 存在常数 ０<Ｌ<１ꎬ使得对∀ｕꎬ􀭵ｕꎬｖꎬ􀭰ｖ∈Ｒꎬ ｔ∈Ｊꎬ

｜ ｆ( ｔꎬｕꎬｖ)－ｆ( ｔꎬ􀭵ｕꎬ􀭰ｖ) ｜≤Ｌ( ｜ ｕ－􀭵ｕ ｜ ＋ ｜ ｖ－􀭰ｖ ｜ )ꎻ
(Ｈ２) 存在常数 ａ>０ꎬ使得对∀ｕꎬ􀭵ｕ∈Ｒꎬ ｜Ｐｋ(ｕ)－Ｐｋ(􀭵ｕ) ｜≤ａ ｜ ｕ－􀭵ｕ ｜ ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎻ
(Ｈ３) 存在常数 ｂ>０ꎬ使得对∀ｕꎬ􀭵ｕ∈Ｒꎬ ｜Ｑｋ(ｕ)－Ｑｋ(􀭵ｕ) ｜≤ｂ ｜ ｕ－􀭵ｕ ｜ ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎻ
(Ｈ４) 存在函数ＭｆꎬＮｆꎬＨｆ∈Ｃ(Ｊꎬ[０ꎬ＋∞ ))ꎬ使得对 ｔ∈Ｊꎬ ∀ｘꎬｕ∈Ｒꎬ

｜ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬσｕ( ｔ)) ｜≤Ｍｆ( ｔ)＋Ｎｆ( ｔ) ｜ ｘ ｜ ＋Ｈｆ( ｔ) ｜σｕ ｜ ꎬ
其中ꎬＭ∗ ＝ ｓｕｐ

ｔ∈Ｊ
Ｍｆ( ｔ)ꎬ Ｎ∗ ＝ ｓｕｐ

ｔ∈Ｊ
Ｎｆ( ｔ)ꎬ Ｈ∗ ＝ ｓｕｐ

ｔ∈Ｊ
Ｈｆ( ｔ)<１ꎻ

(Ｈ５) 函数 Ｐｋ:Ｒ→Ｒ 是连续的ꎬ并且存在常数 Ａ∗ꎬＢ∗>０ꎬ使得对∀ｕ∈Ｒꎬ
｜Ｐｋ(ｕ) ｜≤Ａ∗ ｜ ｕ ｜ ＋Ｂ∗ꎬ　 ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎻ

(Ｈ６) 函数Ｑｋ:Ｒ→Ｒ 是连续的ꎬ并且存在常数 Ｆ∗ꎬＧ∗>０ꎬ使得对∀ｕ∈Ｒꎬ
｜Ｑｋ(ｕ) ｜≤Ｆ∗ ｜ ｕ ｜ ＋Ｇ∗ꎬ　 ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎮ

定理 １　 假设(Ｈ１)ꎬ(Ｈ４)—(Ｈ６)成立ꎬ那么边值问题(１)至少有一个解ꎮ
证明　 通过 Ｓｃｈａｅｆｅｒ 不动点定理ꎬ证明算子 Λ 至少有一个不动点ꎬ证明分以下 ４ 个步骤进行ꎮ
第一步:证明算子 Λ 是连续的ꎮ 设序列{ｘｎ}ꎬ使得 ｘｎ→ｘ∈ＰＣ(ＪꎬＲ)ꎮ 则对每个 ｔ∈Ｊꎬ

　 ｜Λ(ｘｎ)( ｔ)－Λ(ｘ)( ｔ) ｜

≤∑
ｍ

ｉ ＝１
｜Ｇ( ｔꎬｔｉ) ｜ ｜Ｑｉ(ｘｎ( ｔｉ))－Ｑｉ(ｘ( ｔｉ)) ｜ ＋ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
｜Ｑｉ(ｘｎ( ｔｉ))－Ｑｉ(ｘ( ｔｉ)) ｜

＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
｜Ｐ ｉ(ｘｎ( ｔｉ))－Ｐ ｉ(ｘ( ｔｉ)) ｜ ＋∑

ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
｜Ｇ( ｔꎬｓ) ｜ (ｓ－ｔｉ－１) α－２ ｜σ(ｎ)

ｘ (ｓ)－σｘ(ｓ) ｜ ｄｓ

＋ μ∑
ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ ｜σ(ｎ)

ｘ (ｓ)－σｘ(ｓ) ｜ ｄｓ＋ μ∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２ ｜σ(ｎ)

ｘ (ｓ)－σｘ(ｓ) ｜ ｄｓꎬ (１０)

其中ꎬσ(ｎ)
ｘ ( ｔ)＝ λｘｎ( ｔ)＋ｆ( ｔꎬｘｎ( ｔ)ꎬσ(ｎ)

ｘ ( ｔ))ꎬ σｘ( ｔ)＝ λｘ( ｔ)＋ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬσｘ( ｔ))ꎮ
根据条件(Ｈ１)ꎬ有

｜σ(ｎ)
ｘ ( ｔ)－σｘ( ｔ) ｜ ＝ ｜λ(ｘｎ( ｔ)－ｘ( ｔ))＋ｆ( ｔꎬｘｎ( ｔ)ꎬσ(ｎ)

ｘ ( ｔ))－ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬσｘ( ｔ)) ｜
≤λ ｜ ｘｎ( ｔ)－ｘ( ｔ) ｜ ＋Ｌ( ｜ ｘｎ( ｔ)－ｘ( ｔ) ｜ ＋ ｜σ(ｎ)

ｘ ( ｔ)－σｘ( ｔ) ｜ )ꎬ
因此ꎬ
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｜σ(ｎ)
ｘ ( ｔ)－σｘ( ｔ) ｜≤λ＋Ｌ

１－Ｌ
｜ ｘｎ( ｔ)－ｘ( ｔ) ｜ ꎮ

由于 ｘｎ→ｘꎬ因此对每个 ｔ∈Ｊꎬ有 σ(ｎ)
ｘ ( ｔ)→σｘ( ｔ)ꎬ ｎ→∞ꎮ 应用 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理ꎬ当 ｎ→∞时ꎬ式

(１０)的右侧趋于 ０ꎮ 因此ꎬ有
｜Λ(ｘｎ)( ｔ)－Λ(ｘ)( ｔ) ｜→０ꎬ　 ｎ→∞ꎬ

则算子 Λ 是连续的ꎮ
第二步:证明算子 Λ 将有界集映为有界集ꎮ 需要证明ꎬ对任意 ｒ∗>０ꎬ存在一个正常数 ρꎬ使得对每个 ｘ∈

Ω＝{ｘ∈ＰＣ(ＪꎬＲ):‖ｘ‖ＰＣ≤ｒ∗}ꎬ有‖Λ(ｘ)‖ＰＣ≤ ρꎮ 因此ꎬ对每个 ｔ∈Ｊꎬ

Λ(ｘ)( ｔ)＝∑
ｍ

ｉ ＝１
Ｇ( ｔꎬｔｉ)Ｑｉ(ｘ( ｔｉ))－ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
Ｑｉ(ｘ( ｔｉ))－∑

ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
Ｐ ｉ(ｘ( ｔｉ))－ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２σｘ(ｓ)ｄｓ

＋∑
ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
Ｇ( ｔꎬｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２σｘ(ｓ)ｄｓ－ μ∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２σｘ(ｓ)ｄｓꎬ (１１)

利用(Ｈ４)ꎬ对每个 ｔ∈Ｊꎬ
｜σｘ( ｔ) ｜ ＝ ｜λｘ( ｔ)＋ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬσｘ( ｔ)) ｜

≤λ ｜ ｘ( ｔ) ｜ ＋ ｜ ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬσｘ( ｔ)) ｜
≤(λ＋Ｎ∗)ｒ∗＋Ｍ∗＋Ｈ∗ ｜σｘ( ｔ) ｜ ꎬ

即

｜σｘ( ｔ) ｜≤(λ＋Ｎ∗)
１－Ｈ∗ ｒ∗＋ Ｍ∗

１－Ｈ∗
:＝Φꎬ (１２)

将式(１２)代入式(１１)ꎬ得

｜Λ(ｘ)( ｔ) ｜≤∑
ｍ

ｉ ＝１
｜Ｇ( ｔꎬｔｉ) ｜ ｜Ｑｉ(ｘ( ｔｉ)) ｜ ＋ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
｜Ｑｉ(ｘ( ｔｉ)) ｜ ＋∑

ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
｜Ｐ ｉ(ｘ( ｔｉ)) ｜

＋∑
ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
｜Ｇ( ｔꎬｓ) ｜ (ｓ－ｔｉ－１) α－２ ｜σｘ(ｓ) ｜ ｄｓ＋ μ∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２ ｜σｘ(ｓ) ｜ ｄｓ

＋ μ∑
ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ ｜σｘ(ｓ) ｜ ｄｓꎬ

因此ꎬ
　 ‖Λ(ｘ)‖ＰＣ

≤(ｍ＋１)(μ＋１)＋μｌ＋μ
α－１

Φωα－１＋[ｍ(μ＋１)Ｆ∗＋μｌＦ∗＋ｍＡ∗]ｒ∗＋ｍ(μ＋１)Ｇ∗＋μｌＧ∗＋ｍＢ∗ ＝ ρꎮ

第三步:证明算子 Λ 是等度连续的ꎮ 任取 τ１ꎬτ２∈Ｊｋꎬ ｋ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍꎬ τ１<τ２ꎬ并如第二步中所述ꎬ令 Ω 是

ＰＣ(ＪꎬＲ)的有界集ꎬ则对于 ｘ∈Ωꎬ
　 ｜Λ(ｘ)(τ２)－Λ(ｘ)(τ１) ｜

≤∑
ｍ

ｉ ＝１
｜Ｇ(τ２ꎬｔｉ)－Ｇ(τ１ꎬｔｉ) ｜ ｜Ｑｉ(ｘ( ｔｉ)) ｜ ＋∑

ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
｜Ｇ(τ２ꎬｓ)－Ｇ(τ１ꎬｓ) ｜ (ｓ－ｔｉ－１) α－２ ｜σｘ(ｓ) ｜ ｄｓꎬ

利用不等式(１２)和假设(Ｈ６)ꎬ有

｜Λ(ｘ)(τ２)－Λ(ｘ)(τ１) ｜≤(τ２－τ１)
ｍ(Ｆ∗ｒ∗＋Ｇ∗)(α－１)＋(ｍ＋１)Φωα－１

α－１
ꎬ (１３)

当 τ１→ τ２ 时ꎬ不等式(１３)的右侧趋于 ０ꎬ即
｜Λ(ｘ)(τ２)－Λ(ｘ)(τ１) ｜→０ꎬ

即算子 Λ 在 Λ(Ω)上等度连续ꎮ
通过步骤一到步骤三的结果ꎬ并且结合 Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ 定理可知算子 Λ 是紧的ꎬ所以算子 Λ 是全连

续的ꎮ
第四步:证明集合 Ω＝{ｘ∈ＰＣ(ＪꎬＲ):ｘ＝ θΛｘꎬ ０<θ<１}是有界的ꎮ 令 ｘ∈Ωꎬ对 ０<θ<１ꎬ则 ｘ ＝ θΛｘꎬ对每个

ｔ∈Ｊꎬ
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ｘ( ｔ)＝ θ∑
ｍ

ｉ ＝１
Ｇ( ｔꎬｔｉ)Ｑｉ(ｘ( ｔｉ))－ θμ∑

ｌ

ｉ ＝１
Ｑｉ(ｘ( ｔｉ))－ θ∑

ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
Ｐ ｉ(ｘ( ｔｉ))－ θμ∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２σｘ(ｓ)ｄｓ

＋ θ∑
ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
Ｇ( ｔꎬｓ)(ｓ－ｔｉ－１) α－２σｘ(ｓ)ｄｓ－ θμ∑

ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２σｘ(ｓ)ｄｓꎬ

利用不等式(１２)和假设(Ｈ４)—(Ｈ６)ꎬ有

｜ ｘ( ｔ) ｜≤(ｍ＋１)(μ＋１)＋μ( ｌ＋１)
α－１

θΦωα－１＋[θ(ｍμ＋ｍ＋μｌ)Ｆ∗＋θｍＡ∗] ｜ ｘ( ｔ) ｜

＋θ(ｍμ＋ｍ＋μｌ)Ｇ∗＋θｍＢ∗ꎬ
取上述不等式两边的上确界ꎬ简便起见ꎬ记

ϑ＝ θ(ｍμ＋ｍ＋μｌ)Ｆ∗＋θｍＡ∗ꎬ

Π＝(ｍ＋１)(μ＋１)＋μ( ｌ＋１)
α－１

θΦωα－１＋θ(ｍμ＋ｍ＋μｌ)Ｇ∗＋θｍＢ∗ꎬ

得到

‖ｘ‖ＰＣ≤ϑ‖ｘ‖ＰＣ＋Πꎬ
故此有

‖ｘ‖ＰＣ≤
Π

１－ϑ
ꎮ (１４)

这意味着集合 Ω 是有界的ꎬ因此根据 Ｓｃｈａｅｆｅｒ 不动点定理ꎬ可知算子 Λ 至少有一个不动点ꎬ即边值问题

(１)至少存在一个解ꎮ
定理 ２　 假设条件(Ｈ１)—(Ｈ３)成立ꎬ若不等式

Θ１ ＝
[(ｍ＋１)(μ＋１)＋μｌ＋μ](λ＋Ｌ)ωα－１

(α－１)(１－Ｌ)
＋ａｍ＋ｂ(ｍμ＋ｍ＋μｌ)<１

成立ꎬ则边值问题(１)有唯一解ꎮ
证明　 对∀ｘꎬ􀭰ｘ∈ＰＣ(ＪꎬＲ)并且对每个 ｔ∈Ｊꎬ考虑

　 ｜Λｘ( ｔ)－Λ􀭰ｘ( ｔ) ｜

≤∑
ｍ

ｉ ＝１
｜Ｇ( ｔꎬｔｉ) ｜ ｜Ｑｉ(ｘ( ｔｉ))－Ｑｉ(􀭰ｘ( ｔｉ)) ｜ ＋ μ∑

ｌ

ｉ ＝１
｜Ｑｉ(ｘ( ｔｉ))－Ｑｉ(􀭰ｘ( ｔｉ)) ｜

＋∑
ｍ

ｉ ＝ｋ＋１
｜Ｐ ｉ(ｘ( ｔｉ))－Ｐ ｉ(􀭰ｘ( ｔｉ)) ｜ ＋∑

ｍ＋１

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
｜Ｇ( ｔꎬｓ) ｜ (ｓ－ｔｉ－１) α－２ ｜σｘ(ｓ)－σ􀭰ｘ(ｓ) ｜ ｄｓ

＋ μ∑
ｌ

ｉ ＝１
∫ ｔ ｉ

ｔｉ－１
(ｓ－ｔｉ－１) α－２ ｜σｘ(ｓ)－σ􀭰ｘ(ｓ) ｜ ｄｓ＋ μ∫η

ｔｌ
(ｓ－ｔｌ) α－２ ｜σｘ(ｓ)－σ􀭰ｘ(ｓ) ｜ ｄｓꎬ (１５)

其中 Ｔ α
ｔｋｘ( ｔ)＝ σｘ( ｔ)ꎬ则 σｘ( ｔ)＝ λｘ( ｔ)＋ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬσｘ( ｔ))ꎮ

　 　 根据条件(Ｈ１)ꎬ有
　 ｜σｘ( ｔ)－σ􀭰ｘ( ｔ) ｜
＝ ｜λ(ｘ( ｔ)－􀭰ｘ( ｔ))＋( ｆ( ｔꎬｘ( ｔ)ꎬσｘ( ｔ))－ｆ( ｔꎬ􀭰ｘ( ｔ)ꎬσ􀭰ｘ( ｔ))) ｜
≤λ ｜ ｘ( ｔ)－􀭰ｘ( ｔ) ｜ ＋Ｌ[ ｜ ｘ( ｔ)－􀭰ｘ( ｔ) ｜ ＋ ｜σｘ( ｔ)－σ􀭰ｘ( ｔ) ｜ ]ꎬ

则

｜σｘ( ｔ)－σ􀭰ｘ( ｔ) ｜≤λ＋Ｌ
１－Ｌ

｜ ｘ( ｔ)－􀭰ｘ( ｔ) ｜ ꎮ (１６)

利用式(１６)ꎬ ｋ≤ｍꎬ ０≤ｔ≤１ꎬ对式(１５)两边取上确界ꎬ有
　 ‖Λ(ｘ)－Λ(􀭰ｘ)‖

≤ [(ｍ＋１)(μ＋１)＋μｌ＋μ](λ＋Ｌ)ωα－１

(α－１)(１－Ｌ)
＋ａｍ＋ｂ(ｍμ＋ｍ＋μｌ){ }‖ｘ－􀭰ｘ‖ꎬ (１７)

即

‖Λ(ｘ)－Λ(􀭰ｘ)‖≤Θ１‖ｘ－􀭰ｘ‖ꎮ
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故由 Ｂａｎａｃｈ 压缩映射原理可知 Λ 是压缩的ꎬ并且有唯一不动点ꎬ即边值问题(１)有唯一解ꎮ

３　 例子

下面举例说明主要结论的合理性ꎮ
例 １　 考虑边值问题

Ｔ
３
２
ｔｋ ｘ( ｔ)＝ ｘ( ｔ)

１００(ｅ－１)
＋ ｘ( ｔ)
２０(１＋ｔ)

＋
ｓｉｎ Ｔ

３
２
ｔｋ ｘ( ｔ)

２０＋ｔ２
ꎬ　 ｔ∈( ｔｋꎬｔｋ＋１)ꎬ ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ

Δｘ( ｔ) ｜ ｔ＝ ２
３
＝

ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

３０＋ ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎬ Δｘ′( ｔ) ｜ ｔ＝ ２
３
＝

ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２０＋ ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎬ

Ｔ β
０ ｘ(０)＋Ｔ β

２
３
ｘ(１)＝ ０ꎬ ｘ(１)＋ １

３
ｘ′ １

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(１８)

其中

α＝ ３
２
ꎬ　 μ＝ １

３
ꎬ　 η＝ １

３
ꎬ　 ｍ＝ ２ꎬ　 ｔ１ ＝

１
３
ꎬ　 ｔ２ ＝

２
３
ꎬ　 ω＝ １

３
ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ　 λ＝ １

１００(ｅ－１)
ꎬ

ｆ( ｔꎬｕꎬｖ)＝ ｕ( ｔ)
２０(１＋ｔ)

＋ｓｉｎ ｖ( ｔ)
２０＋ｔ２

ꎬ

显然 ｆ 是连续函数ꎮ
　 　 对任意 ｕꎬ􀭵ｕꎬｖꎬ􀭰ｖ∈Ｒꎬ有

｜ ｆ( ｔꎬｕꎬｖ)－ｆ( ｔꎬ􀭵ｕꎬ􀭰ｖ) ｜≤ １
２０

( ｜ ｕ( ｔ)－􀭵ｕ( ｔ) ｜ ＋ ｜ ｖ( ｔ)－􀭰ｖ( ｔ) ｜ )ꎬ

因此满足(Ｈ１)ꎬ其中 Ｌ＝ １
２０

ꎮ

　 　 对任意 ｕꎬｖ∈Ｒꎬ有

｜ ｆ( ｔꎬｕꎬｖ) ｜≤ ｔ
２
＋ ｜ ｕ( ｔ) ｜
２０(１＋ｔ)

＋ ｜ ｖ( ｔ) ｜
２０＋ｔ２

ꎬ

其中

Ｍｆ( ｔ)＝
ｔ
２
ꎬ　 Ｎｆ( ｔ)＝

１
２０(１＋ｔ)

ꎬ　 Ｈｆ( ｔ)＝
１

２０＋ｔ２
ꎬ

故 Ｍ∗ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

Ｍｆ( ｔ)＝
１
２
ꎬ Ｎ∗ ＝ ｓｕｐ

ｔ∈Ｊ
Ｎｆ( ｔ)＝

１
２０

ꎬ Ｈ∗ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

Ｈｆ( ｔ)＝
１
２０

<１ꎬ因此满足假设(Ｈ４)ꎮ

令

Ｐ ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

３０＋ ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎬ　 Ｑ ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２０＋ ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ꎮ

　 　 对任意 ｘ∈ＰＣ(ＪꎬＲ)ꎬ有

Ｐ ｘ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ １

３０
｜ ｘ ｜ ＋１ꎬ　 Ｑ ｘ ２

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ １

２０
｜ ｘ ｜ ＋１ꎬ

其中ꎬＡ∗ ＝ １
３０

ꎬ Ｂ∗ ＝ １ꎬ Ｆ∗ ＝ １
２０

ꎬ Ｇ∗ ＝ １ꎬ得到满足假设(Ｈ５)、(Ｈ６)ꎬ因此ꎬ由定理 １ 可以得出边值问题(１８)

至少有一个解ꎮ
　 　 对于(Ｈ２)、(Ｈ３)ꎬ有
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｜Ｐ(ｘ)－Ｐ(􀭰ｘ) ｜ ＝ ｜ ｘ ｜
３０＋ ｜ ｘ ｜

－ ｜ 􀭰ｘ ｜
３０＋ ｜ 􀭰ｘ ｜

≤ １
３０

｜ ｘ－􀭰ｘ ｜ ꎬ

｜Ｑ(ｘ)－Ｑ(􀭰ｘ) ｜ ＝ ｜ ｘ ｜
２０＋ ｜ ｘ ｜

－ ｜ 􀭰ｘ ｜
２０＋ ｜ 􀭰ｘ ｜

≤ １
２０

｜ ｘ－􀭰ｘ ｜ ꎮ

故

ａ＝ １
３０

ꎬ　 ｂ＝ １
２０

ꎮ

显然满足假设(Ｈ１)—(Ｈ３)ꎮ
　 　 又因为

Θ１ ＝
[(ｍ＋１)(μ＋１)＋μｌ＋μ](λ＋Ｌ)ωα－１

(α－１)(１－Ｌ)
＋ａｍ＋ｂ(ｍμ＋ｍ＋μｌ)≈０.５３３ ２９<１ꎬ

所以由定理 ２ 可以得出边值问题(１８)有唯一解ꎮ

４　 结论

本文研究了一类半线性隐式脉冲 Ｃｏｎｆｏｒｍａｂｌｅ 分数阶微分方程三点边值问题解的存在性与唯一性ꎮ 在

定理 １ 中ꎬ利用 Ｓｃｈａｅｆｅｒ 不动点定理得到了给定问题至少有一个解的充分条件ꎮ 在定理 ２ 中ꎬ利用 Ｂａｎａｃｈ
压缩映射原理得到了给定问题有唯一解的充分条件ꎮ 最后给出了实例验证了主要结论的合理性与适用性ꎮ
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