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路的半强积与强积的距离染色

田双亮ꎬ陈萍
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摘要:图 Ｇ 的 ｋ￣距离染色是指 Ｇ 中距离不超过 ｋ 的顶点分配不同颜色的顶点染色ꎬ其中 ｋ∈Ｎ＋ꎮ Ｇ 的 ｋ￣距离色数是指 Ｇ 的 ｋ￣
距离染色所用最少的颜色数ꎬ记为 χｋ(Ｇ)ꎮ ２ 个简单图 Ｇ 与 Ｈ 的半强积 Ｇ􀅰Ｈ 是具有顶点集 Ｖ(Ｇ)×Ｖ(Ｈ)的简单图ꎬ其中 ２ 个

顶点(ｕꎬｖ)与(ｕ′ꎬｖ′)相邻当且仅当 ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ)且 ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)ꎬ或 ｕ＝ｕ′且 ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)ꎮ ２ 个简单图 Ｇ 与 Ｈ 的强积 Ｇ Ｈ 是具

有顶点集 Ｖ(Ｇ)×Ｖ(Ｈ)的简单图ꎬ其中 ２ 个顶点(ｕꎬｖ)与(ｕ′ꎬｖ′)相邻当且仅当 ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ)且 ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)ꎬ或 ｕ ＝ ｕ′且 ｖｖ′∈

Ｅ(Ｈ)ꎬ或 ｖ＝ ｖ′且 ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ)ꎮ 对任意整数 ｋ≥２ꎬ得到了 ２ 个路的半强积与强积的 ｋ￣距离色数ꎮ
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Ｖ(Ｈ)ꎬ ｉｎ ｗｈｉｃｈ (ｕꎬｖ) ｉｓ ａｄｊａｃｅｎｔ ｔｏ (ｕ′ꎬｖ′) ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｅｉｔｈｅｒ ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ) ａｎｄ ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ) ｏｒ ｕ ＝ ｕ′ ａｎｄ ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ) . Ｔｈｅ
ｓｔｒｏｎｇ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｓｉｍｐｌｅ ｇｒａｐｈｓ Ｇ ａｎｄ Ｈ ｉｓ ｔｈｅ ｇｒａｐｈ Ｇ Ｈ ｗｉｔｈ ｖｅｒｔｅｘ ｓｅｔ Ｖ(Ｇ)×Ｖ(Ｈ)ꎬ ｉｎ ｗｈｉｃｈ (ｕꎬｖ) ｉｓ ａｄｊａｃｅｎｔ ｔｏ (ｕ′ꎬｖ′)
ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ) ａｎｄ ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)ꎬ ｏｒ ｕ＝ｕ′ ａｎｄ ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)ꎬ ｏｒ ｖ＝ ｖ′ ａｎｄ ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ) . Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬ ｆｏｒ ａｎｙ ｉｎｔｅｇｅｒ ｋ≥２ꎬ
ｔｈｅ ｋ￣ｄｉｓｔａｎｃｅ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｍｉｓｔｒｏｎｇ ｐｒｏｄｕｃｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｔｒｏｎｇ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｔｗｏ ｐａｔｈｓ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｐａｔｈꎻ ｓｅｍｉｓｔｒｏｎｇ ｐｒｏｄｕｃｔꎻ ｓｔｒｏｎｇ ｐｒｏｄｕｃｔꎻ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｃｏｌｏｒｉｎｇꎻ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ

０　 引言

本文所考虑的图 Ｇ 都是有限无向的简单连通图ꎬ用 Ｖ(Ｇ)与 Ｅ(Ｇ)分别表示 Ｇ 的顶点集和边集ꎮ 用

Δ(Ｇ)表示 Ｇ 的最大度ꎬ用 ｄ(ｕꎬｖ)表示 Ｇ 中顶点 ｕ 和 ｖ 之间的距离ꎮ 记(ｘ) ｋ ＝ ｘ(ｍｏｄ ｋ)ꎬ其中 ｘ∈Ｚꎬ ｋ∈Ｎ＋ꎮ
文中未说明的符号和术语见文献[１]ꎮ

图的距离染色是由 Ｋｒａｍｅｒ 等[２￣３]提出的ꎬ它在信道分配、寄存器分配、稀疏雅可比矩阵和 Ｈｅｓｓｉａｎ 矩阵

高效计算等方面都有重要的应用[４￣６]ꎮ 图 Ｇ 的 ｋ￣距离染色是指 Ｇ 中距离不超过 ｋ 的顶点分配不同的颜色的

顶点染色ꎮ 称 Ｇ 的 ｋ￣距离染色所用最少的颜色数为 Ｇ 的 ｋ￣距离色数ꎬ并记为 χｋ(Ｇ)ꎮ 显然ꎬ当 ｋ ＝ １ 时ꎬ
χ１(Ｇ)表示 Ｇ 的色数ꎬ也记为 χ(Ｇ)ꎮ 文献[２￣３]还给出了图 Ｇ 的 ｋ￣距离色数与色数之间的关系: χｋ(Ｇ)＝
χ(Ｇｋ)ꎬ其中 Ｇｋ 是通过连接 Ｇ 中距离不超过 ｋ 的顶点得到的图ꎬ称它为 Ｇ 的 ｋ 次方图ꎮ
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　 　 Ｍｉａｏ 等[７]给出了最大度为 Δ 的图 Ｇ 的 ｋ￣距离色数的一个可达上界: χｋ(Ｇ)≤Δ (Δ－１) ｋ－１
Δ－２

ꎮ Ｓｈａｈｅｅｎ

等[８]得到了某些类型广义 Ｐｅｔｅｒｓｅｎ 图 Ｐ(ｎꎬｋ)的色数与 ２￣距离色数ꎬ其中 ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ ｎ≥３ꎮ Ｆｅｒｔｉｎ 等[９] 确定

了平方格(即 ２ 个路的笛卡尔积[１])Ｐｍ□Ｐｎ 在 ｍꎬｎ 充分大情况下的 ｋ￣距离色数ꎮ Ｊａｃｋｏ 等[１０]给出了六角形

格的 ｋ￣距离色数ꎬ其中六角形格是由平方格删去特定的一些边得到的ꎮ Ｋｉｍ 等[１１]研究了路和圈与两个圈的

直积[１２]的 ２￣距离染色ꎬ得到了顶点数足够多条件下相应的距离色数ꎮ 本文主要研究路的半强积[１２] 与强

积[１２]的 ｋ￣距离染色ꎬ其中 ｋ∈Ｚ 且 ｋ≥２ꎮ
２ 个简单图 Ｇ 与 Ｈ 的半强积 Ｇ􀅰Ｈ 是具有顶点集 Ｖ(Ｇ)×Ｖ(Ｈ)的简单图ꎬ其中 ２ 个顶点(ｕꎬｖ)与(ｕ′ꎬｖ′)

相邻当且仅当 ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ)且 ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)ꎬ或 ｕ＝ｕ′且 ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)ꎮ ２ 个简单图 Ｇ 与 Ｈ 的强积 Ｇ Ｈ 是具有

顶点集 Ｖ(Ｇ)×Ｖ(Ｈ)的简单图ꎬ其中 ２ 个顶点(ｕꎬｖ)与(ｕ′ꎬｖ′)相邻当且仅当 ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ)且 ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)ꎬ或
ｕ＝ｕ′且 ｖｖ′∈Ｅ(Ｈ)ꎬ或 ｖ＝ ｖ′且 ｕｕ′∈Ｅ(Ｇ)ꎮ

由图的半强积的定义可知ꎬ若 Δ(Ｇ)≠Δ(Ｈ)ꎬ则 Δ(Ｇ􀅰Ｈ)≠Δ(Ｈ􀅰Ｇ)ꎬ于是ꎬＧ􀅰Ｈ≇Ｈ􀅰Ｇꎬ即图的半强积

作为图的运算不具有交换律ꎮ 另外ꎬ即使满足 Δ(Ｇ)＝ Δ(Ｈ)ꎬ也未必有 Ｇ􀅰Ｈ≅Ｈ􀅰Ｇ 成立ꎮ例如ꎬ对任意 ２ 个

不同的整数 ｎꎬｍ≥４ꎬ２ 个路 Ｐｍ 与 Ｐｎ 的半强积不具有交换律ꎬ因为 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 与 Ｐｎ􀅰Ｐｍ 的３度点的个数分别为

２(ｍ－２)与 ２(ｎ－２)ꎮ 由图的强积的定义可知ꎬ图的强积具有交换律ꎬ即 Ｇ Ｈ≅Ｈ Ｇꎮ

１　 主要结果及其证明

设 Ｐｍ ＝ｕ０ꎬｕ１ꎬ􀆺ꎬｕｍ－１ 与 Ｐｎ ＝ ｖ０ꎬｖ１ꎬ􀆺ꎬｖｎ－１ 分别为 ｍ 阶与 ｎ 阶的路ꎬ其中 ｍꎬｎ≥２ꎮ 为叙述方便ꎬ将
Ｖ(Ｐｍ)×Ｖ(Ｐｎ)中的顶点(ｕｙꎬｖｘ)记为(ｘꎬｙ)ꎬ其中 ｘ＝０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎬ ｙ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎮ 设 ｗ＝(ｘꎬｙ)ꎬ ｗ′＝(ｘ±ｓꎬ
ｙ±ｔ)为 Ｖ(Ｐｍ)×Ｖ(Ｐｎ)中两个顶点ꎬ其中 ｓꎬｔ 为非负整数ꎮ 易知ꎬ在 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 中ꎬ当 ｔ≤ｓ 时ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｓꎻ当 ｔ>ｓ
且 ｓ＋ｔ 为偶数时ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｔꎻ当 ｔ>ｓ 且 ｓ＋ｔ 为奇数时ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｔ＋１ꎮ 在 Ｐｍ Ｐｎ 中ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｍａｘ{ｓꎬｔ}ꎮ

为研究 ２ 个路的半强积的 ｋ￣距离染色ꎬ首先给出以下引理ꎮ
引理 １　 对任意不小于 ２ 的偶数 ｋ 与奇数 ｌꎬ有 χｋ(Ｐｋ＋１􀅰Ｐ ｌ)≥ｋ{ｍｉｎ{ ｌꎬｋ＋１}}＋１ꎮ
证明　 记 λ＝ｍｉｎ{ ｌꎬｋ＋１}ꎮ 显然ꎬλ 为奇数ꎮ 在 Ｐｋ＋１􀅰Ｐ ｌ 中ꎬ取 ２ 个顶点子集

Ｂ１ ＝{(ｘꎬｙ) ｜ ｘ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬλ－１ꎬ ｙ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎬ
Ｂ２ ＝{(ｘꎬｙ) ｜ ｘ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬλ－１ꎬ ｙ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ

并记 Ｘ＝Ｂ２－Ｂ１ꎬ Ｙ＝Ｂ１－Ｂ２ꎮ 显然ꎬ ｜Ｂ１ ｜ ＝ ｜Ｂ２ ｜ ＝λｋꎬ ｜ Ｂ１∩Ｂ２ ｜ ＝λ(ｋ－１)ꎬ且 ｜ Ｘ ｜ ＝ ｜ Ｙ ｜ ＝λꎮ 用 Ｈ 表示具有二

分类(ＸꎬＹ)的二部图ꎬ其中 Ｘ 中顶点与 Ｙ 中顶点相邻当且仅当它们在 Ｐｋ＋１􀅰Ｐ ｌ 中的距离超过 ｋꎮ
容易证明ꎬＢ ｉ 中任意 ２ 个顶点之间的距离不超过 ｋꎬ其中 ｉ ＝ １ꎬ２ꎮ 事实上ꎬ任取 Ｂ ｉ 的 ２ 个顶点 ｗ 与 ｗ′ꎬ

并假设 ｗ＝(ｘꎬｙ)ꎬ ｗ′＝(ｘ±ｓꎬｙ±ｔ)ꎬ其中 ｓꎬｔ 是不超过 Ｐｋ＋１􀅰Ｐ ｌ 直径的非负整数ꎮ显然ꎬｓ≤λ－１ꎬ ｔ≤ｋ－１ꎮ 当

ｔ≤ｓ时ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｓ≤λ－１≤ｋꎻ当 ｔ>ｓ 且 ｔ＋ｓ 为偶数时ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｔ≤ｋ－１<ｋꎻ当 ｔ>ｓ 且 ｔ＋ｓ 为奇数时ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝
ｔ＋１≤ｋꎮ

现在用反证法证明χｋ(Ｐｋ＋１􀅰Ｐ ｌ)≥λｋ＋１ꎮ 假设 χｋ(Ｐｋ＋１􀅰Ｐ ｌ)≤λｋꎬ并设 σ 是 Ｐｋ＋１􀅰Ｐ ｌ 的一个 ｋ￣距离染色ꎬ所
用颜色数为 λｋꎮ 用 Ｃσ( Ｓ) 表示顶点子集 Ｓ 中顶点在染色 σ 下所染颜色的集合ꎮ 显然ꎬ ｜ Ｃσ (Ｂ１ ) ｜ ＝
｜Ｃσ(Ｂ２) ｜ ＝λｋꎬ ｜Ｃσ(Ｂ１∩Ｂ２) ｜ ＝λ(ｋ－１)ꎮ 注意到ꎬＣσ(Ｂ１)＝ Ｃσ(Ｂ２)ꎬ以及 Ｃσ(Ｘ)＝ Ｃσ(Ｂ２) －Ｃσ(Ｂ１∩Ｂ２)ꎬ
Ｃσ(Ｙ)＝ Ｃσ(Ｂ１)－Ｃσ(Ｂ１∩Ｂ２)ꎬ所以ꎬＣσ(Ｘ)＝ Ｃσ(Ｙ)ꎬ且 ｜Ｃσ(Ｘ) ｜ ＝ ｜Ｘ ｜ ꎬ ｜Ｃσ(Ｙ) ｜ ＝ ｜ Ｙ ｜ ꎮ 因此ꎬＸ 中不同顶

点染不同的颜色ꎬ且对 Ｘ 中每一顶点ꎬＹ 中均存在唯一与该顶点染相同颜色的顶点ꎬ即这 ２ 个顶点在 Ｐｋ＋１􀅰Ｐ ｌ

中的距离超过 ｋꎬ所以它们在 Ｈ 中是相邻的ꎮ 这意味着ꎬＨ 中存在完美匹配ꎮ 另一方面ꎬ设

Ｓ＝ (２ｉꎬｋ) ｜ ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬλ
－１
２{ } ꎬ　 Ｔ＝ (２ｊꎬ０) ｜ ｊ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬλ

－１
２{ } ꎮ

显然ꎬＳ⊆Ｘꎬ Ｔ⊆Ｙꎬ且 ｜ Ｓ ｜ ＝ ｜Ｔ ｜ ＝λ
＋１
２

ꎮ 可以证明ꎬＳ 中顶点与 Ｔ 中顶点之间的距离均不超过 ｋꎮ 事实上ꎬ任取

２ 个顶点 ｗ＝(２ｉꎬｋ)∈Ｓꎬ ｗ′＝(２ｊꎬ０)∈Ｔꎮ 不妨假设ꎬ２ｉ ＝ ２ｊ±ｓꎬ ｔ ＝ ｋꎬ其中 ｓ 为不超过 Ｐｋ＋１􀅰Ｐ ｌ 直径的非负偶

数ꎮ显然ꎬｓ≤λ－１≤ｋꎮ 当 ｓ＝ｋ 即 ｔ＝ｓ 时ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｓ＝ｋꎮ 当 ｓ<ｋ 即 ｔ>ｓ 时ꎬ因 ｔ＋ｓ 为偶数ꎬ所以 ｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｔ＝ｋꎮ
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因 Ｓ 中顶点与 Ｔ 中顶点之间的距离均不超过 ｋꎬ所以在 Ｈ 中ꎬＳ 的顶点在 Ｙ 中邻点构成的集合 ＮＨ(Ｓ)是

Ｙ－Ｔ 的子集ꎬ即 ＮＨ(Ｓ)⊆Ｙ－Ｔꎮ 而 ｜Ｙ－Ｔ ｜ ＝λ－λ
＋１
２

＝λ－１
２

ꎬ则 ｜ＮＨ(Ｓ) ｜≤λ－１
２

<λ
＋１
２

＝ ｜ Ｓ ｜ ꎮ 根据 Ｈａｌｌ 定理[１]ꎬＨ

中不存在完美匹配ꎬ产生矛盾ꎮ 因此ꎬ χｋ(Ｐｋ＋１􀅰Ｐ ｌ)≥λｋ＋１ꎬ即引理结论成立ꎮ
在 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 中ꎬ当 ｋ≥ｍａｘ{ｍꎬｎ}时ꎬＰｍ􀅰Ｐｎ 中任意２个顶点之间的距离均不超过 ｋꎮ 又因 ｜Ｖ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ) ｜ ＝ｍｎꎬ

所以 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ ) ＝ ｍｎꎬ这个结果是平凡的ꎮ 下面假设 ｋ <ｍａｘ {ｍꎬ ｎ}ꎬ于是ꎬ要么 ｋ <ｍｉｎ {ｍꎬ ｎ}ꎬ要么

ｍｉｎ{ｍꎬｎ}≤ｋ<ｍａｘ{ｍꎬｎ}ꎮ 需要注意的是ꎬ第二个不等式意味着 ｍ≠ｎꎮ 当 ｍ <ｎ 时ꎬｍｉｎ {ｍꎬｎ} ≤ ｋ <
ｍａｘ{ｍꎬｎ}可写成 ｍ≤ｋ<ｎꎻ当 ｍ>ｎ 时ꎬｍｉｎ{ｍꎬｎ}≤ｋ<ｍａｘ{ｍꎬｎ}可写成 ｎ≤ｋ<ｍꎮ

关于 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的 ｋ￣距离色数有以下定理ꎮ
定理 １　 设 ｍꎬｎꎬｋ∈Ｚ 且 ｍꎬｎꎬｋ≥２ꎬ其中 ｋ<ｍｉｎ{ｍꎬｎ}ꎮ 若 ｋ 为奇数ꎬ则 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)＝ ｋ(ｋ＋１)ꎻ否则ꎬ

χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)＝ ｋ(ｋ＋１)＋１ꎮ
证明　 分以下 ２ 种情况证明ꎮ
情况 １　 ｋ 为奇数ꎮ 因 ｋ<ｍｉｎ{ｍꎬｎ}ꎬ所以可取 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个顶点子集

Ｂ１ ＝{(ｘꎬｙ) ｜ ｘ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋꎬ ｙ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎮ
容易证明 Ｂ１ 中任意 ２ 个顶点之间的距离不超过 ｋꎮ 事实上ꎬ任取 ２ 个顶点 ｗꎬｗ′∈Ｂ１ꎬ不妨假设ꎬｗ＝ (ｘꎬｙ)ꎬ
ｗ′＝(ｘ±ｓꎬｙ±ｔ)ꎬ其中 ｓꎬｔ≥０ꎮ 显然ꎬｓ≤ｋꎬ ｔ≤ｋ－１ꎮ 当 ｔ≤ｓ 时ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｓ≤ｋꎻ当 ｔ>ｓ 时ꎬｄ(ｗꎬｗ′)≤ｔ＋１≤ｋꎮ
又因 ｜Ｂ１ ｜ ＝ ｋ(ｋ＋１)ꎬ所以 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≥ｋ(ｋ＋１)ꎮ

为证明 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｋ(ｋ＋１)ꎬ现构造 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个染色 σ:设颜色集合为{(ｐꎬｑ) ｜ ｐ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋꎬ ｑ ＝ ０ꎬ
１ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎬ并对每一顶点(ｘꎬｙ)∈Ｖ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)用颜色((ｘ) ｋ＋１ꎬ(ｙ) ｋ)染顶点(ｘꎬｙ)ꎬ即 σ(ｘꎬｙ) ＝ (( ｘ) ｋ＋１ꎬ
(ｙ) ｋ)ꎮ 显然ꎬ染色 σ 所用颜色数为 ｋ(ｋ＋１)ꎮ

现验证 σ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ任取 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的２个顶点 ｗ ＝ (ｘꎬｙ)ꎬ ｗ′ ＝ ( ｘ±ｓꎬｙ± ｔ)ꎬ使得 １≤
ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋꎬ其中 ｓꎬ ｔ≥０ꎮ 显然ꎬｓꎬ ｔ≤ｋ 且 ｓ＋ ｔ≠０ꎮ 假设 σ(ｗ) ＝ σ(ｗ′)ꎬ则( ｘ) ｋ＋１ ＝ ( ｘ± ｓ) ｋ＋１ 且( ｙ) ｋ ＝
(ｙ±ｔ) ｋꎮ 于是ꎬ(±ｓ) ｋ＋１ ＝ ０ 且(±ｔ) ｋ ＝ ０ꎮ 而 ０≤ｓꎬ ｔ≤ｋ 及 ｓ＋ｔ≠０ꎬ所以 ｓ ＝ ０ 且 ｔ ＝ ｋꎮ 又因为 ｋ 为奇数ꎬ所以

ｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｔ＋１＝ ｋ＋１ꎬ这与 ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋ 矛盾ꎮ 因此ꎬσ(ｗ)≠σ(ｗ′)ꎬ即 σ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ故有

χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｋ(ｋ＋１)ꎮ
情况 ２　 ｋ 为偶数ꎮ 记 ｒ＝ ｋ(ｋ＋１)＋１ꎮ 取 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个顶点子集

Ｂ２ ＝{(ｘꎬｙ) ｜ ｘ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋꎬ ｙ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎮ
显然ꎬＢ２ 在 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 中的导出子图同构于 Ｐｋ＋１􀅰Ｐｋ＋１ꎮ 因为 ｋ 为偶数ꎬ根据引理 １ꎬ可知 χｋ(Ｐｋ＋１􀅰Ｐｋ＋１)≥ｒꎬ因此

χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≥χｋ(Ｐｋ＋１􀅰Ｐｋ＋１)≥ｒꎮ
为证明 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｒꎬ现构造 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个染色 σ:设颜色集合为{ｐ ｜ ｐ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｒ－１}ꎬ并对每一顶点

(ｘꎬｙ)∈Ｖ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)用颜色(ｘ＋(ｋ＋１)ｙ) ｒ 染顶点(ｘꎬｙ)ꎬ即 σ(ｘꎬｙ)＝ (ｘ＋(ｋ＋１)ｙ) ｒꎮ 显然ꎬ染色 σ 所用颜色数

为 ｒꎮ 下面验证 σ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ
任取 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的２个顶点 ｗ＝(ｘꎬｙ)ꎬ ｗ′＝(ｘ±ｓꎬｙ±ｔ)ꎬ使得 １≤ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋꎬ其中 ｓꎬｔ≥０ꎮ 显然ꎬｓꎬｔ≤ｋ 且

ｓ＋ｔ≠０ꎮ 假设 σ(ｗ)＝ σ(ｗ′)ꎬ则(±ｓ±(ｋ＋１)ｔ) ｒ ＝０ꎬ即((ｋ＋１)ｔ＋ｓ) ｒ ＝０ 或((ｋ＋１)ｔ－ｓ) ｒ ＝０ꎮ
若((ｋ＋１) ｔ＋ｓ) ｒ ＝ ０ꎬ则(ｋ＋１) ｔ＋ｓ ＝ αｒꎬ其中 α 为非负整数ꎮ 当 α≥２ 时ꎬ( ｋ＋１) ｔ＋ｓ≥２ｋ( ｋ＋１) ＋２ꎬ而

(ｋ＋１) ｔ＋ｓ≤ｋ(ｋ＋２)<２ｋ(ｋ＋１)＋２ꎬ这是不可能的ꎮ 又因 ｓ＋ｔ≠０ꎬ所以 α≠０ꎮ 于是ꎬ(ｋ＋１) ｔ＋ｓ＝ ｋ(ｋ＋１) ＋１ꎬ即
ｓ－１＝(ｋ＋１)(ｋ－ｔ)ꎮ 由 ｋ－ｔ≥０ 可知ꎬｓ－１≥０ꎮ 又因 ｓ－１<ｋ＋１ꎬ所以ꎬｓ ＝ １ꎬ ｔ ＝ ｋꎮ 因为ꎬｔ ＝ ｋ>１ ＝ ｓ 且 ｔ＋ｓ ＝ ｋ＋１
为奇数ꎬ所以 ｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｔ＋１＝ ｋ＋１ꎮ 这与 ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋ 矛盾ꎮ 因此当(ｓ＋(ｋ＋１) ｔ) ｒ ＝ ０ 时ꎬσ(ｗ)≠σ(ｗ′)ꎮ

若((ｋ＋１) ｔ－ｓ) ｒ ＝ ０ꎬ则(ｋ＋１) ｔ－ｓ ＝ αｒꎬ其中 α 为非负整数ꎮ 当 α≥２ 时ꎬ( ｋ＋１) ｔ－ｓ≥２ｋ( ｋ＋１) ＋２ꎬ而
(ｋ＋１) ｔ－ｓ≤(ｋ＋１) ｔ＋ｓ≤ｋ(ｋ＋２) <２ｋ(ｋ＋１) ＋２ꎬ这是不可能的ꎮ 因此ꎬα ＝ ０ 或 １ꎮ 当 α ＝ ０ 时ꎬ(ｋ＋１) ｔ－ｓ ＝ ０ꎮ
而 ｓ≤ｋꎬ所以 ｓ＝ ０ 且 ｔ＝ ０ꎬ即 ｄ(ｗꎬｗ′)＝ ０ꎬ这与 ｄ(ｗꎬｗ′)≥１ 矛盾ꎮ 当 α ＝ １ 时ꎬ(ｋ＋１) ｔ－ｓ ＝ ｋ(ｋ＋１) ＋１ꎮ 显

然ꎬｋ＋１ 能整除 ｓ＋１ꎬ而 ０≤ｓ≤ｋꎬ所以 ｓ＝ ｋꎮ 进而可得ꎬｔ＝ ｋ＋１ꎬ这与 ｔ≤ｋ 矛盾ꎮ 因此ꎬ当((ｋ＋１) ｔ－ｓ) ｒ ＝ ０ 时ꎬ
σ(ｗ)≠σ(ｗ′)ꎮ

由以上分析ꎬσ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ 因此ꎬ χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｋ(ｋ＋１)＋１ꎮ
定理 ２　 设 ｍꎬｎꎬｋ∈Ｚ 且 ｍꎬｎꎬｋ≥２ꎬ其中 ｍ≤ｋ<ｎꎮ 则 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)＝ ｍ(ｋ＋１)ꎮ
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证明　 因 ｍ≤ｋ<ｎꎬ所以可取 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个顶点子集

Ｂ＝{(ｘꎬｙ) ｜ ｘ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋꎬ ｙ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１}ꎮ
类似于定理 １ 的证明中情况 １ 的讨论ꎬＢ 中任意 ２ 个顶点之间的距离不超过 ｋꎮ 又因 ｜ Ｂ ｜ ＝ｍ(ｋ＋１)ꎬ所

以 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≥ｍ( ｋ＋ １)ꎮ 为证明 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｍ(ｋ＋１)ꎬ现构造 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个染色 σ:设颜色集合为

{(ｐꎬｑ) ｜ｐ＝０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋꎬ ｑ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１}ꎬ并对每一顶点(ｘꎬｙ)∈Ｖ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)用颜色((ｘ) ｋ＋１ꎬｙ)染顶点(ｘꎬｙ)ꎬ
即 σ(ｘꎬｙ)＝ ((ｘ) ｋ＋１ꎬｙ)ꎮ 显然ꎬ染色 σ 所用颜色数为 ｍ(ｋ＋１)ꎮ 下面验证 σ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ

任取 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的２个顶点 ｗ＝(ｘꎬｙ)ꎬ ｗ′＝(ｘ±ｓꎬｙ±ｔ)ꎬ使得 １≤ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋꎬ其中 ｓꎬｔ≥０ꎮ 显然ꎬｓ≤ｋꎬ ｔ≤
ｍ－１ 且 ｓ＋ｔ≠０ꎮ 假设 σ(ｗ)＝ σ(ｗ′)ꎬ则(ｘ) ｋ＋１ ＝ (ｘ±ｓ) ｋ＋１且 ｔ ＝ ０ꎮ 由前式可得ꎬ( ±ｓ) ｋ＋１ ＝ ０ꎬ即 ｓ ＝ ０ꎮ 于是ꎬ
ｄ(ｗꎬｗ′)＝ ０ꎬ这与 ｄ(ｗꎬｗ′)≥１ 矛盾ꎮ 因此ꎬσ(ｗ) ≠σ(ｗ′)ꎬ即 σ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ故有

χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｍ(ｋ＋１)ꎮ
定理 ３　 设 ｍꎬｎꎬｋ∈Ｚ 且 ｍꎬｎꎬｋ≥２ꎬ其中 ｎ≤ｋ<ｍꎮ 若 ｎ 为偶数或 ｋ 为奇数ꎬ则 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)＝ ｎｋꎻ否则ꎬ

χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)＝ ｎｋ＋１ꎮ
证明　 分以下 ２ 种情况证明ꎮ
情况 １　 ｎ 为偶数或 ｋ 为奇数ꎮ 取 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个顶点子集

Ｂ１ ＝{(ｘꎬｙ) ｜ ｘ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎬ ｙ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎮ
显然ꎬＢ１ 中任意 ２ 个顶点之间的距离不超过 ｋꎮ 又因 ｜Ｂ１ ｜ ＝ｎｋꎬ所以 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≥ｎｋꎮ 为证明 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｎｋꎬ
仅需构造 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ设颜色集合为{(ｐꎬｑ) ｜ ｐ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎬ ｑ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋ－１}ꎬ下面分 ２ 种子

情况构造所需 ｋ￣距离染色 σꎮ

情况 １.１　 ｋꎬｎ 均为偶数ꎮ 对每一顶点(ｘꎬｙ)∈Ｖ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)用颜色 ｘ＋⌊ ｙ
ｋ 」æ
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÷ 染顶点(ｘꎬｙ)ꎬ即

σ(ｘꎬｙ)＝ ｘ＋⌊ ｙ
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÷ ꎮ 显然ꎬ染色 σ 所用颜色数为 ｎｋꎮ 下面验证 σ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ

任取 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的２个顶点 ｗ＝(ｘꎬｙ)ꎬ ｗ′＝(ｘ±ｓꎬｙ±ｔ)ꎬ使得 １≤ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋꎬ其中 ｓꎬｔ≥０ꎮ 显然ꎬｓ≤ｎ－１ꎬ

ｔ≤ｋ且 ｓ＋ｔ≠０ꎮ 假设 σ(ｗ)＝ σ(ｗ′)ꎬ则 ｘ＋⌊ ｙ
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＝ ｘ±ｓ＋⌊ｙ±ｔｋ 」æ
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ｎ
ꎬ且(±ｔ) ｋ ＝ ０ꎮ 由后一式可知ꎬｔ＝ ０ 或ｔ＝ ｋꎮ

当 ｔ＝ ０ 时ꎬ由前一式可知ꎬ(±ｓ) ｎ ＝ ０ꎬ而 ｓ≤ｎ－１ꎬ所以 ｓ＝ ０ꎬ于是 ｄ(ｗꎬｗ′)＝ ０ꎬ这与 ｄ(ｗꎬｗ′)≥１ 矛盾ꎮ 当ｔ＝ ｋ
时ꎬ因 ｋ>ｎ－１≥ｓꎬ所以 ｔ>ｓꎮ 此时ꎬｓ＋ｔ 必为偶数ꎬ否则ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｔ＋１ ＝ ｋ＋１ꎬ这与 ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋ 矛盾ꎮ 又因 ｋ

为偶数ꎬ所以 ｓ 也为偶数ꎮ 另一方面ꎬ因 ｔ＝ ｋꎬ所以由 ⌊ ｙ
ｋ 」æ
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＝ ⌊ｙ±ｔｋ 」±ｓæ
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ｎ
可知ꎬ(±ｓ±１) ｎ ＝ ０ꎮ 于是ꎬｓ＝ １ 或

ｓ＝ｎ－１ꎬ显然它们都是奇数ꎬ这与 ｓ 是偶数矛盾ꎮ 因此ꎬσ(ｗ)≠σ(ｗ′)ꎮ 故 σ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎬ
即 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｎｋꎮ

情况 １.２　 ｋ 为奇数ꎮ 对每一顶点( ｘꎬｙ)∈Ｖ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)用颜色( ｘꎬ( ｙ) ｋ)染顶点( ｘꎬｙ)ꎬ即 σ( ｘꎬｙ) ＝
(ｘꎬ(ｙ) ｋ)ꎮ 显然ꎬ染色 σ 所用颜色数为 ｎｋꎮ 下面验证 σ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ

任取 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的２个顶点 ｗ＝(ｘꎬｙ)ꎬ ｗ′＝(ｘ±ｓꎬｙ±ｔ)ꎬ使得 １≤ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋꎬ其中 ｓꎬｔ≥０ꎮ 显然ꎬｓ≤ｎ－１ꎬ
ｔ≤ｋ且 ｓ＋ｔ≠０ꎮ 假设 σ(ｗ)＝ σ(ｗ′)ꎬ则 ｓ＝ ０ 且(ｙ) ｋ ＝ (ｙ±ｔ) ｋꎮ 由后一式可得ꎬ(±ｔ) ｋ ＝ ０ꎬ即 ｔ ＝ ０ 或 ｔ ＝ ｋꎮ 又

因 ｓ＝０ 及 ｓ＋ｔ≠０ꎬ所以 ｔ＝ｋꎮ 此时ꎬ因 ｔ＝ｋ>０＝ ｓ 及 ｓ＋ｔ ＝ ｋ 为奇数ꎬ所以 ｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｔ＋１＝ ｋ＋１ꎬ这与ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋ
矛盾ꎮ 因此ꎬσ(ｗ)≠σ(ｗ′)ꎮ 故 σ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎬ即 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｎｋꎮ

情况 ２　 ｎ 为奇数且 ｋ 为偶数ꎮ 记 ｒ＝ｎｋ＋１ꎮ 在引理 １ 中ꎬ取 ｌ＝ｎꎬ因 ｎ≤ｋ<ｋ＋１ꎬ由引理 １ 可知ꎬ χｋ(Ｐｋ＋１􀅰
Ｐｎ)≥ｒꎮ 又因 ｋ<ｍꎬ所以ꎬχｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≥χｋ(Ｐｋ＋１􀅰Ｐｎ)≥ｒꎮ 为证明 χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｒꎬ现在构造 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距
离染色 σ:设颜色集合为{ｐ ｜ ｐ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｒ－１}ꎬ并对每一顶点( ｘꎬｙ)∈Ｖ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)用颜色( ｘ＋ｎｙ) ｒ 染顶点

(ｘꎬｙ)ꎬ即 σ(ｘꎬｙ)＝ (ｘ＋ｎｙ) ｒꎮ 显然ꎬ染色 σ 所用颜色数为 ｒꎮ 下面验证 σ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ
任取 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的２个顶点 ｗ＝(ｘꎬｙ)ꎬ ｗ′＝(ｘ±ｓꎬｙ±ｔ)ꎬ使得 １≤ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋꎬ其中 ｓꎬｔ≥０ꎮ 显然ꎬｓ≤ｎ－１ꎬ

ｔ≤ｋꎬ且 ｓ＋ｔ≠０ꎮ 假设 σ(ｗ)＝ σ(ｗ′)ꎬ则(ｘ＋ｎｙ) ｒ ＝ (ｘ±ｓ＋ｎ(ｙ± ｔ)) ｒꎮ 于是ꎬ( ±ｎｔ±ｓ) ｒ ＝ ０ꎬ即(ｎｔ＋ｓ) ｒ ＝ ０ 或

(ｎｔ－ｓ) ｒ ＝ ０ꎮ
若(ｎｔ＋ｓ) ｒ ＝ ０ꎬ则 ｎｔ＋ｓ＝αｒꎬ其中 α 为非负整数ꎮ 当 α≥２ 时ꎬｎｔ＋ｓ≥２ｎｋ＋２ꎬ而 ｎｔ＋ｓ≤ｎｋ＋ｎ－１<２ｎｋ＋２ꎬ这
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是不可能的ꎮ 又因 ｓ＋ｔ≠０ꎬ所以 α≠０ꎮ 因此ꎬα ＝ １ꎬ于是ꎬｎｔ＋ｓ ＝ ｎｋ＋１ꎬ即 ｓ－１ ＝ ｎ( ｋ－ ｔ)ꎮ 由 ｋ－ ｔ≥０ 可知ꎬ
ｓ－１≥０ꎬ而 ｓ－１<ｎꎬ所以ꎬｓ＝ １ꎬ ｔ＝ ｋꎮ 因为ꎬｔ ＝ ｋ>１ ＝ ｓ 且 ｔ＋ｓ ＝ ｋ＋１ 为奇数ꎬ所以 ｄ(ｗꎬｗ′)＝ ｔ＋１ ＝ ｋ＋１ꎬ这与

ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋ矛盾ꎮ 因此ꎬ当(ｎｔ＋ｓ) ｒ ＝ ０ 时ꎬσ(ｗ)≠σ(ｗ′)ꎮ
若(ｎｔ－ｓ) ｒ ＝ ０ꎬ则 ｎｔ－ｓ ＝αｒꎬ其中 α 为非负整数ꎮ 显然ꎬα≠０ꎬ因为 ｓ＋ｔ≠０ꎮ 容易得到ꎬα≠１ꎬ否则ꎬ产生

矛盾:ｎｋ＋１＝ｎｔ－ｓ≤ｎｔ≤ｎｋꎮ 因此ꎬα≥２ꎮ 故有ꎬｎｔ－ｓ≥２ｎｋ＋２ꎬ而 ｎｔ－ｓ≤ｎｔ＋ｓ≤ｎｋ＋ｎ－１<２ｎｋ＋２ꎬ这是不可能

的ꎮ 因此ꎬ当(ｎｔ－ｓ) ｒ ＝ ０ 时ꎬσ(ｗ)≠σ(ｗ′)ꎮ
由以上分析可知ꎬσ 是 Ｐｍ􀅰Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ因此ꎬ χｋ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)≤ｎｋ＋１ꎮ
最后ꎬ研究 ２ 个路的强积 Ｐｍ Ｐｎ 的 ｋ￣距离染色ꎮ 由于图的强积满足交换律ꎬ不妨假设 ｍ≤ｎꎮ 当 ｋ≥ｎ

时ꎬＰｍ Ｐｎ 中任意 ２ 个顶点之间的距离都不超过 ｋꎬ所以ꎬ χｋ(Ｐｍ Ｐｎ)＝ ｜ Ｖ(Ｐｍ Ｐｎ) ｜ ＝ｍｎꎮ 下面仅讨论

ｋ<ｎ的情况ꎮ
定理 ４　 设 ｍꎬｎꎬｋ∈Ｚ 且 ｍꎬｎꎬｋ≥２ꎬ其中 ｍ≤ｎꎬ ｋ<ｎꎮ 若 ｋ<ｍꎬ则 χｋ(Ｐｍ Ｐｎ) ＝ ( ｋ＋ １) ２ꎻ否则ꎬ

χｋ(Ｐｍ Ｐｎ)＝ ｍ(ｋ＋１)ꎮ
证明　 分以下 ２ 种情况证明ꎮ
情况 １　 ｋ<ｍꎮ 此时ꎬｋ≤ｍ－１ꎬ ｋ≤ｎ－１ꎮ 记 ｒ＝(ｋ＋１) ２ꎮ 取 Ｐｍ Ｐｎ 的一个顶点子集

Ｂ１ ＝{(ｘꎬｙ) ｜ ｘ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋꎬ ｙ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎮ
显然ꎬＢ１ 中任意 ２ 个顶点之间的距离不超过 ｋꎬ且 ｜Ｂ１ ｜ ＝ ｒꎬ故有 χｋ(Ｐｍ Ｐｎ)≥ｒꎮ

为证明 χｋ(Ｐｍ Ｐｎ)≤ｒꎬ现构造 Ｐｍ Ｐｎ 的一个染色 σ:设颜色集合为{ｐ ｜ ｐ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｒ－１}ꎬ并对每一顶

点(ｘꎬｙ)∈Ｖ(Ｐｍ􀅰Ｐｎ)用颜色(ｘ＋(ｋ＋１)ｙ) ｒ 染顶点(ｘꎬｙ)ꎬ即 σ(ｘꎬｙ)＝ (ｘ＋(ｋ＋１)ｙ) ｒꎮ 显然ꎬ染色 σ 所用颜色

数为 ｒꎮ
现验证 σ 是 Ｐｍ Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ 任取 Ｐｍ Ｐｎ 的 ２ 个顶点 ｗ＝(ｘꎬｙ)ꎬ ｗ′＝(ｘ±ｓꎬｙ±ｔ)ꎬ使得 １≤

ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋꎬ其中 ｓꎬｔ≥０ꎮ 显然ꎬｓꎬｔ≤ｋ 且 ｓ＋ｔ≠０ꎮ 假设 σ(ｗ)＝ σ(ｗ′)ꎬ则(ｘ＋(ｋ＋１)ｙ)ｒ ＝(ｘ±ｓ＋(ｋ＋１)(ｙ±ｔ))ｒꎮ
于是ꎬ(±ｔ(ｋ＋１)±ｓ) ｒ ＝ ０ꎬ该式等价于( ｔ(ｋ＋１) ±ｓ) ｒ ＝ ０ꎮ 于是ꎬｔ(ｋ＋１) ±ｓ ＝ αｒꎬ其中 α 为非负整数ꎮ 当 α≥２
时ꎬｔ(ｋ＋１)±ｓ≥２(ｋ＋１) ２ꎬ而 ｔ(ｋ＋１) ±ｓ≤ｔ(ｋ＋１) ＋ｓ≤ｋ(ｋ＋２) <２(ｋ＋１) ２ꎬ这是不可能的ꎮ 又因 ｓ＋ｔ≠０ꎬ所以

α≠０ꎮ 因此ꎬα＝ １ꎬ进而 ｔ(ｋ＋１)±ｓ＝(ｋ＋１) ２ꎬ这意味着ꎬｋ＋１ 能整除 ｓꎮ 而 ｓ≤ｋꎬ所以 ｓ＝ ０ꎮ 由此可知ꎬｔ＝ ｋ＋１ꎬ
这与 ｔ≤ｋ 矛盾ꎮ 因此ꎬσ(ｗ)≠σ(ｗ′)ꎮ 故 σ 是 Ｐｍ Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎬ即 χｋ(Ｐｍ Ｐｎ)≤(ｋ＋１) ２ꎮ

情况 ２　 ｋ≥ｍꎮ 此时ꎬｋ－１≥ｍ－１ꎬ ｋ≤ｎ－１ꎮ 取 Ｐｍ Ｐｎ 的一个顶点子集

Ｂ２ ＝{(ｘꎬｙ) ｜ ｘ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋꎬ ｙ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１}ꎮ
显然ꎬＢ２ 中任意 ２ 个顶点之间的距离不超过 ｋꎬ且 ｜Ｂ２ ｜ ＝ｍ(ｋ＋１)ꎬ故有 χｋ(Ｐｍ Ｐｎ)≥ｍ(ｋ＋１)ꎮ

为证明 χｋ(Ｐｍ Ｐｎ)≤ｍ(ｋ＋１)ꎬ现构造 Ｐｍ Ｐｎ 的一个染色 σ:设颜色集合为{(ｐꎬｑ) ｜ ｐ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｋꎬ ｑ＝
０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ － １}ꎬ并对每一顶点 ( ｘꎬ ｙ) ∈Ｖ (Ｐｍ Ｐｎ )ꎬ用颜色 (( ｘ) ｋ＋１ꎬ ｙ) 染顶点 ( ｘꎬ ｙ)ꎬ即 σ ( ｘꎬ ｙ) ＝
((ｘ) ｋ＋１ꎬｙ)ꎮ 显然ꎬ染色 σ 所用颜色数为 ｍ(ｋ＋１)ꎮ

现验证 σ 是 Ｐｍ Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎮ 任取 Ｐｍ Ｐｎ 的 ２ 个顶点 ｗ ＝ (ｘꎬｙ)ꎬ ｗ′ ＝ (ｘ±ｓꎬｙ±ｔ)ꎬ使得

１≤ｄ(ｗꎬｗ′)≤ｋꎬ其中 ｓꎬｔ≥０ꎮ 显然ꎬｓ≤ｋꎬ ｔ≤ｍ－１ 且 ｓ＋ｔ≠０ꎮ 假设 σ(ｗ)＝ σ(ｗ′)ꎬ则(ｘ) ｋ＋１ ＝ (ｘ±ｓ) ｋ＋１且

ｔ＝ ０ꎮ 由前一式可知ꎬ(±ｓ) ｋ＋１ ＝ ０ꎮ 而 ０≤ｓ≤ｋꎬ所以 ｓ ＝ ０ꎮ 于是ꎬｄ(ｗꎬｗ′)＝ ０ꎬ这与 ｄ(ｗꎬｗ′)≥１ 矛盾ꎮ 因

此ꎬσ(ｗ)≠σ(ｗ′)ꎮ 故 σ 是 Ｐｍ Ｐｎ 的一个 ｋ￣距离染色ꎬ即 χｋ(Ｐｍ Ｐｎ)≤ｍ(ｋ＋１)ꎮ
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