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粘合中 Ａｂｅｌ 范畴的小有限维数

王茜１ꎬ２ꎬ姚海楼１∗
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摘要:令 Ａ 是 Ａｂｅｌ 范畴ꎬ在 Ａ 中引入 ＦＴ￣内射对象以及 ＦＴ￣内射维数ꎬ讨论 ＦＴ￣内射对象以及 ＦＴ￣内射维数的基本性质ꎮ 另

外ꎬ借助 ＦＴ￣内射维数ꎬ刻画 Ａ 的小有限维数 ｆＰＤＡꎬ并且在 Ａｂｅｌ 范畴的粘合中给出 ３ 个 Ａｂｅｌ 范畴的 ｆＰＤ 维数之间的大小

关系ꎮ
关键词:有限投射分解ꎻ小有限维数ꎻＦＴ￣内射对象ꎻ粘合

中图分类号:Ｏ１５４.２　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:王茜ꎬ姚海楼.粘合中 Ａｂｅｌ 范畴的小有限维数[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(１１):４２￣４７.

Ｓｍａｌｌ ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ Ａｂｅｌ ｃａｔｅｇｏｒｙ ｉｎ ａ ｒｅｃｏｌｌｅｍｅｎｔ

ＷＡＮＧ Ｘｉ１ꎬ２ꎬ ＹＡＯ Ｈａｉｌｏｕ１∗

(１. Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｂｅｉｊｉｎｇ １００１２４ꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ Ｓｉｃｈｕａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ａｒｔｓ ａｎｄ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ Ｄａｚｈｏｕ ６３５０００ꎬ Ｓｉｃｈｕａｎꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ Ａ ｂｅ ａｎ Ａｂｅｌ ｃａｔｅｇｏｒｙ. Ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｐｔ ｏｆ ＦＴ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｏｂｊｅｃｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ＦＴ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｒｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｉｎ Ａꎬ ａｎｄ
ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ＦＴ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｏｂｊｅｃｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ＦＴ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｒｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ. Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｌｙꎬ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ＦＴ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎꎬ ｔｈｅ ｓｍａｌｌ ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ Ａꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ａｓ ｆＰＤＡ ｉｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ. Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｓｍａｌｌ ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ ｄｉ￣
ｍｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ａｂｅｌ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ ｉｎ ａ ｒｅｃｏｌｌｅｍｅｎｔ ｉｓ ｅｘｐｌｏｒｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｆｉｎｉｔｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎꎻ ｓｍａｌｌ ｆｉｎｉｔｉｓｔｉｃ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎꎻ ＦＴ￣ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｏｂｊｅｃｔꎻ ｒｅｃｏｌｌｅｍｅｎｔ

０　 引言

为了刻画左 Ｎｏｅｔｈｅｒ 环ꎬＢａｓｓ[１]定义小有限维数ꎬ即有有限投射维数的有限生成 Ｒ￣模的投射维数的上确

界ꎮ 后来ꎬＧｌａｚ[２]又将环 Ｒ 的小有限维数 ｆＰＤＲ 定义为有有限投射分解的模的投射维数的上确界ꎬ即ｆＰＤＲ＝
ｓｕｐ{ｐｄｋＭ ｜Ｍ 有有限投射分解}ꎬ得到一个局部环 Ｒ 的小有限维数 ｆＰＤＲ ＝ ０ 的一个充分必要条件:若 Ｍ⊆Ｎ
是 ２ 个有限生成自由 Ｒ￣模ꎬ则 Ｎ / Ｍ 也是自由 Ｒ￣模ꎮ 孙小武[３]研究环 Ｒ 的 ＦＴ￣内射模ꎬ证明 ｆＰＤＲ≤ｎ 当且仅

当对任意的有有限投射分解的模 Ｍꎬ其 ＦＴ￣内射维数 ＦＴ￣ｉｄＲＭ≤ｎꎮ Ｚｈａｎｇ 等[４]研究交换环 Ｒ 的 ｆＰＤ 维数ꎬ证
明 ｆＰＤＲ≤１ 当且仅当 Ｒ 是 ＤＷ 环ꎮ Ｗａｎｇ 等[５]证明一般 Ｐｒüｆｅｒ 环 Ｒ 不满足ｆＰＤＲ≤１ꎬ也证明 ｆＰＤＲ ＝ ０ 当且

仅当 Ｒ 是拟完全环(即 Ｒ 的每个真理想都不是半正则的ꎬ具体定义和相关刻画见文献[６])ꎮ 本文将 Ｇｌａｚ[２]

和孙小武[３]的相关工作推广到 Ａｂｅｌ 范畴上ꎬ即定义一个有足够多投射对象的 Ａｂｅｌ 范畴 Ａ 的小有限维数ꎬ
并考虑小有限维数与 ＦＴ￣内射维数的关系ꎮ 随后又以 Ａｂｅｌ 范畴的粘合为工具开始探究不同 Ａｂｅｌ 范畴之间

小有限投射维数的关系ꎮ 证明在一个粘合 Ｒ(Ａ′ꎬＡꎬＡ″) 中ꎬ若范畴Ａꎬ Ａ′ 与 Ａ″都有足够多的 ＦＴ￣内射

对象ꎬ那么

(１) ｆＰＤＡ≤ＦＴ￣ｄｉｍＡ( ｉ∗Ａ′)＋ｆＰＤＡ″＋１ꎻ
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　 　 (２) ＦＴ￣ｄｉｍＡ( ｉ∗Ａ′)≤ｆＰＤＡ′＋ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗Ｔ) ｜Ｔ∈Ａ′是 ＦＴ￣内射对象}ꎻ
(３) ｆＰＤＡ″≤ｆＰＤＡ＋ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＡ″( ｊ∗Ｔ) ｜Ｔ∈Ａ 是 ＦＴ￣内射对象}ꎮ

此时ꎬ还有

ｆＰＤＡ≤ｆＰＤＡ′＋ｆＰＤＡ ″＋ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗Ｔ) ｜Ｔ∈Ａ′是 ＦＴ￣内射对象}＋１ꎮ
本文中的 Ａｂｅｌ 范畴始终有足够多投射对象和足够多内射对象并且保持无限直和ꎬＭ∈Ａ 表示 Ｍ 是范

畴 Ａ 中的一个对象ꎮ 关于 Ａｂｅｌ 范畴的相关内容可见文献[７￣９]ꎮ

１　 ｆＰＤ 维数与 ＦＴ￣内射维数

令 Ａ 是一个 Ａｂｅｌ 范畴ꎬ设 Ｐ∈Ａꎬ若对于任意的正合列 ０→Ｘ→Ｙ→Ｚ→０ꎬ都有 ０→ＨｏｍＡ(ＰꎬＸ)→
ＨｏｍＡ(ＰꎬＹ)→ＨｏｍＡ(ＰꎬＺ)→０ 是正合的ꎬ称 Ｐ 是 Ａ 中的投射对象ꎮ

设{Ｕｉ} ｉ 是Ａ 的一簇生成子ꎬ假设 ｆꎬｇ:Ｘ→Ｙ 是Ａ 中的两个不同的态射ꎬ则存在Ｕｉ 和态射 ｈ:Ｕｉ→Ｘꎬ使得

ｆ ｈ≠ｇｈꎮ 另外ꎬ如果存在满态射∏
ｊ∈Ｊ

Ｕｊ→Ｘ→０ꎬ其中 Ｊ 是有限集且Ｕｊ∈{Ｕｉ} ｉꎬ那么称 Ｘ 是 Ａ 中的有限生成对

象ꎮ
对于任意的 Ｍ∈Ａꎬ如果存在一个正合序列

０→Ｐｎ→Ｐｎ－１→􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Ｍ→０ꎬ
其中 Ｐ ｉ 是 Ａ 中的有限生成投射对象ꎬ则称 Ｍ 有有限投射分解ꎬ记为 Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎮ 定义 Ａ 的小有限维数

为 ＦＰＲ(Ａ)中对象的投射维数的上确界ꎬ记为 ｆＰＤＡꎬ即
ｆＰＤＡ＝ ｓｕｐ{ｐｄＡＭ ｜Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)}ꎮ

定义 １　 令 Ｅ∈Ａꎬ如果对于任意的 Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎬ都有 Ｅｘｔ１Ａ(ＭꎬＥ)＝ ０ꎬ称 Ｅ 是 ＦＴ￣内射对象ꎮ
注 １　 根据上述定义ꎬ显然有

(１) Ａ 中所有内射对象都是 ＦＴ￣内射对象ꎻ
(２) 设 ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０ 是 Ａ 中短正合列且 Ａ 与 Ｃ 都是 ＦＴ￣内射对象ꎬ则 Ｂ 也是 ＦＴ￣内射对象ꎻ
(３) 设{Ｅ ｉ} ｉ是 Ａ 中对象ꎬ则 Ｅ ｉ 是 ＦＴ￣内射对象当且仅当∏

ｉ
Ｅ ｉ 是 ＦＴ￣内射对象ꎮ

命题 １　 若 Ｅ∈Ａ 是 ＦＴ￣内射对象ꎬ则 ＥｘｔｉＡ(ＭꎬＥ)＝ ０ꎬ其中 Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎬ ｉ≥１ꎮ
证明　 因为 Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎬ所以存在正合列 ０→Ｐｎ→Ｐｎ－１→􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Ｍ→０ꎬ其中 Ｐ ｉ 是有限生成投

射对象ꎮ 令 Ｋ≅(Ｐ０→Ｍ)ꎬ则 Ｋ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎬ Ｅｘｔ２Ａ(ＭꎬＥ)≅Ｅｘｔ１Ａ(ＫꎬＥ)＝ ０ꎮ 重复此过程ꎬ 对于所有的 ｉ≥１ꎬ
都有 ＥｘｔｉＡ(ＭꎬＥ)＝ ０ 成立ꎮ

定义 ２　 令 Ｎ∈Ａꎬ Ｎ 的 ＦＴ￣内射维数是使得 Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＭꎬＮ)＝ ０ 成立的最小整数 ｎꎬ其中 Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎬ
记为 ＦＴ￣ｉｄＡＮ＝ｎꎮ 若不存在这样的整数 ｎꎬ就记 ＦＴ￣ｉｄＡＮ ＝ ∞ ꎮ 此外ꎬＡ 的整体 ＦＴ￣维数是 ＦＴ￣ｄｉｍ Ａ:＝
ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＡＮ ｜Ｎ∈Ａ}ꎮ

命题 ２　 对于 Ａｂｅｌ 范畴 Ａꎬ有 ｆＰＤＡ＝ＦＴ￣ｄｉｍＡꎮ
证明　 设 ＦＴ￣ｄｉｍＡ＝ ｎꎬ则对于任意的 Ｎ∈Ａꎬ Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎬ有 Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＭꎬＮ)＝ ０ꎬ所以 ｐｄＡＭ≤ｎꎬ即

ｆＰＤＡ≤ｎꎮ 反之ꎬ假设 ｆＰＤＡ＝ｎꎬ则对于任意的 Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎬ有 ｐｄＡＭ≤ｎꎮ 此时ꎬ对于任意的 Ｎ∈Ａꎬ有
Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＭꎬＮ)＝ ０ꎬ所以 ＦＴ￣ｉｄＡＮ≤ｎꎬ 即 ＦＴ￣ｄｉｍＡ≤ｎꎮ

命题 ３　 设 Ｘ∈Ａꎬ 则以下几条等价:
(１) ＦＴ￣ｉｄＡＸ≤ｎꎬ即对于任意的 Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎬ有 Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＭꎬＮ)＝ ０ꎻ
(２) 存在长正合列 ０→Ｘ→Ｅ０→Ｅ１→􀆺→Ｅｎ－１→Ｎ→０ꎬ其中 Ｅ０ꎬＥ１ꎬ􀆺ꎬＥｎ－１是 ＦＴ￣内射对象ꎬ则 Ｎ 是 ＦＴ￣内

射对象ꎻ
(３) 存在长正合列 ０→Ｘ→Ｅ０→Ｅ１→􀆺→Ｅｎ－１→Ｎ→０ꎬ其中 Ｅ０ꎬＥ１ꎬ􀆺ꎬＥｎ－１是内射对象ꎬ则 Ｎ 是 ＦＴ￣内射

对象ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎬ结合命题 １ꎬ由维数转换有 ０ ＝Ｅｘｔｎ＋１Ａ (ＭꎬＸ)≅Ｅｘｔ１Ａ(ＭꎬＮ)ꎬ因此 Ｎ
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是 Ａ 中的 ＦＴ￣内射对象ꎮ
(２)⇒(３)显然ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 再次利用维数转换即可ꎮ
推论 １　 由命题 ３ꎬ有

ＦＴ￣ｉｄＡＮ＝ ｉｎｆ{ｎ ｜ ０→Ｎ→Ｅ０→Ｅ１→􀆺→Ｅｎ→０ꎬ 其中每个 Ｅ ｉ 都是 Ａ 中的 ＦＴ￣内射对象}ꎮ
命题 ４　 令 Ａ 是有足够多内射对象的 Ａｂｅｌ 范畴ꎬ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→Ｄ→０ 是 Ａ 中的正合列ꎬ则以下结论

成立:
(１) 若 Ａ＝ ０ꎬ则
(ａ) 如果 ＦＴ￣ｉｄＡＤ<ＦＴ￣ｉｄＡＣꎬ那么 ＦＴ￣ｉｄＡＢ＝ＦＴ￣ｉｄＡＣꎻ
(ｂ) 如果 ＦＴ￣ｉｄＡＤ>ＦＴ￣ｉｄＡＣꎬ那么 ＦＴ￣ｉｄＡＢ＝ＦＴ￣ｉｄＡＤ＋１ꎻ
(ｃ) 如果 ＦＴ￣ｉｄＡＤ＝ＦＴ￣ｉｄＡＣꎬ那么 ＦＴ￣ｉｄＡＢ≤ＦＴ￣ｉｄＡＣ＋１ꎻ
(ｄ) ＦＴ￣ｉｄＡＢ≤ｍａｘ{ＦＴ￣ｉｄＡＤ＋１ꎬ ＦＴ￣ｉｄＡＣ}ꎮ
(２) 若 Ａ≠０ꎬ则

ＦＴ￣ｉｄＡＢ≤ｍａｘ{ＦＴ￣ｉｄＡＡꎬ ＦＴ￣ｉｄＡＣꎬ ＦＴ￣ｉｄＡＤ＋１}ꎮ
证明　 (１) 对于任意的 Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)ꎬ正合列 ０→Ｂ→Ｃ→Ｄ→０ 诱导出长正合列

􀆺→Ｅｘｔｋ＋１Ａ (ＭꎬＢ)→Ｅｘｔｋ＋１Ａ (ＭꎬＣ)→Ｅｘｔｋ＋１Ａ (ＭꎬＤ)→
Ｅｘｔｋ＋２Ａ (ＭꎬＢ)→Ｅｘｔｋ＋２Ａ (ＭꎬＣ)→Ｅｘｔｋ＋２Ａ (ＭꎬＤ)→􀆺

其中 ｋ 是非负整数ꎮ
(ａ) 令 ＦＴ￣ｉｄＡＤ＝ｎꎬ则 Ｅｘｔｎ＋ｉＡ (ＭꎬＤ)＝ ０ꎬ ｉ≥１ꎬ 从而有

Ｅｘｔｎ＋ｊＡ (ＭꎬＢ)≅Ｅｘｔｎ＋ｊＡ (ＭꎬＣ)ꎬ
其中 ｊ> １ꎮ 另外ꎬ由假设 ＦＴ￣ｉｄＡＤ < ＦＴ￣ｉｄＡＣ 知ꎬ存在 Ｍ′∈ ＦＰＲ (Ａ)ꎬ使得 Ｅｘｔｎ＋１Ａ (Ｍ′ꎬＣ) ≠０ꎬ所以

Ｅｘｔｎ＋１Ａ (Ｍ′ꎬＢ)≠０ꎬ从而 ＦＴ￣ｉｄＡＢ>ｎꎬ 因此 ＦＴ￣ｉｄＡＢ＝ＦＴ￣ｉｄＡＣ 成立ꎮ
(ｂ) 令 ＦＴ￣ｉｄＡＣ＝ｍꎬ则 Ｅｘｔｍ＋ｉ

Ａ (ＭꎬＣ)＝ ０ꎬ ｉ≥１ꎬ所以

Ｅｘｔｍ＋ｊ
Ａ (ＭꎬＤ)≅Ｅｘｔｍ＋ｊ＋１

Ａ (ＭꎬＢ)ꎬ　 ｊ≥１ꎮ
另外ꎬ由假设有 ＦＴ￣ｉｄＡＤ>ｍꎬ与(ａ)的验证方式一致ꎬ有 ＦＴ￣ｉｄＡＢ>ｍ＋１ 成立ꎬ 因此 ＦＴ￣ｉｄＡＢ＝ＦＴ￣ｉｄＡＤ＋１ꎮ

(ｃ) 令 ＦＴ￣ｉｄＡＣ＝ＦＴ￣ｉｄＡＤ＝ｍꎬ则 Ｅｘｔｍ＋ｉ
Ａ (ＭꎬＣ)＝ Ｅｘｔｍ＋ｉ

Ａ (ＭꎬＤ)＝ ０ꎬ ｉ≥１ꎬ因此 Ｅｘｔｍ＋ｉ＋１
Ａ (ＭꎬＢ)＝ ０ꎬ从而

ＦＴ￣ｉｄＡＢ≤ｍ＋１ꎮ
(ｄ) 由(ａ)、(ｂ)、(ｃ)可得ꎮ
(２) 令 Ｋ＝ｋｅｒ(Ｃ→Ｄ)ꎬ由命题 ４(１)(ｄ)有

ＦＴ￣ｉｄＡＫ≤ｍａｘ{ＦＴ￣ｉｄＡＤ＋１ꎬ ＦＴ￣ｉｄＡＣ}ꎮ
因此

ＦＴ￣ｉｄＡＢ ≤ｍａｘ{ＦＴ￣ｉｄＡＡꎬＦＴ￣ｉｄＡＫ}
≤ｍａｘ{ＦＴ￣ｉｄＡＡꎬＦＴ￣ｉｄＡＣꎬＦＴ￣ｉｄＡＤ＋１}ꎮ

２　 粘合中 Ａｂｅｌ 范畴的 ｆＰＤ 维数

定义 ３[１０] 　 令 Ａ′ꎬＡꎬＡ″是 ３ 个 Ａｂｅｌ 范畴ꎬ如果三角函子的图

满足:
(ⅰ) ( ｉ∗ꎬｉ∗ꎬｉ!)与( ｊ!ꎬｊ∗ꎬｊ∗)是伴随 ３ 元组ꎬ
(ⅱ) 函子 ｉ∗ꎬｊ!与 ｊ∗是满且忠实的ꎬ
(ⅲ) Ｉｍ ｉ∗＝Ｋｅｒ ｊ∗ꎬ
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那么称上图为 Ａ 相对于 Ａ′和 Ａ″的一个粘合ꎬ记为 Ｒ(Ａ′ꎬＡꎬＡ″)ꎮ
关于 Ａｂｅｌ 范畴中伴随对的性质可参考文献[７]中第 １２.８ 节ꎮ 以下是一些关于 Ａｂｅｌ 范畴的粘合的一些

常用性质ꎬ具体证明过程参考文献[１０￣１２]ꎮ
命题 ５　 令 Ｒ(Ａ′ꎬＡꎬＡ″)是一个粘合ꎬ则以下结论成立:
(１) 函子 ｉ∗与 ｊ!保持投射对象ꎬｉ!与 ｊ∗保持内射对象ꎻ
(２) ｉ∗与 ｊ!是右正合函子ꎬｉ!与 ｊ∗是左正合函子ꎬｉ∗与 ｊ∗是正合函子ꎻ
(３) ｉ∗ｊ! ＝ ０ꎬ ｉ! ｊ∗ ＝ ０ꎻ
(４) 余单位 ｉ∗ｉ∗→ＩｄＡ′与 ｊ∗ｊ∗→ＩｄＡ″以及单位 ＩｄＡ′→ｉ! ｉ∗与 ＩｄＡ ″→ｊ∗ｊ!都是自然同构ꎻ
(５) 对于任意的 Ａ∈Ａꎬ存在长正合列

０→ｋｅｒ εＡ→ｊ! ｊ∗Ａ→
εＡ Ａ→ｉ∗ｉ∗Ａ→０

与

０→ｉ∗ｉ!Ａ→Ａ→
ηＡ ｊ∗ ｊ∗Ａ→ｃｏｋｅｒ ηＡ→０ꎬ

其中 ｋｅｒ εＡꎬｃｏｋｅｒ ηＡ∈Ｉｍ ｉ∗ꎮ
命题 ６ 　 令 Ｒ (Ａ′ꎬＡꎬＡ ″) 是一个粘合ꎬ若 ｊ∗ 是正合函子ꎬ则 ｊ∗保持投射对象ꎮ 另外ꎬ若 Ｍ∈

ＦＰＲ(Ａ)ꎬ则 ｊ∗Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ ″)ꎬ从而函子 ｊ∗保持 ＦＴ￣内射对象ꎮ
证明　 设 Ｐ 是 Ａ 中的投射对象ꎬＸ 是 Ａ ″中的任意对象ꎬ考虑正合列 ０→Ｘ→Ｅ→Ｌ→０ꎬ其中 Ｅ 是 Ａ ″中

的内射对象ꎮ 由假设有 ０→ｊ∗Ｘ→ｊ∗Ｅ→ｊ∗Ｌ→０ 是正合的ꎬ所以

０→ＨｏｍＡ(Ｐꎬｊ∗Ｘ)→ＨｏｍＡ(Ｐꎬｊ∗Ｅ)→ＨｏｍＡ(Ｐꎬｊ∗Ｌ)→０
正合ꎮ 又因为

０ →ＨｏｍＡ(Ｐꎬｊ∗Ｘ)→ＨｏｍＡ(Ｐꎬｊ∗Ｅ)→ＨｏｍＡ(Ｐꎬｊ∗Ｌ)
　 　 　 　

→０

≅↓ ≅↓ ≅↓
０→ＨｏｍＡ ″( ｊ∗ＰꎬＸ)→ＨｏｍＡ ″( ｊ∗ＰꎬＥ)→ＨｏｍＡ ″( ｊ∗ＰꎬＬ)→Ｅｘｔ１Ａ ″( ｊ∗ＰꎬＸ)→０

是交换图ꎮ 所以 Ｅｘｔ１Ａ ″( ｊ∗ＰꎬＸ)＝ ０ꎬ即 ｊ∗Ｐ 是 Ａ″中的投射对象ꎮ 另外ꎬ当 Ｍ∈ＦＰＲ(Ａ)时ꎬ存在正合列 ０→
Ｐｎ→Ｐｎ－１→􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Ｍ→０ꎬ其中 Ｐ ｉ 是 Ａ 中的有限生成投射对象ꎬ 所以

０→ｊ∗Ｐｎ→􀆺→ｊ∗Ｐ１→ｊ∗Ｐ０→ｊ∗Ｍ→０
在 Ａ ″中也是正合的ꎮ 由文献[１３]中引理 １ 可知ꎬｊ∗保持生成子ꎬ所以 ｊ∗Ｐ ｉ 在 Ａ ″中还是有限生成投射的ꎬ因
此 ｊ∗Ｍ 在Ａ″中有有限投射分解ꎮ 最后ꎬ关于 ｊ∗保持 ＦＴ￣内射对象的验证和上述 ｊ∗保持投射对象的验证是类

似的ꎬ此处不再重复ꎮ
设 Ｂ 是 Ａ 的一个满子范畴ꎮ 为了表述方便ꎬ以下记 ＦＴ￣ｄｉｍＡＢ ＝ ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＡＢ ｜Ｂ∈Ｂ }ꎮ
命题 ７　 令 Ｒ(Ａ′ꎬＡꎬＡ″)是一个粘合ꎬ假设 Ａ″有足够多的 ＦＴ￣内射对象ꎬＸ 是 Ａ″中的任意对象ꎬ则

ＦＴ￣ｉｄＡ( ｊ∗Ｘ)≤ＦＴ￣ｉｄＡ ″Ｘ＋ＦＴ￣ｄｉｍＡ( ｉ∗Ａ′)＋１ꎮ (１)
证明　 首先ꎬ若 ＦＴ￣ｉｄＡ ″Ｘ＝∞ ꎬ则式(１)显然成立ꎮ 以下考虑 ＦＴ￣ｉｄＡ ″Ｘ 有限的情况ꎮ
设 ＦＴ￣ｄｉｍＡ( ｉ∗Ａ′)＝ ｎꎬ对 ＦＴ￣ｉｄＡ ″Ｘ 进行归纳总结ꎮ 假设式(１)对所有 ＦＴ￣ｉｄＡ ″Ｘ<ｍ 都成立ꎬ其中 ｍ 是

任意正整数ꎬ 即此时有 ＦＴ￣ｉｄＡ( ｊ∗Ｘ)≤ＦＴ￣ｉｄＡ ″Ｘ＋ｎ＋１≤ｍ－１＋ｎ＋１＝ｍ＋ｎꎮ 当 ＦＴ￣ｉｄＡ ″Ｘ＝ｍ 时ꎬ由命题 ３ꎬ考虑

正合列

０→Ｘ→
ｆ０ Ｅ０→

ｆ１ Ｅ１→
ｆ１ 􀆺→

ｆｍ Ｅｍ→０ꎬ
其中 Ｅ０ꎬＥ１ꎬ􀆺Ｅｍ－１是内射的ꎬＥｍ 是 ＦＴ￣内射对象ꎮ 令 Ｌ ＝ Ｉｍ ｆ１ꎬ显然 ＦＴ￣ｉｄＡ ″Ｌ≤ｍ－１ꎬ并且 ＦＴ￣ｉｄＡ( ｊ∗Ｌ)≤
ｍ＋ｎꎮ 由于 ｊ∗是一个左正合函子ꎬ因此短正合列

０→Ｘ→Ｅ０→Ｌ→０
诱导出正合列

０→ｊ∗Ｘ
ｊ∗ ｆ０→ｊ∗Ｅ０

ｊ∗ ｆ１→ｊ∗Ｌ→ｃｏｋｅｒ ｊ∗ ｆ１→０ꎮ
应用正合函子 ｊ∗ꎬ则可诱导出序列
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０→Ｘ→Ｅ０→Ｌ→ｊ∗(ｃｏｋｅｒ ｊ∗ ｆ１)→０
也是正合的ꎬ因此 ｃｏｋｅｒ ｊ∗ ｆ１∈ｋｅｒ ｊ∗＝ Ｉｍ ｉ∗ꎮ 又因为 ＦＴ￣ｄｉｍＡ( ｉ∗Ａ′)＝ ｎꎬ所以 ＦＴ￣ｉｄＡ(ｃｏｋｅｒ ｊ∗ ｆ１)≤ｎꎮ 由正

合列

０→ｃｏｋｅｒ ｊ∗ ｆ０→ｊ∗Ｌ→ｃｏｋｅｒ ｊ∗ ｆ１→０
以及命题 ４(１)(ｄ)ꎬ有 ＦＴ￣ｉｄＡ(ｃｏｋｅｒ ｊ∗ ｆ０)≤ｍ＋ｎꎬ 因此ꎬ考虑正合列

０→ｊ∗Ｘ
ｊ∗ ｆ０→ｊ∗Ｅ０→ｃｏｋｅｒ ｊ∗ ｆ０→０ꎬ

注意根据命题 ５(１)可知此处的 ｊ∗Ｅ０ 是内射对象ꎮ 再次利用命题 ４(１)(ｄ)ꎬ有 ＦＴ￣ｉｄＡ( ｊ∗Ｘ)≤ｍ＋ｎ＋１ 成立ꎮ
定理 １　 令 Ｒ(Ａ′ꎬＡꎬＡ″)是一个粘合ꎬ并且假设范畴 Ａꎬ Ａ′与 Ａ″有足够多的 ＦＴ￣内射对象ꎬ则
(１) ｆＰＤＡ≤ＦＴ￣ｄｉｍＡ( ｉ∗Ａ′)＋ｆＰＤＡ″＋１ꎬ
(２) ＦＴ￣ｄｉｍＡ( ｉ∗Ａ′)≤ｆＰＤＡ′＋ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗Ｔ) ｜Ｔ∈Ａ′是 ＦＴ￣内射对象}ꎬ
(３) ｆＰＤＡ″≤ｆＰＤＡ＋ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＡ ″( ｊ∗Ｔ) ｜Ｔ∈Ａ 是 ＦＴ￣内射对象}ꎮ
证明　 (１) 令 Ａ∈Ａꎬ且 ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗Ａ′)＝ ｎꎬ ｆＰＤＡ″＝ｍꎬ 考虑正合列

０→ｉ∗ｉ!Ａ→Ａ→
ηＡ ｊ∗ ｊ∗Ａ→ｃｏｋｅｒ ηＡ→０ꎬ

则 ｉ∗ｉ!Ａ∈ｉ∗Ａ′ꎬ由命题 ５ 可知 ｃｏｋｅｒ ηＡ∈ｉ∗Ａ′ꎬ 所以由假设有

ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗ｉ!Ａ)ꎬＦＴ￣ｉｄＡ(ｃｏｋｅｒ ηＡ)≤ｎꎮ
再根据命题 ４(２)ꎬ有

ＦＴ￣ｉｄＡＡ ≤ｍａｘ{ＦＴ￣ｉｄＡ(ｃｏｋｅｒ ηＡ)＋１ꎬＦＴ￣ｉｄＡ( ｊ∗ ｊ∗Ａ)ꎬＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗ｉ!Ａ)}
≤ｍａｘ{ＦＴ￣ｉｄＡ ″( ｊ∗Ａ)＋ｎ＋１}
≤ｍ＋ｎ＋１ꎬ (２)

其中ꎬ式(２)中第 ２ 个“≤”成立是由于命题 ６ꎬ即
ＦＴ￣ｉｄＡ( ｊ∗ ｊ∗Ａ)≤ＦＴ￣ｉｄＡ ″ ｊ∗Ａ＋ＦＴ￣ｄｉｍＡ( ｉ∗Ａ′)＋１≤ｍ＋ｎ＋１ꎮ

(２) 对于任意的 Ａ′∈Ａ′ꎬ假设 ｓｕｐ{ ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗Ｔ) ｜ Ｔ∈Ａ′是 ＦＴ￣内射对象} ＝ ｎ <∞ ꎮ 须要验证

ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗Ａ′)≤ＦＴ￣ｉｄＡ′Ａ′＋ｎꎮ 若 Ａ′是 Ａ′中的 ＦＴ￣内射对象ꎬ则由假设知 ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗Ａ′)≤ｎꎬ此时原命题成

立ꎮ 假设 ＦＴ￣ｉｄＡ′Ａ′＝ｍꎬ则存在正合列

０→Ａ′→Ｅ０→Ｅ１→􀆺→Ｅｍ－１→Ｅｍ→０ꎬ
其中每个 Ｅ ｉ 都是 Ａ′中的 ＦＴ￣内射对象ꎬ应用正合函子 ｉ∗ꎬ则有长正合列

０→ｉ∗Ａ′→ｉ∗Ｅ０→ｉ∗Ｅ１→􀆺→ｉ∗Ｅｍ－１→ｉ∗Ｅｍ→０ꎮ
每个 ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗Ｅ ｉ)≤ｎꎬ因此容易验证 ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗Ａ′)≤ｍ＋ｎꎮ

(３) 假设 ｆＰＤＡ＝ｍ<∞ ꎬ ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＡ ″( ｊ∗Ｔ) ｜Ｔ∈Ａ 是 ＦＴ￣内射对象} ＝ｎ<∞ ꎬ令 Ａ″是 Ａ″中的任意一个

对象ꎬ则由假设有 ＦＴ￣ｉｄＡ( ｊ!Ａ″)≤ｍꎬ 所以存在长正合列

０→ｊ!Ａ″→Ｅ０→Ｅ１→􀆺→Ｅｍ－１→Ｅｍ→０ꎬ
其中每个 Ｅ ｉ 都是 Ａ 中的 ＦＴ￣内射对象ꎮ 由于 ｊ∗是正合函子ꎬ所以有长正合列

０→Ａ″→ｊ∗Ｅ０→ｊ∗Ｅ１→􀆺→ｊ∗Ｅｍ－１→ｊ∗Ｅｍ→０ꎮ
由假设可知每个 ＦＴ￣ｉｄＡ ″( ｊ∗Ｅ ｉ)≤ｎꎬ所以同上述(２)ꎬ容易验证 ｆＰＤＡ″≤ｍ＋ｎꎮ

由上述定理 １ꎬ可得下述推论ꎮ
推论 ２　 令(Ａ′ꎬＡꎬＡ″)是一个粘合ꎬ并且假设范畴 Ａꎬ Ａ′与 Ａ″有足够多的 ＦＴ￣内射对象ꎬ则

ｆＰＤＡ≤ｆＰＤＡ′＋ｆＰＤＡ″＋ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＡ( ｉ∗Ｔ) ｜Ｔ∈Ａ′是 ＦＴ￣内射对象}＋１ꎮ
例 １　 设 Ｒ 是环ꎬｅ 是 Ｒ 的幂等元ꎬ由文献[１１]可知ꎬ存在粘合

那么

ｆＰＤＲ≤ｆＰＤ(Ｒ / ＲｅＲ)＋ｆＰＤ(ｅＲｅ)＋ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＲ(Ｔ) ｜Ｔ∈Ｍｏｄ￣Ｒ / ＲｅＲ 是 ＦＴ￣内射模}＋１ꎮ
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例 ２　 设 ＡꎬＢ 是 Ａｂｅｌ 范畴ꎬＧ:Ｂ→Ａ 是一个右正合函子ꎬ定义逗号范畴 Ｃ＝ (ＧꎬＢꎬＡ):Ｃ 的对象是

三元组(ＡꎬＢꎬ ｆ)且满足 ｆ:Ｇ(Ｂ)→Ａ 是 Ａ 中的态射ꎻＣ 的态射 γ:(ＡꎬＢꎬ ｆ)→(Ａ′ꎬＢ′ꎬ ｆ ′)满足 ｆα＝Ｇ(β) ｆꎬ其
中 α:Ａ→Ａ′ꎬ β:Ｂ→Ｂ ′ꎬ由文献[１０]中例 ２.１２ 可知ꎬＣ 也是 Ａｂｅｌ 范畴ꎬ并且存在粘合

那么

ｆＰＤＣ ≤ｆＰＤＡ ＋ｆＰＤＢ ＋ｓｕｐ{ＦＴ￣ｉｄＣ (ＺＡ(Ｘ)) ｜Ｘ∈Ａ 是 ＦＴ￣内射对象}＋１ꎮ
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