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基于连通度优化的图的 Ｓ￣Ｔ 重构

吕臻ꎬ魏宗田∗
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摘要:提出图的颠覆策略和 Ｓ￣Ｔ 重构概念ꎬ讨论了基于连通度优化的图的 Ｓ￣Ｔ 重构问题ꎮ 构造出一类具有特殊结构的叠图ꎬ解
决了由两个完全图构成的叠图的基于连通度优化的最优重构问题ꎮ
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１　 引言与预备知识

网络的抗毁性与其对应连通图的连通度有着密切关系ꎬ在图与网络中ꎬ抗毁性参数是衡量网络抗毁性的

重要指标ꎮ 连通度是最基本的抗毁性参数之一ꎬ已有不少连通度的研究结果[１￣４]ꎮ
当一个网络设计完成时ꎬ其抗毁能力就已经确定ꎮ 对于网络破坏者而言ꎬ期望以最小的代价得到最严重

的破坏ꎬ从这个意义上讲ꎬ图的一个最小点割ꎬ连同与之关联的边ꎬ构成一个完整的破坏策略ꎮ 若一个图的连

通性因失去这些点及相关联的边而丧失ꎬ在试图恢复其连通性时可以选择重建或修复ꎮ 因前者代价大、耗时

长ꎬ所以后者更为可行ꎮ 为利用最低的成本ꎬ使网络修复效果达到最佳ꎬ不同于传统意义上的重构[５￣７]ꎬ本文

提出并研究连通度意义下相对于破坏策略的图的 Ｓ￣Ｔ 重构问题ꎮ
本文所考虑的图是有限无向简单图ꎬ未加定义的概念和术语见文献[８]ꎮ
首先给出下列基本概念ꎮ
定义 １　 设 Ｇ＝(ＶꎬＥ)是一个非完全连通图ꎬＳ 是 Ｇ 的一个点割集ꎬＴ 是 Ｅ 中所有与 Ｓ 中点关联的边所

构成的边子集ꎬ称(ＳꎬＴ)为 Ｇ 的一个颠覆策略ꎮ 满足 ｜ Ｓ ｜ ＝κ(Ｇ)且使得 ω(Ｇ－Ｓ)最大的(ＳꎬＴ)ꎬ称为 Ｇ 的一

个最佳颠覆策略ꎬ其中 κ(Ｇ)和 ω(Ｇ－Ｓ)分别表示图 Ｇ 的连通度和 Ｇ－Ｓ 的分支数ꎮ
定义 ２　 设 Ｇ 是一个非完全连通图ꎬ(ＳꎬＴ)为 Ｇ 的一个颠覆策略ꎮ 在剩余子图 Ｇ－Ｓ 中添加 ｜ Ｓ ｜个点和

｜Ｔ ｜条边后所得的图ꎬ称为 Ｇ 的一个 Ｓ￣Ｔ 重构ꎬ记为 ＧＲꎮ
定义 ３　 设 Ｇ 是一个非完全连通图ꎬ(ＳꎬＴ)是 Ｇ 的一个颠覆策略ꎬＧＲ 是 Ｇ 的一个 Ｓ￣Ｔ 重构ꎬ称 κ(ＧＲ) /
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κ(Ｇ)为该重构的连通度恢复率ꎬ记为 ρꎬ即 ρ ＝ κ(ＧＲ) / κ(Ｇ)ꎮ 使 ρ 达到最大值的 ＧＲ 称为 Ｇ 的最优 Ｓ￣Ｔ
重构ꎮ
　 　 由定义易知ꎬ一个图相对于某个颠覆策略的最优 Ｓ￣Ｔ 重构可能不唯一ꎮ 为叙述方便ꎬ约定下面所涉及的

重构都是 Ｓ￣Ｔ 重构ꎮ
由 Ｗｈｉｔｎｅｙ 不等式[９]易得以下结论ꎮ
引理 １　 设 Ｇ 是一个非完全连通图ꎬ则 κ(Ｇ)≤δ(Ｇ)≤􀭵ｄ(Ｇ)ꎬ其中 κ(Ｇ)表示图 Ｇ 的连通度ꎬδ(Ｇ)表

示图 Ｇ 的最小顶点度ꎬ􀭵ｄ(Ｇ)表示图 Ｇ 的平均顶点度ꎮ

引理 ２　 对任意连通图 Ｇꎬ有 κ(Ｇ)≤「２εν ⌉ꎬ其中ꎬε 和 ν 分别为图 Ｇ 的边数与点数ꎮ

推论 １　 设 Ｇ 是一个 ｋ￣正则图ꎬ则对于 Ｇ 的任何重构 ＧＲꎬ都有 κ(ＧＲ)≤ｋꎮ

２　 几类基本图的最优重构

本章研究树、圈、轮图等几类基本图在最佳颠覆策略下的最优重构问题ꎮ 采用连点成路ꎬ连路成圈的连

通度递增思路ꎮ
２.１　 树的最优重构

对于树 Ｇꎬκ(Ｇ)＝ １ꎬ任意一个割点和相关联的边ꎬ都构成一个颠覆策略ꎮ 设 Ｓ ＝ {ｖ}为树 Ｇ 的一个割点

集ꎬ割点颠覆会产生 ω(Ｇ－Ｓ)＝ ｄ(ｖ)个连通分支ꎬ其中 ｜ Ｓ ｜ ＝ １ꎬ颠覆边数 ｜ Ｔ ｜ ＝ ｄ(ｖ)ꎮ 用 ｄ(ｖ)条边将 ｄ(ｖ)个
分支与 １ 个颠覆点连接起来ꎬ得到的重构 ＧＲꎬ显然有 κ(ＧＲ)≤１ꎮ 因此ꎬ对于树ꎬ存在最优重构 ＧＲꎬ使
κ(ＧＲ)＝ １ꎬ连通度恢复率 ρ＝ １ꎬ最优重构仍为树ꎮ
２.２　 圈的最优重构

对于圈 Ｃｎꎬκ(Ｃｎ)＝ ２ꎬ任意 １ 个点的 ２ 个邻点及其所关联的边都构成一个颠覆策略ꎮ 对于圈图 Ｃｎꎬ任
一颠覆策略使剩余子图成为孤立点或 ２ 个连通分支ꎮ 颠覆点数 ｜ Ｓ ｜ ＝ ２ꎬ颠覆边数 ｜ Ｔ ｜ ＝ω(Ｃｎ －Ｓ) ＋ ｜ Ｓ ｜ ꎬ用
｜Ｔ ｜条边将 ω(Ｃｎ－Ｓ)个分支与 ２ 个颠覆点连接ꎬ得到 Ｃｎ 的重构 ＣＲ

ｎ ꎬ显然有 κ(ＣＲ
ｎ )≤２ꎮ 因此ꎬ对于圈 Ｃｎꎬ存

在最优重构 ＣＲ
ｎ ꎬ使 κ(ＣＲ

ｎ )＝ ２ꎬ连通度恢复率 ρ＝ １ꎬ最优重构仍为圈ꎮ
２.３　 轮图的最优重构

对于轮图 Ｗ１ꎬｎꎬκ(Ｗ１ꎬｎ) ＝ ３ꎬ中心点及与中心点相邻的任意 ２ 个不相邻的点及其关联的边构成一个

(ＳꎬＴ)颠覆策略ꎮ
任一颠覆策略使剩余子图成为 ２ 个连通分支ꎬ且每个分支的连通度不超过 １ꎬ颠覆点数 ｜ Ｓ ｜ ＝ ３ꎬ颠覆边数

｜Ｔ ｜ ＝ｎ＋４ꎮ 首先ꎬ将剩余子图和颠覆点用边连接成路ꎬ恢复为 １￣连通图ꎮ 然后ꎬ将路加边成圈ꎬ恢复为 ２￣连
通的圈 Ｃｎ＋１ꎬ剩余边数 ｃ＝ ｜Ｔ ｜ －５ ＝ｎ－１ꎮ 最后ꎬ对圈 Ｃｎ＋１中的顶点标号 ｖｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎬ按照如下方式加

边:(１) 当 ｎ 为偶数ꎬｉ 与 ｉ＋ ｎ
２
ꎬ之间连一条边ꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ ｎ

２
ꎬ共添加

ｎ
２
＋１ 条边ꎻ当 ｎ 为奇数时ꎬｉ 与 ｉ＋ｎ

＋１
２

之间连一条边ꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ
－１
２

ꎬ共添加
ｎ＋１
２

条边ꎬ可恢复为 ３￣连通图ꎮ (２) 在不相邻的顶点之间继续加边ꎬ

直至添加 ｎ－１ 条边为止ꎮ
按照上述加边规则ꎬ完成重构得到 Ｗ Ｒ

１ꎬｎꎬ其中 κ(Ｗ Ｒ
１ꎬｎ)＝ ３ 且连通度恢复率 ρ＝ １ꎬ显然ꎬＷ Ｒ

１ꎬｎ 为一种最优

重构ꎮ 以 Ｗ１ꎬ９为例ꎬ重构结果见图 １ꎮ

图 １　 轮图 Ｗ１ꎬ９的重构
Ｆｉｇ.１　 Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｗｈｅｅｌ Ｗ１ꎬ９
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３　 叠图的最优重构

本章给出叠图的定义ꎬ并研究其最优重构问题ꎮ 给出了最佳颠覆策略下的最优重构方法和算法ꎮ
定义 ４　 设 Ｋａ 和 Ｋｂ 为 ２ 个完全图ꎬ将 Ｋａ 和 Ｋｂ 重合 ｐ 个顶点得到的图称为 Ｋａ 和 Ｋｂ 的叠图ꎬ记为

Ｋａ∗ｐＫｂꎬ其中ꎬａꎬｂꎬｐ∈Ｚ＋ꎬ ２≤ａ≤ｂꎬ １≤ｐ≤ａ－１ꎮ
图 ２(ａ)表示叠图 Ｋ３∗１Ｋ４ꎬ点 ４ 为重合点ꎮ 图 ２(ｂ)表示叠图 Ｋ６∗３Ｋ９ꎬ点 ４、５、６ 为重合点ꎮ

图 ２　 叠图 Ｋ３∗１Ｋ４ 和 Ｋ６∗３Ｋ９

Ｆｉｇ.２　 Ｏｖｅｒｌａｐ ｇｒａｐｈｓ ｏｆ Ｋ３∗１Ｋ４ ａｎｄ Ｋ６∗３Ｋ９

　 　 由定义可知ꎬ叠图 Ｋａ∗ｐＫｂ 中 ｐ 个重合点构成的点割集 Ｓ 以及与 Ｓ 关联的边子集 Ｔ 构成该叠图的最佳颠

覆策略(ＳꎬＴ)ꎬ其剩余子图为完全图 Ｋａ－ｐ和 Ｋｂ－ｐꎮ 叠图的最优重构主要考虑如何在 Ｋａ－ｐ、Ｋｂ－ｐ和 ｐ 个重合点

之间加边的问题ꎮ

在叠图 Ｋａ∗ｐＫｂ 中ꎬν＝ｂ＋ａ－ｐꎬ ε＝Ｃ２
ｂ＋Ｃ２

ａ－Ｃ２
ｐ ＝

１
２
(ｂ２＋ａ２－ｐ２－ｂ－ａ＋ｐ)ꎮ

３.１　 重构方法

对于叠图 Ｋａ∗ｐＫｂꎬ其中 ａꎬｂꎬｐ∈Ｚ＋ꎬ ２≤ａ≤ｂꎬ １≤ｐ≤ａ－１ꎬ设其最佳颠覆策略为(ＳꎬＴ)ꎬ则 ｜ Ｓ ｜ ＝ ｐꎬ

｜Ｔ ｜ ＝Ｃ２
ｐ＋ｐ(ｂ－ｐ)＋ｐ(ａ－ｐ)＝ ａ＋ｂ－ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ－ ３

２
ｐ２ꎮ 由 Ｋａ－ｐ、Ｋｂ－ｐ、􀭺Ｋｐ 以及边集 Ｔ 构造最优重构 ＧＲꎬ分下列 ２ 步

进行ꎮ
步骤 １　 将 ｘ 个点分配给 Ｋａ－ｐꎬ将 ｐ－ｘ 个点分配给 Ｋｂ－ｐꎬ构造 ２ 个完全图 Ｋａ－ｐ＋ｘ和 Ｋｂ－ｘꎬ其中 ｘ 为下列整

数规划的最优解ꎮ
　 　 ｍｉｎ Ｚ＝(ｂ－ａ＋ｐ－２ｘ) ２ꎬ

ｓ.ｔ.　
０≤ｘ≤ｐꎬ
ｘ∈Ｚ＋ꎮ{

当 ｂ－ａ≥ｐ 时ꎬｘ＝ｐꎻ当 ｂ－ａ<ｐ 时ꎬｘ＝⌊ｂ＋ｐ－ａ２ 」ꎮ
步骤 ２　 在完全图 Ｋａ－ｐ＋ｘ与 Ｋｂ－ｘ点之间添加 ｃ 条边ꎬ其中 ｃ＝ ｜Ｔ ｜ －(Ｃ ２

ａ－ｐ＋ｘ－Ｃ ２
ａ－ｐ)－(Ｃ ２

ｂ－ｘ－Ｃ ２
ｂ－ｐ)ꎮ

　 　 当 ｘ＝ｐ 时ꎬ
ｃ ＝ ｜Ｔ ｜ －(Ｃ２

ａ－Ｃ２
ａ－ｐ)

＝ ａ＋ｂ－ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ－ ３

２
ｐ２－ １

２
ａ(ａ－１)－ １

２
(ａ－ｐ)(ａ－ｐ－１)é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ｂｐ－ｐ２ꎮ

　 　 当 ｘ＝⌊ｂ＋ｐ－ａ２ 」时ꎬ为叙述方便ꎬ记

ｂ－ｘ＝ｍꎬ　 ａ－ｐ＋ｘ＝ｎꎮ 　 Ｖ(Ｋｂ－ｘ)＝ {ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｍ}ꎬ　 Ｖ(Ｋａ－ｐ＋ｘ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ

其中 ｍ≥ｎꎮ 加边规则(※)为:将 ｖｉ 与 ｕｉ＋ｋ＋ｎｒ连一条边ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ ｋ≤⌊ ｃ
[ｍꎬｎ]」且为非负整数ꎬｒ≤[ｍꎬｎ]

ｎ
－１



　 第 １２ 期 吕臻ꎬ等:基于连通度优化的图的 Ｓ￣Ｔ 重构 １５９　　 　

且为非负整数ꎬ直到添加 ｃ 条边为止ꎬ其中[ｍꎬｎ]表示 ｍꎬｎ 的最小公倍数ꎬｉ＋ｋ＋ｎｒ 关于模 ｍ 同余ꎮ

(１) 易知 ｃ<ｍｎꎬ且当 ｍꎬｎ 互素时ꎬ[ｍꎬｎ]
ｎ

－１＝ｍ－１ꎬ ⌊ ｃ
[ｍꎬｎ]」 ＝⌊ ｃ

ｍꎬｎ」 ＝ ０ꎬ故 ｋ＝ ０ꎮ

(２) 当 ｍ＝ｎ 时ꎬｒ＝ ０ꎮ
关于图 ＧＲ 有以下定理ꎮ

定理 １　 由上述方法构造的图 ＧＲꎬ必为叠图 Ｋａ∗ｐＫｂ 关于最佳颠覆策略(ＳꎬＴ)的最优重构ꎮ

易知ꎬｃ≥ａ－ｐ＋ｘꎮ 显然ꎬ上述方法构造的图使 δ(ＧＲ)达到最大值 ａ－ｐ＋ｘ－１＋⌊ ｃ
ａ－ｐ＋ｘ」ꎮ 因为对任何图 Ｇ

都有 κ(Ｇ)≤δ(Ｇ)ꎬ只需证明下面的定理 ２ꎬ定理 １ 就成立ꎮ
定理 ２　 设 ｍꎬｎꎬｋ∈Ｚ＋ꎬ且 ｍ≥ｎ≥２ꎬ １≤ｋ≤ｍ－１ꎬ Ｇ 是在完全图 Ｋｍ 与 Ｋｎ 之间按照规则(※)添加 ｌ 条

边所得之图ꎬ其中 ｎｋ≤ｌ<ｎ(ｋ＋１)ꎬ则有 κ(Ｇ)＝ δ(Ｇ)＝ ｎ－１＋ｋꎮ
证明　 首先设 Ｇ 是在完全图 Ｋｍ 与 Ｋｎ 之间按规则(※)加 ｌ 条边得到的图ꎬ其中ｍ≥ｎ≥２ꎬ ｎｋ≤ｌ<ｎ(ｋ＋１)ꎬ

１≤ｋ≤ｍ－１ꎮ 显然ꎬ若 ｌ＝ｎｋ 时ꎬκ(Ｇ)＝ δ(Ｇ)＝ ｎ－１＋ｋꎬ则对所有的 ｎｋ≤ｌ<ｎ(ｋ＋１)ꎬ都有 κ(Ｇ)＝ ｎ－１＋ｋꎮ 所

以ꎬ只要证明 １≤ｋ≤ｍ－１ 时ꎬｌ＝ｎｋ 成立ꎬ定理即得证ꎮ
因为 δ(Ｇ)＝ ｎ－１＋ｋꎬ且 Ｋｎ 中必含 Ｇ 的最小度点ꎬ以及 κ(Ｇ)≤δ(Ｇ)ꎬ只需证明 κ(Ｇ)≥δ(Ｇ)ꎮ
设 Ｃ 是 Ｇ 的一个点割ꎬ则 Ｃ∩Ｖ(Ｋｍ)≠⌀ꎬ Ｃ∩Ｖ(Ｋｎ)≠⌀ꎬ又因为 Ｇ－Ｃ 的任何 ２ 个分支既不同时含有

Ｋｍ 中的点ꎬ也不同时含有 Ｋｎ 中的点ꎬ所以必有 ω(Ｇ－Ｃ)＝ ２ꎬ设 Ｆ１、Ｆ２ 是 Ｇ－Ｃ 的 ２ 个分支ꎬ不失一般性ꎬ设
Ｆ１ 只含有 Ｋｎ 中的点ꎬＦ２ 只含有 Ｋｍ 中的点ꎬ于是有

Ｃ＝Ｃ∩Ｖ(Ｋｍ)＋Ｃ∩Ｖ(Ｋｎ)ꎬ
Ｃ∩Ｖ(Ｋｎ)＝ Ｖ(Ｋｎ)－Ｖ(Ｆ１)ꎬ　 Ｃ∩Ｖ(Ｋｍ)＝ Ｖ(Ｋｍ)－Ｖ(Ｆ２)＝ ＮＧ(Ｖ(Ｆ１))∩Ｖ(Ｋｍ)ꎬ
ＮＧ(Ｖ(Ｆ２))∩Ｖ(Ｆ１)＝ ⌀ꎬ　 ＮＧ(Ｖ(Ｆ１))∩Ｖ(Ｆ２)＝ ⌀ꎮ

定理 ２ 的示意如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 定理 ２ 示意图
Ｆｉｇ.３　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅｏｒｅｍ ２

　 　 下面关于 ｋ 用数学归纳法证明 ｜Ｃ ｜≥δ(Ｇ)ꎬ为方便ꎬ记 ｌ＝ｎｋ 时ꎬＧ＝Ｇｋꎮ
当 ｋ＝ １ 时ꎬ因 Ｋｎ 中的每个点在 Ｋｍ 中恰有一个邻点且互不相同ꎬ故有 ｜Ｃ ｜ ＝ ｜Ｃ∩Ｖ(Ｋｎ) ｜ ＋ ｜Ｃ∩Ｖ(Ｋｍ) ｜ ＝

ｎ－ ｜Ｖ(Ｆ１) ｜ ＋ ｜ＮＧ(Ｖ(Ｆ１))∩Ｖ(Ｋｍ) ｜ ＝ｎ＝δ(Ｇ１)ꎬ结论成立ꎮ
设 ｋ＝ ｔ 时结论成立ꎬ即对 Ｇｔ 的任一点割 Ｃｔꎬ都有 ｜Ｃｔ ｜≥δ(Ｇｔ)＝ ｎ－１＋ｔꎮ
设 Ｆ１ 是 Ｇｔ－Ｃｔ 的来自 Ｋｎ 的一个分支ꎬ记 ＮＧｔ

(Ｖ(Ｆ１))∩Ｖ(Ｋｍ)＝ Ｓｔꎬ则有

｜Ｃｔ ｜ ＝ ｜Ｖ(Ｋｎ－Ｆ１) ｜ ＋ ｜ Ｓｔ ｜ ＝ｎ－ ｜Ｖ(Ｆ１) ｜ ＋ ｜ Ｓｔ ｜ ꎮ (１)
当 ｋ＝ ｔ＋１ 时ꎬ对于 Ｇｔ＋１ꎬ若 Ｃｔ＋１是其一个点割ꎬ且使上述 Ｆ１ 是 Ｇｔ＋１－Ｃｔ＋１的一个分支ꎬ则应有

｜Ｃｔ＋１ ｜ ＝ｎ－ ｜Ｖ(Ｆ１) ｜ ＋ ｜ Ｓｔ＋１ ｜ ꎬ (２)
其中 Ｓｔ＋１ ＝ＮＧｔ＋１

(Ｖ(Ｆ１))∩Ｖ(Ｋｍ)ꎮ
显然 Ｓｔ⊆Ｓｔ＋１ꎮ 由加边规则(※)ꎬδ(Ｇｔ＋１)＝ δ(Ｇｔ)＋１＝ｎ＋ｔꎬ Ｇｔ＋１中属于 Ｋｎ 的每个点ꎬ相较于 Ｇｔꎬ在 Ｋｍ 中

各增加了一个邻点ꎬ且新增的邻点与已有的邻点都不同ꎬ因此 Ｓｔ≠Ｓｔ＋１ꎬ即 ｜ Ｓｔ＋１ ｜≥ ｜ Ｓｔ ｜ ＋１ꎮ
由规则(※)及归纳假设ꎬ可知
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｜Ｃｔ＋１ ｜≥ ｜Ｃｔ ｜ ＋１≥ｎ－１＋ｔ＋１＝ｎ＋ｔ＝ δ(Ｇｔ＋１)ꎬ
再由 Ｆ１ 的任意性ꎬ即有 ｋ＝ ｔ＋１ 时ꎬ结论成立ꎮ 定理得证ꎮ

由定义 ３、４ 和定理 １ 可得推论 ２ꎮ
推论 ２　 叠图 Ｋａ∗ｐＫｂꎬ其中 ａꎬｂꎬｐ∈Ｚ＋ꎬ ２≤ａ≤ｂꎬ １≤ｐ≤ａ－１ꎬ在最佳颠覆策略(ＳꎬＴ)下的最优重构 ＧＲ

的连通度恢复率为 ρ＝κ(Ｇ
Ｒ)

ｐ
ꎮ

３.２　 叠图的最优重构算法

根据上节给出的构造方法和定理 １ꎬ给出叠图 Ｋａ∗ｐＫｂ 相对于最佳颠覆策略的最优重构算法ꎬ基本步骤

如下ꎮ
步骤 １　 输入叠图 Ｋａ∗ｐＫｂ(ａꎬｂꎬｐ∈Ｚ＋ꎬ ２≤ａ≤ｂꎬ １≤ｐ≤ａ－１)ꎬ最佳颠覆策略(ＳꎬＴ)ꎬ颠覆点数 ｜ Ｓ ｜ ＝ ｐꎬ

颠覆边数 ｜Ｔ ｜ ＝Ｃ ２
ｐ ＋ｐ(ｂ－ｐ)＋ｐ(ａ－ｐ)＝ ａ＋ｂ－ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ－ ３

２
ｐ２ꎬ ｘ＝⌊ｂ＋ｐ－ａ２ 」(ｂ－ａ>ｐ 时ꎬｘ＝ｐ)ꎮ

步骤 ２　 构造 ２ 个完全图 Ｋａ－ｐ＋ｘ和 Ｋｂ－ｘꎮ
步骤 ３　 根据 ｂ－ａ＋ｐ 的奇偶性ꎬ计算 ｃꎬ按照加边规则(※)在完全图 Ｋａ－ｐ＋ｘ和 Ｋｂ－ｘ之间添加 ｃ 条边ꎬ得到

最优重构图 ＧＲꎮ
算例　 考虑叠图 Ｋ６∗３Ｋ１０的最优重构ꎬ如图 ４(ａ)、(ｂ)所示ꎮ
步骤 １　 输入叠图 Ｋ６∗３Ｋ１０ꎮ 确定最佳颠覆策略(ＳꎬＴ)ꎬ其中颠覆点数 ｜ Ｓ ｜ ＝ ３ꎬ颠覆边数 ｜Ｔ ｜ ＝ ３３ꎬ经计算

得 ｘ＝ ３ꎮ
步骤 ２　 将 ３ 个孤立点与阶数较小的 ３ 阶完全图结合成 ６ 阶完全图ꎬ得到 Ｋ７ 与 Ｋ６ꎬ如图 ４(ｃ)所示ꎮ
步骤 ３　 ｂ－ａ＋ｐ 为奇数ꎬ计算得 ｃ＝ ２１ꎬ在完全图 Ｋ７ 与 Ｋ６ 之间按规则(※)加 ２１ 条边ꎮ 记

Ｖ(Ｋ７)＝ {ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕ７}ꎬ　 Ｖ(Ｋ６)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖ６}ꎮ
由于 ｋ＝ ０ꎬ故将 ｖｉ 与 ｕｉ＋６ｒ连边ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ６ꎬ ｒ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３ꎬ其中 ｉ＋６ｒ 关于模 ７ 同余ꎮ 新增边集 Ｅ＝{ｖ１ｕ１ꎬ

ｖ２ｕ２ꎬｖ３ｕ３ꎬｖ４ｕ４ꎬｖ５ｕ５ꎬｖ６ｕ６ꎬｖ１ｕ７ꎬｖ２ｕ１ꎬｖ３ｕ２ꎬｖ４ｕ３ꎬｖ５ｕ４ꎬｖ６ｕ５ꎬｖ１ｕ６ꎬｖ２ｕ７ꎬｖ３ｕ１ꎬｖ４ｕ２ꎬｖ５ｕ３ꎬｖ６ｕ４ꎬｖ１ｕ５ꎬｖ２ｕ６ꎬｖ３ｕ７}ꎮ
最终得到最优重构 ＧＲꎬ κ(ＧＲ)＝ ８ꎬ如图 ４(ｄ)ꎮ

图 ４　 叠图 Ｋ６∗３Ｋ１０及其重构
Ｆｉｇ.４　 Ｏｖｅｒｌａｐ ｇｒａｐｈ Ｋ６∗３Ｋ１０ ｗｉｔｈ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

３　 结论

本文首次提出基于连通度优化的图的 Ｓ￣Ｔ 重构问题ꎬ完全解决了一类特殊图———叠图的最优重构与算

法ꎮ 图的颠覆重构在灾后网络重建以及军事领域都有一定的实际应用价值ꎬ是连通度优化问题在网络抗毁

性方面的深化ꎮ 后续研究需要考虑一般图的最优 Ｓ￣Ｔ 重构ꎮ
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