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拟 Ｊ ∗̄̄ ｃｌｅａｎ 环

李筱璇ꎬ殷晓斌∗

(安徽师范大学数学与统计学院ꎬ 安徽 芜湖 ２４１００２)

摘要:若该环中所有元素都表示为一个拟投射元与一个 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中元素之和(且它们可以交换)ꎬ称该环是(强)拟Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ
环ꎮ 本文研究了拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环的基本性质以及其与其他∗￣环的关系ꎬ证明 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ 是强∗￣ｃｌｅａｎ 环且

Ｒ / Ｊ(Ｒ)是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ当且仅当 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬＲ 中投射元是中心的且投射元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎮ
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Ｒ ｉｓ ａ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｑｕａｓｉ Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ ｒｉｎｇ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ Ｒ ｉｓ ａ ｓｔｒｏｎｇｌｙ∗￣ｃｌｅａｎ ｒｉｎｇ ａｎｄ Ｒ / Ｊ(Ｒ) ｉｓ ａ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｑｕａｓｉ Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ ｒｉｎｇ ｉｆ ａｎｄ
ｏｎｌｙ ｉｆ Ｒ / Ｊ(Ｒ) ｉｓ ａ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｑｕａｓｉ Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ ｒｉｎｇꎬ ｅｖｅｒｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｒ ｉｓ ｃｅｎｔｒａｌ ａｎｄ ｅｖｅｒｙ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｒ / Ｊ(Ｒ) ｉｓ ｌｉｆｔｅｄ ｔｏ ａ ｐｒｏ￣
ｊｅｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｒ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｃｌｅａｎ ｒｉｎｇꎻ∗￣ｒｉｎｇꎻ ｑｕａｓｉ Ｊ￣ｃｌｅａｎ ｒｉｎｇꎻ ｑｕａｓｉ Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ ｒｉｎｇꎻ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｑｕａｓｉ Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ ｒｉｎｇ

０　 引言

本文中的环指含单位元的结合环ꎮ 设 Ｒ 为环ꎬＩｄ(Ｒ)、Ｎ(Ｒ)、Ｕ(Ｒ)、Ｐ(Ｒ)、Ｃ(Ｒ)、Ｕｃ(Ｒ)和 Ｊ(Ｒ)分别

表示 Ｒ 的幂等元之集、幂零元之集、可逆元之集、投射元之集、中心元之集、中心可逆元之集和 Ｒ 的 Ｊａｃｏｂｓｏｎ
根ꎬＭｎ(Ｒ)表示环 Ｒ 上的全体 ｎ 阶方阵环ꎬＴｎ(Ｒ)表示 Ｒ 上的 ｎ 阶上三角矩阵环ꎮ

称环 Ｒ 是(强)ｃｌｅａｎ 环[１]ꎬ若 Ｒ 中每个元素都可以表示为 １ 个可逆元和 １ 个投射元之和(且它们可以交

换)ꎮ 近年来出现许多对(强) ｃｌｅａｎ 环的推广ꎬ如(强) Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环[２]、(强) 拟 ｃｌｅａｎ 环[３]、(强) 拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ
环[４]等ꎮ

Ｎｉｃｈｏｌｓｏｎ 等[５]引入 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环的概念ꎮ 称环 Ｒ 是 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环(半布尔环)ꎬ如果 Ｒ 中每个元素都表示为幂

等元与 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中元素之和ꎮ Ｃｈｅｎ[２]引入强 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环的概念ꎮ 称环 Ｒ 是强 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环ꎬ如果 Ｒ 中每个元

素都表示为幂等元与 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中元素之和且二者可以交换ꎮ 文献[２]中说明强 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环是强 ｃｌｅａｎ 环ꎬ
并举例说明反之不成立ꎮ

Ｔａｎｇ 等[３]提出拟幂等元的概念ꎬ引入(强)拟 ｃｌｅａｎ 环的概念ꎮ 称元素 ａ 是拟幂等元ꎬ如果 ａ２ ＝ ｋａꎬ或等

价的ꎬａ＝ ｋｅꎬ其中 ｋ 是中心可逆元ꎬｅ 是幂等元ꎮ 称环 Ｒ 是(强)拟 ｃｌｅａｎ 环ꎬ如果 Ｒ 中每个元素都能表示为拟

幂等元与可逆元之和(且二者可以交换)ꎮ



　 第 １１ 期 李筱璇ꎬ等:拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环 ７１　　　 　

　 　 王尧等[４]通过拟幂等元引入拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环的概念ꎮ 称环 Ｒ 是拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环ꎬ如果 Ｒ 中每个元素都能表示

为拟幂等元与 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中元素之和ꎮ 文献[４]中给出拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环的若干例子ꎬ讨论它们的基本性质ꎬ并
证明若 Ｒ 是拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环ꎬ则全矩阵环 Ｍｎ(Ｒ)是拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环ꎮ

称环 Ｒ 是∗̄环ꎬ若存在映射∗:Ｒ→Ｒꎬ对任意 ｘꎬｙ∈Ｒꎬ均有(ｘ＋ｙ)∗ ＝ ｘ∗＋ｙ∗ꎬ (ｘｙ)∗ ＝ ｙ∗ｘ∗且(ｘ∗)∗ ＝ ｘꎮ
称环 Ｒ 中的∗̄运算为 ｐｒｏｐｅｒ 的[６]ꎬ若对任意 ｘ∈Ｒꎬ由 ｘｘ∗ ＝ ０ 可推出 ｘ＝ ０ꎮ 称元素 ｐ∈Ｒ 是投射元[６]ꎬ若ｐ２ ＝
ｐ∗ ＝ｐꎮ 显然ꎬ０ 和 １ 是投射元ꎮ

Ｖａｓ[１]引入(强)∗̄ ｃｌｅａｎ 环的概念ꎮ 称∗̄环 Ｒ 是(强)∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎬ若 Ｒ 中每个元素都能表示为 １ 个可逆

元和 １ 个投射元之和(且它们可以交换)ꎮ Ｃｈｅｎ 等[７] 引入强 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环的概念ꎮ 称∗̄环 Ｒ 是强Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ
环ꎬ如果 Ｒ 中每个元素都可以表示为 １ 个投射元与 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中 １ 个元素之和且它们可以交换ꎮ 文献[７]
中证明∗̄环 Ｒ 是强 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ 是唯一 ｃｌｅａｎ 的且是强∗̄ ｃｌｅａｎ 的ꎬ当且仅当是唯一强∗̄ ｃｌｅａｎ的ꎮ

本文将拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环扩展到∗̄环上ꎬ引入一类新的环———拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ并研究拟 Ｊ￣∗￣ｃｌｅａｎ 环的基本

性质ꎬ给出 Ｊ￣∗￣ｃｌｅａｎ 环与其他∗￣环之间的关系ꎮ

１　 拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环

定义 １　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ称 ａ∈Ｒ 是拟投射元ꎬ若存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ ｋｐꎮ 称∗̄环 Ｒ 是拟投

射环ꎬ若 Ｒ 中每个元素都是拟投射元ꎮ
命题 １　 设 Ｒ 是拟投射环ꎬ则 Ｒ 是∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 任意 ａ∈Ｒꎬ存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ使得 ａ ＝ ｋｐꎬ从而 ａ ＝ ｋｐ ＝ (１－ｐ) ＋ｋｐ－(１－ｐ)ꎮ 因为(ｋｐ－

(１－ｐ))(ｋ－１ｐ－(１－ｐ))＝ １ꎬ所以 ｋｐ－(１－ｐ)∈Ｕ(Ｒ)ꎮ 由于 １－ｐ 是投射元ꎬ因此 Ｒ 是∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎮ
下例说明命题 １ 的逆不成立ꎮ

例 １　 设 Ｚ４ 是∗̄环ꎬ其中∗＝１Ｒꎮ 可以验证 Ｚ４ 是∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎬ但不是拟投射环ꎬ因为２不能表示为 １ 个中

心可逆元和 １ 个投射元的乘积ꎮ
设 Ｒ 是∗̄环ꎬ称 ａ∈Ｒ 是强∗̄正则元[８]ꎬ若存在 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｕ∈Ｕ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ｐｕ＝ｕｐꎮ 称 Ｒ 是强∗̄正则

环[８]ꎬ若 Ｒ 中每个元素都是强∗̄正则元(等价地ꎬＲ 是强正则的且对合是 ｐｒｏｐｅｒ 的)ꎮ
设 Ｒ 是∗̄环且 ａꎬｂ∈Ｒꎬ称 ｂ 是 ａ 的 ＭＰ￣逆[９]ꎬ若 ａ 和 ｂ 满足

(１) ａ＝ａｂａꎬ　 (２) ｂ＝ｂａｂꎬ　 (３) (ａｂ)∗ ＝ａｂꎬ　 (４) (ｂａ)∗ ＝ｂａꎮ
称环 Ｒ 是(ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ)正则环[６]ꎬ若 Ｒ 中每个元素 ｒꎬ存在 ａ∈Ｒ 使得 ｒ ＝ ｒａｒꎮ Ｒ 中正则元之集称为

ｒｅｇ(Ｒ)ꎮ
称∗̄环 Ｒ 是∗̄正则环[６]ꎬ若对任意 ｘ∈Ｒꎬ存在投射元 ｐ∈Ｒ 使得 ｘＲ ＝ ｐＲ(等价地ꎬＲ 是正则的且对合是

ｐｒｏｐｅｒ 的)ꎮ
由于交换环是正则的当且仅当它是强正则的[１]ꎬ因此交换环是∗̄正则的当且仅当它是强∗̄正则的ꎮ
引理 １[９] 　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则 Ｒ 是∗̄正则环当且仅当对任意的 ａ∈Ｒꎬ ａ 有 ＭＰ￣逆ꎮ
命题 ２　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则 Ｒ 是拟投射环当且仅当 Ｒ 是交换∗̄正则环ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 对任意 ａ∈Ｒꎬ存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ ｋｐꎮ 因为

(ｋｐ)(ｋ－１ｐ)(ｋｐ)＝ ｋｐꎬ　 (ｋ－１ｐ)(ｋｐ)(ｋ－１ｐ)＝ ｋ－１ｐꎬ
((ｋｐ)(ｋ－１ｐ))∗ ＝(ｋｐ)(ｋ－１ｐ)且((ｋ－１ｐ)(ｋｐ))∗ ＝(ｋ－１ｐ)(ｋｐ)ꎬ

所以 ａ 有 ＭＰ￣逆ꎮ 由引理 １ 知ꎬＲ 是∗̄正则环ꎮ 下证 Ｒ 是交换环ꎮ 对任意 ０≠ａ∈Ｒꎬ存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈
Ｐ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ ｋｐꎮ 故对任意 ｎ∈Ｚ＋ꎬ有 ａｎ ＝ ｋｎｐ≠０ꎮ 从而 Ｒ 是约化环ꎬＲ 中每个幂等元都是中心的ꎮ 因此ꎬａ
＝ ｋｐ 是中心的ꎬＲ 是交换环ꎮ

⇐ꎮ 因为 Ｒ 是交换∗̄正则环ꎬ所以 Ｒ 是强∗̄正则环ꎮ 对任意 ａ∈Ｒꎬ存在 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｕ∈Ｕ(Ｒ)ꎬ使得 ａ ＝
ｐｕ＝ｕｐꎮ 又 Ｒ 是交换的ꎬ故 Ｒ 是拟投射环ꎮ

定义 ２　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ称 ａ∈Ｒ 是(强)拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 元ꎬ若 ａ 可以表示为一个拟投射元与一个 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中

元素之和(且它们可以交换)ꎮ 称∗̄环 Ｒ 是(强)拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ若 Ｒ 中每个元素都是(强)拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ
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显然ꎬ拟投射环是(强)拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ例 ２ 说明反之不成立ꎮ

例 ２　 设 Ｚ４ 是∗̄环ꎬ其中∗＝１Ｒꎮ 可以验证 Ｚ４ 是(强)拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ但不是拟投射环ꎬ因为２不能表示

为一个中心可逆元和一个投射元的乘积ꎮ
命题 ３　 若 Ｒ 是(强)拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｒ 是(强)∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 若 Ｒ 是(强)拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ对任意 ａ∈Ｒꎬ存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ ｋｐ＋ｊꎬ从

而 ａ＝ ｋｐ＋ｊ＝(１－ｐ)＋ｋｐ－(１－ｐ)＋ｊꎮ 因为(ｋｐ－(１－ｐ))(ｋ－１ｐ－(１－ｐ))＝ １ꎬ所以 ｋｐ－(１－ｐ)＋ｊ∈Ｕ(Ｒ) ＋Ｊ(Ｒ)⊆
Ｕ(Ｒ)ꎮ 由于 １－ｐ 是投射元ꎬ因此 Ｒ 是∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎮ 若 ｋｐ 和 ｊ 可交换ꎬ则 １－ｐ 和 ｋｐ－(１－ｐ)＋ｊ 可交换ꎮ

命题 ４　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬｕ∈Ｕ(Ｒ)且 ａ∈Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 元ꎬ若 ｕ∗ ＝ｕ－１ꎬ则 ｕ－１ａｕ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ
证明　 因为 ａ∈Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 元ꎬ所以存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ａ ＝ ｋｐ＋ ｊꎮ 又

ｕ－１ ｊｕ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ (ｕ－１ｐｕ) ２ ＝ ｕ－１ ｐｕ 且( ｕ－１ ｐｕ)∗ ＝ ｕ∗ ｐ( ｕ－１)∗ ＝ ｕ－１ ｐｕꎬ即( ｕ－１ ｐｕ) ２ ＝ ｕ－１ ｐｕ ＝ ( ｕ－１ ｐｕ)∗ꎬ从而

ｕ－１ａｕ＝ｕ－１ｋｐｕ＋ｕ－１ ｊｕ＝ ｋｕ－１ｐｕ＋ｕ－１ ｊｕꎬ因此 ｕ－１ａｕ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ
命题 ５　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ若 γ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ且 γ ＝ ｋｐ＋ ｊ 为拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 分解ꎬ其中 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ∈

Ｊ(Ｒ)ꎬ则 ｐ＝ ０ꎮ
证明　 由于 ｐ＝ ｋ－１(γ－ｊ)∈Ｊ(Ｒ)ꎬ故 ｐ＝ ０ꎮ
设 Ｒ 是环ꎬ称 ａ∈Ｒ 是拟幂等元[３]ꎬ若存在中心可逆元 ｋꎬ使得 ａ２ ＝ ｋａ(等价于存在一个幂等元 ｅ∈Ｒꎬ使

得 ａ＝ ｋｅ)ꎮ 称 Ｒ 是拟布尔环[３]ꎬ若 Ｒ 中每个元素都是拟幂等元ꎮ 称 ａ∈Ｒ 是拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 元[３]ꎬ若 ａ 可以表示

为一个拟幂等元与一个 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中元素之和ꎮ 称 Ｒ 是拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环[３]ꎬ若 Ｒ 中每个元素都是拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 元ꎮ
称∗̄环 Ｒ 中的元素 ｔ 是自伴随的[９]ꎬ若 ｔ∗ ＝ ｔꎮ
命题 ６　 设 Ｒ 是∗̄环且 ２∈Ｕ(Ｒ)ꎬ下列命题等价:
(１) Ｒ 是拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环且 Ｒ 中每个可逆元和 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中元素都是自伴随的(即对任意 ｕ∈Ｕ(Ｒ)ꎬ ｊ∈

Ｊ(Ｒ)ꎬ有 ｕ＝ｕ∗ꎬ ｊ＝ ｊ∗)ꎻ
(２) Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环且∗＝１Ｒꎮ

证明　 (１)⇒(２)ꎮ 任意 ａ∈Ｒꎬ存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｅ∈Ｉｄ(Ｒ)ꎬ ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得
ａ
２

＝ ｋｅ＋ｊꎮ 从而 ａ＝ ｋ(２ｅ－１)＋

(ｋ＋２ｊ)ꎮ 因为(２ｅ－１) ２ ＝ １ꎬ所以(２ｅ－１)∗ ＝ ２ｅ－１ꎬ于是 ２(ｅ－ｅ∗)＝ ０ꎮ 又因为 ２∈Ｕ(Ｒ)ꎬ所以 ｅ ＝ ｅ∗ꎬ因此ꎬＲ
是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环且 ａ＝ａ∗ꎬ即有∗＝１Ｒꎮ

(２)⇒(１)显然ꎮ
称∗̄环 Ｒ 中的元素 ｔ 是 １ 的自伴随平方根[９]ꎬ若 ｔ２ ＝ １ꎬ且 ｔ∗ ＝ ｔꎮ
命题 ７　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ２∈Ｕ(Ｒ)且可逆元是 １ 的自伴随平方根ꎬ如果 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｒ 中每个元

素可以表示为 １ 的自伴随平方根与可逆元之和ꎮ

证明　 任意 ａ∈Ｒꎬ存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得
ａ
２

＝ ｋｐ＋ｊꎬ从而 ａ＝ ｋ(２ｐ－１)＋(ｋ＋２ｊ)ꎬ其中

(２ｐ－１) ２ ＝ １ꎬ (２ｐ－１)∗ ＝ ２ｐ－１ꎬ ｋ＋２ｊ∈Ｕ(Ｒ)ꎮ 又 ｋ 是 １ 的自伴随平方根ꎬ因此ꎬＲ 中每个元素可以表示为 １
的自伴随平方根与可逆元之和ꎮ

称 Ｒ 是 ＵＪ￣环[１０]ꎬ若 Ｕ(Ｒ)＝ １＋Ｊ(Ｒ)ꎮ
命题 ８　 设 Ｒ 是∗̄环且 ２∈Ｕ(Ｒ)ꎬ如果 Ｒ 是 ＵＪ￣环且 Ｒ 中每个元素可以表示为 １ 的自伴随平方根与可

逆元之和ꎬ则 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 任意 ａ∈Ｒꎬ存在 ｙ∈Ｒꎬ ｕ∈Ｕ(Ｒ)ꎬ使得 ２ａ＝ ｙ＋ｕꎬ其中 ｙ２ ＝ １ꎬ ｙ∗ ＝ ｙꎮ 因为 Ｒ 是 ＵＪ￣环ꎬ所以存在

ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ２ａ＝ ｙ＋１＋ｊꎬ于是 ａ＝ ｙ
＋１
２

＋ ｊ
２
ꎮ 又

ｙ＋１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ｙ＋１
２

且
ｙ＋１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

∗

＝ ｙ＋１
２

ꎬ因此 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

设 Ｉ 是∗̄环 Ｒ 的理想ꎬ称 Ｉ 是∗̄不变理想[９]ꎬ若 Ｉ∗⊆Ｉꎮ 设 Ｉ 是 Ｒ 的∗̄不变理想ꎬＲ / Ｉ 是∗̄环ꎬ其中对合运

算∗:Ｒ / Ｉ→Ｒ / Ｉꎻ 􀭵ａ∗ ＝ａ∗ꎮ
命题 ９　 设 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ若 Ｉ 是 Ｒ 的∗̄不变理想ꎬ则 Ｒ / Ｉ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
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证明　 设 ａ∈Ｒꎬ由于 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ故存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ ｋｐ＋ｊꎮ 在Ｒ / Ｉ
中ꎬ􀭵ａ＝􀭰ｋ􀭵ｐ＋􀭰ｊꎮ 显然ꎬ中心可逆元和投射元的同态像仍然是中心可逆元和投射元ꎮ 只须证明 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中元

素的同态像仍然是 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中元素ꎬ即 􀭰ｊ∈Ｊ(Ｒ / Ｉ)ꎮ 任取 ｂ∈Ｒꎬ １＋ｂｊ 可逆ꎬ则１＋􀭵ｂ􀭰ｊ可逆ꎮ 于是 􀭰ｊ∈Ｊ(Ｒ / Ｉ)ꎮ
因此ꎬＲ / Ｉ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

推论 １　 设 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则
(１) Ｒ / Ｊ(Ｒ)是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) 若 ｎｉｌ(Ｒ)是理想ꎬ则 Ｒ / ｎｉｌ(Ｒ)是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 (１) 结合命题 ９ꎬ只需证明 Ｊ(Ｒ)是∗̄不变的ꎮ 令 ａ∗∈( Ｊ(Ｒ))∗ꎬ其中 ａ∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 下证 ａ∗∈

Ｊ(Ｒ)ꎮ 任意 ｘ∈Ｒꎬ因为 １－ｘ∗ａ∈Ｕ(Ｒ)ꎬ所以 １－ａ∗ｘ＝(１－ｘ∗ａ)∗∈Ｕ(Ｒ)ꎬ得证ꎮ
(２) 根据假设ꎬ只需证明 ｎｉｌ(Ｒ)是∗̄不变的ꎮ 任取ａ∗∈(ｎｉｌ(Ｒ))∗ꎬ其中 ａ∈ｎｉｌ(Ｒ)ꎬ只需证ａ∗∈ｎｉｌ(Ｒ)ꎮ

因为 ａ∈ｎｉｌ(Ｒ)ꎬ所以 ａｍ ＝ ０ꎬ其中整数 ｍ≥１ꎬ因此(ａ∗)ｍ ＝(ａｍ)∗ ＝ ０ꎬ得证ꎮ 剩下部分由命题 ９ 得到ꎮ
引理 ２[１１] 　 设 Ａ 是 Ｒ 的理想且 Ａ⊆Ｊ(Ｒ)ꎬ则 Ｒ 是 ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ / Ａ 是 ｃｌｅａｎ 环且幂等元模 Ａ 可提升ꎮ
引理 ３[９] 　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ如果幂等元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎬ那么投射元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎮ
定理 １　 设 Ｒ 是∗̄环且 Ｕ(Ｒ)＝ Ｕｃ(Ｒ)ꎬ则 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是交换∗̄正则环且 Ｒ 的

中心可逆元和投射元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 任意 􀭵ａ∈Ｒ / Ｊ(Ｒ)ꎬ其中 ａ∈Ｒꎮ 由于 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ因此存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ

ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ ｋｐ＋ｊꎮ 在 Ｒ / Ｊ(Ｒ)中ꎬ􀭵ａ＝􀭰ｋ􀭵ｐꎬ因此ꎬＲ / Ｊ(Ｒ)是拟投射环ꎮ 由命题 ２ 得 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是交换∗̄正则

环ꎮ 下证 Ｒ 的中心可逆元和投射元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎮ 因为 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ由命题 ３ 得 Ｒ 是∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎬ
所以 Ｒ 是 ｃｌｅａｎ 环ꎮ 由引理 ２ 得幂等元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎬ由引理 ３ 得投射元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎮ 任意 􀭵ｕ∈

Ｕｃ(Ｒ / Ｊ(Ｒ))ꎬ存在 􀭰ｓ∈Ｒ / Ｊ(Ｒ)ꎬ使得􀭵ｕ􀭰ｓ＝ １ꎬ从而 ｕｓ－１∈Ｊ(Ｒ)ꎬ即 ｕｓ∈１＋Ｊ(Ｒ)⊆Ｕ(Ｒ)ꎬ说明 ｕ 有右逆ꎮ 类似

可证 ｕ 有左逆ꎬ故 ｕ∈Ｕ(Ｒ)＝ Ｕｃ(Ｒ)ꎬ即 Ｒ 的中心可逆元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎮ
⇐ꎮ 任意 ａ∈Ｒꎬ 􀭵ａ∈Ｒ / Ｊ(Ｒ)ꎮ 由于 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是交换∗̄正则环ꎬ由命题 ２ 得 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是拟投射环ꎬ故存在

􀭰ｋ∈Ｕｃ(Ｒ / Ｊ(Ｒ))ꎬ 􀭵ｐ∈Ｐ(Ｒ / Ｊ(Ｒ))ꎬ使得 􀭵ａ＝􀭰ｋ􀭵ｐꎮ 又因为中心可逆元和投射元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎬ所以存在 ｊ∈

Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ ｋｐ＋ｊꎬ其中 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ因此ꎬＲ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
定理 ２　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬＵ(Ｒ)＝ Ｕｃ(Ｒ)ꎬ Ｉ 是 Ｒ 的∗̄不变理想ꎬＩ⊆Ｊ(Ｒ)且投射元模 Ｉ 可提升ꎬ则 Ｒ 是拟

Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ环当且仅当 Ｒ / Ｉ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 由命题 ９ 得证ꎮ
⇐ꎮ 设 Ｒ / Ｉ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ任意 ａ∈Ｒꎬ存在 􀭰ｋ∈Ｕｃ(Ｒ / Ｉ)ꎬ 􀭵ｐ∈Ｐ(Ｒ / Ｉ)ꎬ 􀭰ｊ∈Ｊ(Ｒ / Ｉ)ꎬ使得 􀭵ａ ＝􀭰ｋ􀭵ｐ＋􀭰ｊꎮ 因

为投射元模 Ｉ 可提升ꎬ所以ꎬ存在 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｒ∈Ｉꎬ使得 ａ＝ ｋｐ＋ｊ＋ｒꎮ 类似定理 １ 可证明 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ因此ꎬＲ 是

拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
例 ３　 设 Ｚ５ 是∗̄环ꎬ其中∗＝１Ｒꎮ 可以验证 Ｚ５ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ但 Ｚ 不是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ因为 ２ 不能

表示为拟投射元与 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中元素之和ꎮ
推论 ２　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬＵ(Ｒ)＝ Ｕｃ(Ｒ)ꎬ则 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环且投射

元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 因为 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ由命题 ３ 得 Ｒ 是∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以 Ｒ 是 ｃｌｅａｎ 环ꎮ 由引理 ２ 得幂等

元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎬ再根据引理 ３ 得投射元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎬ因此ꎬ由定理 ２ 得 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
⇐ꎮ 由定理 ２ 得证ꎮ

设 Ｒ＝∏
ｎ

ｉ＝１
Ｒ ｉ 是环 Ｒ ｉ 的直积ꎬ且∗ｉ:Ｒ ｉ→Ｒ ｉ 是 Ｒ ｉ 的对合运算ꎮ 定义对合运算∗:Ｒ→Ｒ 为(ａｉ)∗ ＝ (ａ∗

ｉ )ꎬ

则 Ｒ 也是∗̄环ꎮ

命题 １０　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则直积 Ｒ＝∏
ｎ

ｉ＝１
Ｒ ｉ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当每一个环 Ｒ ｉ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

证明　 ⇒ꎮ 显然ꎮ
⇐ꎮ 任取 ａ＝(ｒ１ꎬｒ２ꎬ􀆺ꎬｒｎ)∈Ｒꎬ其中 ｒｉ∈Ｒ ｉꎮ 因为 Ｒ ｉ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以ꎬ存在 ｋｉ∈Ｕｃ(Ｒ ｉ)ꎬ ｐｉ∈
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Ｐ(Ｒ ｉ)ꎬ ｊｉ∈Ｊ(Ｒ ｉ)ꎬ使得 ｒｉ ＝ ｋｉｐｉ＋ｊｉꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ 令 ｋ ＝ (ｋ１ꎬｋ２ꎬ􀆺ꎬｋｎ)ꎬ ｐ ＝ (ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｎ)ꎬ ｊ ＝ ( ｊ１ꎬｊ２ꎬ􀆺ꎬ
ｊｎ)ꎬ则 ａ＝ ｋｐ＋ｊꎮ 易知ꎬｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ因此ꎬＲ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

推论 ３　 设 Ｒ 是∗̄环且 ｅ 是 Ｒ 的中心投射元ꎬ则 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 ｅＲ 和(１－ｅ)Ｒ 都是拟

Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ环ꎮ

设 Ｒ 是∗̄环ꎬ定义对合运算∗:Ｒ[[ｘ]]→Ｒ[[ｘ]]为 (∑
∞

ｉ ＝０
ａｉｘｉ )

∗
＝∑

∞

ｉ ＝０
ａ∗
ｉ ｘｉꎬ则 Ｒ[[ｘ]]也是∗̄环ꎮ

命题 １１　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ[[ｘ]]是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

证明　 ⇒ꎮ 设 ｆ(ｘ)＝∑
∞

ｉ ＝０
ａｉｘｉ∈Ｒ[[ｘ]]ꎬ由于 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ因此存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ∈

Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ａ０ ＝ ｋｐ＋ｊꎬ则 ｆ(ｘ) ＝ ｋｐ＋ ｊ＋∑
∞

ｉ ＝１
ａｉｘｉꎬ其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)⊆Ｐ(Ｒ[[ ｘ]])ꎬ ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)⊆Ｕｃ(Ｒ[[ ｘ]])ꎮ

下面证明 ｊ＋∑
∞

ｉ ＝ １
ａ ｉｘ ｉ∈ Ｊ( Ｒ[ [ ｘ] ] ) ꎮ 事实上ꎬ因为 ｊ∈ Ｊ( Ｒ) ꎬ所以对任意 ｂ∈Ｒꎬ １ ＋ ｂｊ 可逆ꎬ对 ａ ｉꎬ

ｘ ｉꎬ１ ＋ｂ ( ｊ＋∑
∞

ｉ ＝ １
ａ ｉｘ ｉ ) ＝ １＋ｂｊ＋∑

∞

ｉ ＝１
ｂａｉｘｉ 可逆ꎬ因此ꎬ ｊ＋∑

∞

ｉ ＝１
ａｉｘｉ∈Ｊ(Ｒ[[ｘ]])ꎬ Ｒ[[ｘ]]是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

⇐ꎮ 注意到 Ｒ[[ｘ]] / (ｘ)≅Ｒ 且(ｘ)是∗̄不变理想ꎬ由命题 ９ 得 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
推论 ４　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ[ｘ] / (ｘｎ＋１)是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 由命题 １１ 和 Ｒ[ｘ] / (ｘｎ＋１)是 Ｒ[[ｘ]]的同态像可证ꎮ
⇐ꎮ 由 Ｒ 是 Ｒ[ｘ] / (ｘｎ＋１)的同态像可证ꎮ

设 Ｒ 是∗̄环且 Ｔ(ＲꎬＲ)是 Ｒ 的平凡扩张ꎬ即 Ｔ(ＲꎬＲ)＝
ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｜ ａꎬｂ∈Ｒ{ } ꎮ 定义对合运算∗:Ｔ(ＲꎬＲ)→

Ｔ(ＲꎬＲ)为(ｘꎬｙ) ｜→(ｘ∗ꎬｙ∗)ꎬ则 Ｔ(ＲꎬＲ)也是∗̄环ꎮ
命题 １２　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｔ(ＲꎬＲ)是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

证明　 ⇒ꎮ 任意
ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｔ(ＲꎬＲ)ꎬ其中 ａꎬｂ∈Ｒꎮ 因为 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以存在 ｋ１ꎬｋ２∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ

ｐ１ꎬｐ２∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ１ꎬｊ２∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ ｋ１ｐ１＋ｊ１ꎬ ｂ＝ ｋ２ｐ２＋ｊ２ꎬ于是

ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｋ１ｐ１＋ｊ１ ｋ２ｐ２＋ｊ２
０ ｋ１ｐ１＋ｊ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｋ１ ０
０ ｋ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｐ１ ０
０ ｐ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

ｊ１ ｋ２ｐ２＋ｊ２
０ ｊ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

显然ꎬ
ｋ１ ０
０ ｋ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Ｕｃ(Ｔ(ＲꎬＲ))ꎬ

ｐ１ ０
０ ｐ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Ｐ(Ｔ(ＲꎬＲ))ꎮ 下证

ｊ１ ｋ２ｐ２＋ｊ２
０ ｊ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Ｊ(Ｔ(ＲꎬＲ))ꎮ 事实上ꎬ任意

ｘ ｙ
０ ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Ｔ(ＲꎬＲ)ꎬ其中 ｘꎬｙ∈Ｒꎬ

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｘ ｙ
０ ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊ１ ｋ２ｐ２＋ｊ２
０ ｊ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１－ｘｊ１ －ｘ(ｋ２ｐ２＋ｊ２)－ｙｊ１
０ １－ｘｊ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Ｕ(Ｔ(ＲꎬＲ))ꎮ

因此ꎬＴ(ＲꎬＲ)是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
⇐ꎮ 任意 ａꎬｂ∈Ｒꎬ因为 Ｔ(ＲꎬＲ)是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以

ａ ｂ
０ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｋ１ ｋ２

０ ｋ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｐ１ ｐ２

０ ｐ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

ｊ１ ｊ２
０ ｊ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

其中
ｋ１ ｋ２

０ ｋ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Ｕｃ(Ｔ(ＲꎬＲ))ꎬ

ｐ１ ｐ２

０ ｐ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Ｐ(Ｔ(ＲꎬＲ))ꎬ

ｊ１ ｊ２
０ ｊ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Ｊ(Ｔ(ＲꎬＲ))ꎬ则 ａ ＝ ｋ１ｐ１ ＋ｊ１ꎮ 下证 ｋ１∈

Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ１∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ１∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 事实上ꎬ对任意 ｘꎬｙ∈Ｒꎬ

ｘ ｙ
０ ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ１ ｋ２

０ ｋ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｘｋ１ ｘｋ２＋ｙｋ１

０ ｘｋ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　

ｋ１ ｋ２

０ ｋ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｘ ｙ
０ ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｋ１ｘ ｋ１ｙ＋ｋ２ｘ
０ ｋ１ｘ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ
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有 ｘｋ１ ＝ ｋ１ｘꎬ则 ｋ１ 是中心的ꎮ 因为
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｘ ｙ
０ ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｊ１ ｊ２
０ ｊ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１－ｘｊ１ －ｘｊ２－ｙｊ１
０ １－ｘｊ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 可逆ꎬ所以 １－ｘｊ１ 可逆ꎬ ｊ１∈

Ｊ(Ｒ)ꎮ 显然ꎬｋ１ 可逆ꎬｐ１∈Ｐ(Ｒ)ꎬ故 ａ＝ ｋ１ｐ１＋ｊ１ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 元ꎬＲ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
设 Ｒ 是∗̄环ꎬ称 ａ∈Ｒ 是强 π ∗̄̄正则元[８]ꎬ若其满足文献[８]中定理 ３.２ 的条件ꎮ 称 Ｒ 是强 π ∗̄̄正则

环[１２]ꎬ若 Ｒ 中每个元素都是强 π ∗̄̄正则元ꎮ
引理 ４[８] 　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则 Ｒ 是强 π ∗̄̄正则环当且仅当对任意 ａ∈Ｒꎬ存在 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｕ∈Ｕ(Ｒ)使得

ａ＝ｐ＋ｕꎬ ａｐ∈ｎｉｌ(Ｒ)ꎮ
命题 １３　 设 Ｒ 是交换∗̄环且 ｒ∈Ｒꎬ若 ｒ＝ａ＋ｂꎬ其中 ａ 是强 π ∗̄̄正则元ꎬｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ则 ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ
证明　 因为 ａ 是强 π ∗̄̄正则元ꎬ由引理 ４ꎬ设 ａ＝ｐ＋ｕꎬ其中 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｕ∈Ｕ(Ｒ)且 ａｐ∈ｎｉｌ(Ｒ)ꎬ则

ｒ＝ａ＋ｊ＝ｐａ＋(１－ｐ)ａ＋ｊ＝ｐａ＋(１－ｐ)ｕ＋ｊ＝ｕ(１－ｐ)＋( ｊ＋ｐａ)ꎮ
因为 Ｒ 是交换∗̄环ꎬ所以 ｎｉｌ(Ｒ)⊆Ｊ(Ｒ)ꎬ于是 ｊ＋ｐａ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ因此 ｒ＝ｕ(１－ｐ)＋( ｊ＋ｐａ)是 ｒ 的一种拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ
分解ꎮ

２　 强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环

称∗̄环 Ｒ 是 ｍｅｄｉｕｍ ∗̄ ｃｌｅａｎ 环[１２]ꎬ若 Ｒ 中每个元素都可以表示为 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中 １ 个元素与 １ 个投射

元之和或差且它们可以交换ꎮ
命题 １４　 若 Ｒ 是 ｍｅｄｉｕｍ ∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎬ则 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 显然ꎮ
下面的例子说明命题 １４ 的逆不成立ꎮ
例 ４　 设 Ｚ３ 是∗̄环ꎬ其中∗＝１Ｒꎮ 可以验证 Ｚ３ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ但 Ｚ３ 不是 ｍｅｄｉｕｍ ∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎬ因为

２不能表示为投射元与 Ｊａｃｏｂｓｏｎ 根中元素之和或差ꎮ
下面的例子说明 ｍｅｄｉｕｍ ∗̄ ｃｌｅａｎ 环未必是强 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
先回顾一下局部化[１３]的概念ꎮ
设 Ｒ 是交换环ꎬＳ 是 Ｒ 的乘法封闭子集ꎬ在集合 Ｒ×Ｓ 中定义等价关系:

(ａꎬｓ) ~ (ｂꎬｔ)⇔存在 ｕ∈Ｓ 使得(ａｔ－ｂｓ)ｕ＝ ０ꎮ
将(ａꎬｓ)的等价类记为 ａ / ｓꎮ 在等价类所成集合中规定加法和乘法运算:

(ａ / ｓ)＋(ｂ / ｔ)＝ (ａｔ＋ｂｓ) / ｓｔꎻ
(ａ / ｓ)(ｂ / ｔ)＝ ａｂ / ｓｔꎬ

则称为 Ｒ 关于 Ｓ 的局部化ꎬ记作 Ｓ－１Ｒ 或 ＲＳꎬ又称为分式环ꎮ
例 ５[１２] 　 设 Ｒ＝Ｚ(３)是 Ｚ 关于(３)的局部化且∗＝１Ｒꎬ则 Ｒ 是 ｍｅｄｉｕｍ ∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎬ不是强 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
由以上例子有以下推断:

强 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环⇒ｍｅｄｉｕｍ ∗̄ ｃｌｅａｎ 环⇒强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环⇒强∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎮ
引理 ５[１４] 　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ若 Ｒ 中每个幂等元都是投射元ꎬ则 Ｒ 是 ａｂｅｌｉａｎꎮ
引理 ６[１４] 　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则下列命题等价:
(１) Ｒ 是 ｃｌｅａｎ 环且 Ｒ 中每个幂等元都是投射元ꎻ
(２) Ｒ 是 ａｂｅｌｉａｎ ∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(３) Ｒ 是强∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎮ
命题 １５　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则下列命题等价:
(１) Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) Ｒ 是 ａｂｅｌｉａｎ 拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(３) Ｒ 是拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环且 Ｒ 中每个幂等元都是投射元ꎮ
证明　 (２)⇒(１)显然ꎮ
(１)⇒(３)ꎮ 因为 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以由命题 ３ 得 Ｒ 是强∗̄ ｃｌｅａｎ 环ꎬ因此ꎬ由引理 ６ 得 Ｒ 中每个
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幂等元都是投射元ꎮ
(３)⇒(２)ꎮ 因为 Ｒ 中每个幂等元都是投射元ꎬ所以由引理 ５ 得 Ｒ 是 ａｂｅｌｉａｎꎬ因此ꎬＲ 是 ａｂｅｌｉａｎ 拟 Ｊ ∗̄̄

ｃｌｅａｎ 环ꎮ
由命题 ９ 类似可证以下结论ꎮ
命题 １６　 设 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ若 Ｉ 是 Ｒ 的∗̄不变理想ꎬ则 Ｒ / Ｉ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
定理 ３　 设 Ｒ 是∗－环且 Ｕ(Ｒ)＝ Ｕｃ(Ｒ)ꎬ Ｉ 是 Ｒ 的∗̄不变理想且 Ｉ⊆Ｊ(Ｒ)ꎬ则 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且

仅当 Ｒ 是强∗̄ｃｌｅａｎ 环且 Ｒ / Ｉ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 由命题 ３、１６ 得ꎮ
⇐ꎮ 因为 Ｒ / Ｉ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以对任意 􀭵ａ ∈Ｒ / Ｉꎬ则存在 􀭰ｋ∈Ｕｃ(Ｒ / Ｉ)ꎬ 􀭵ｐ∈Ｐ(Ｒ / Ｉ)ꎬ 􀭰ｊ∈Ｊ(Ｒ / Ｉ)ꎬ

使得 􀭵ａ＝􀭰ｋ􀭵ｐ＋􀭰ｊꎮ 由于 Ｒ 是强∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ则由引理 ６ 知 Ｒ 中每个幂等元都是投射元ꎮ 又由引理 ２ 得幂等元模 Ｉ
可提升ꎬ所以投射元模 Ｉ 可提升ꎮ 类似于定理 ２ 中的证明有中心可逆元模 Ｉ 可提升ꎬ因此ꎬ存在 ｒ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ
ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ ｋｐ＋ｊ＋ｒꎬ ｐ( ｊ＋ｒ)＝ ( ｊ＋ｒ)ｐꎬ因此 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

引理 ７[１４] 　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬ则下列命题等价:
(１) Ｒ 是强∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) Ｒ / Ｊ(Ｒ)是强∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎬＲ 中投射元是中心的且投射元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎻ
(３) Ｒ / Ｊ(Ｒ)是约化 ｃｌｅａｎ 环ꎬＲ / Ｊ(Ｒ)中的幂等元可被提升为 Ｒ 中的中心投射元ꎮ
定理 ４　 设 Ｒ 是∗̄环且 Ｕ(Ｒ)＝ Ｕｃ(Ｒ)ꎬ则下列命题等价:
(１) Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) Ｒ 是强∗̄ｃｌｅａｎ 环且 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(３) Ｒ 是强∗̄ｃｌｅａｎ 环且 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是拟投射环ꎻ
(４) Ｒ / Ｊ(Ｒ)是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬＲ 中投射元是中心的且投射元模 Ｊ(Ｒ)可提升ꎻ
(５) Ｒ / Ｊ(Ｒ)是约化拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环ꎬＲ / Ｊ(Ｒ)中的幂等元可被提升为 Ｒ 中的中心投射元ꎮ
证明　 (１)⇔(２)、(１)⇔(３) 显然ꎮ
(１)⇒(４)ꎮ 由命题 １６ 得 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ又因为 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以 Ｒ 是强

∗̄ｃｌｅａｎ环ꎮ 剩下部分由引理 ７ 可证ꎮ
(４)⇒(５)ꎮ 因为 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是强∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 剩下部分由引理 ７ 可证ꎮ
(４)⇒(１)ꎮ 设 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是拟 Ｊ￣ｃｌｅａｎ 环ꎮ 任意 ａ∈Ｒꎬ则存在 􀭰ｋ∈Ｕｃ(Ｒ / Ｊ(Ｒ))ꎬ 􀭰ｅ∈Ｉｄ(Ｒ / Ｊ(Ｒ))ꎬ 􀭰ｊ∈

Ｊ(Ｒ / Ｊ(Ｒ))ꎬ使得 􀭵ａ＝􀭰ｋ􀭰ｅ＋􀭰ｊꎮ 因为 Ｒ / Ｊ(Ｒ)中的幂等元可被提升为 Ｒ 中的中心投射元ꎬ所以ꎬ存在中心投射元

ｐ∈Ｒꎬ ｒ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ａ＝ ｋｐ＋ｊ＋ｒꎬ显然 ｊ＋ｒ∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 类似于定理 ２ 的证明ꎬ有 ｋ∈Ｕ(Ｒ)＝ Ｕｃ(Ｒ)ꎮ 因此ꎬＲ 是

强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
推论 ５　 设 Ｒ 是∗̄环ꎬＵ(Ｒ)＝ Ｕｃ(Ｒ)且 Ｒ 是 ＵＪ￣环ꎬ则 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当

(１) Ｒ 是强∗̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) Ｒ / ２Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环且 ２∈Ｊ(Ｒ)ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 因为 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ２ ＝ ｋｐ＋ｊꎮ 因为

(ｋｐ＋(ｐ－１))(ｋ－１ｐ＋(ｐ－１))＝ １ꎬ所以 １＋ｐ ＝ ２＋(ｐ－１)＝ ｋｐ＋(ｐ－１) ＋ｊ∈Ｕ(Ｒ)ꎮ 由于 Ｒ 是 ＵＪ￣环ꎬ因此 ｐ∈

Ｊ(Ｒ)ꎬ则 ｐ＝ ０ꎮ 从而 ２＝ ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 剩下部分由定理 ３ 得ꎮ
⇐ꎮ 由定理 ３ 得ꎮ
命题 １７　 设 Ｒ 是∗̄正则环且 Ｕ(Ｒ)＝ Ｕｃ(Ｒ)ꎬ则 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ 是拟投射环ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 因为 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以由定理 ４ꎬ得 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是拟投射环ꎮ 又由于 Ｒ 是∗̄正则环ꎬ

从而 Ｒ 是正则环ꎬ则 Ｊ(Ｒ)＝ ０ꎬ因此 Ｒ 是拟投射环ꎮ
⇐ꎮ 显然ꎮ
定理 ５　 设 Ｒ 是∗̄环且 Ｒ 中每个可逆元是自伴随的ꎬ则 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当

(１) Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) 对任意投射元 ｅꎬ ｆ∈Ｒꎬ若 ｅ－ｆ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ则 ｅ＝ ｆꎮ
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证明　 ⇒ꎮ 显然 Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ 对任意的投射元 ｅꎬ ｆ∈Ｒꎬ因为 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以由命题

１５ 得 Ｒ 是 ａｂｅｌｉａｎꎬ因此 ｅｆ＝ ｆｅꎬ得到(ｅ－ｆ) ３ ＝ ｅ－ｆꎬ从而(ｅ－ｆ)(１－(ｅ－ｆ) ２)＝ ０ꎬ因此 ｅ＝ ｆꎮ
⇐ꎮ 对任意幂等元 ｅ∈Ｒꎬ存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｇ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ使得 ｅ－ｋｇ∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 因为 Ｒ 中每个可逆元是自伴

随的ꎬ所以 ｅ∗－ｋｇ＝ ｅ∗－ｋ∗ｇ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ从而 ｅ－ｅ∗ ＝(ｅ－ｋｇ)－(ｅ∗－ｋｇ)∈Ｊ(Ｒ)ꎮ
令 ｘ＝ １＋(ｅ－ｅ∗)∗(ｅ－ｅ∗)ꎬ ｔ＝ ｘ－１ꎬ易知 ｘ∗ ＝ ｘꎬ ｔ∗ ＝ ｔꎬ故 ｅ∗ｘ＝ ｅ∗ｅｅ∗ ＝ ｘｅ∗ꎬ从而 ｅ∗ ｔ＝ ｔｅ∗ꎬ ｅｔ＝ ｔｅꎮ 令 ｆ＝

ｅ∗ｅｔ＝ ｔｅ∗ｅꎬ则 ｆ∗ ＝ ｆꎬ ｆ ２ ＝ ｅ∗ ｅｔｅ∗ ｅｔ ＝ ｅ∗ ｅｅ∗( ｔｅｔ)＝ ｅ∗ ｘｔｅｔ ＝ ｅ∗ ｅｔ ＝ ｆꎬ ｆｅ ＝ ｆꎬ ｅｆ ＝ ｅｅ∗ ｅｔ ＝ ｅｘｔ ＝ ｅꎬ ｆ ＝ ｅ∗ ｆꎬ从而ꎬ
ｅ－ｆ＝ ｅｆ－ｅ∗ ｆ＝(ｅ－ｅ∗) ｆ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ此时 ｆ＝ ｅ∗ｅ(１＋(ｅ∗－ｅ)(ｅ－ｅ∗)) －１ꎮ

令 ｘ′＝ １＋(ｅ∗ －ｅ)∗(ｅ∗ －ｅ)ꎬ ｔ′ ＝ (ｘ′) －１ꎬ易知(ｘ′)∗ ＝ ｘ′ꎬ ( ｔ′)∗ ＝ ｔ′ꎬ故 ｅｘ′ ＝ ｅｅ∗ ｅ ＝ ｘ′ｅꎬ从而 ｅｔ′ ＝ ｔ′ｅꎬ
ｅ∗ ｔ′＝ ｔ′ｅ∗ꎮ 令 ｆ ′＝ ｅｅ∗ ｔ′＝ ｔ′ｅｅ∗ꎬ类似可证( ｆ ′)∗ ＝( ｆ ′) ２ ＝ ｆ ′ꎬ ｅｆ ′＝ ｆ ′ꎬ ｆ ′ｅ＝ ｅꎬ ｆ ′＝ ｆ ′ｅ∗ꎬ从而ꎬｅ－ｆ ′＝ ｆ ′ｅ－ｆ ′ｅ∗ ＝
ｆ ′(ｅ－ｅ∗)∈Ｊ(Ｒ)ꎬ此时 ｆ ′＝(１＋(ｅ－ｅ∗)(ｅ∗－ｅ)) －１ｅｅ∗ꎮ

由上述得 ｅ－ｆꎬ ｅ－ｆ ′∈Ｊ(Ｒ)ꎬ ｆꎬ ｆ ′都是投射元ꎬ故 ｆ－ｆ ′＝(ｅ－ｆ ′)－(ｅ－ｆ)∈Ｊ(Ｒ)ꎬ从而 ｆ＝ ｆ ′ꎬ即
ｅ∗ｅ(１＋(ｅ∗－ｅ)(ｅ－ｅ∗)) －１ ＝(１＋(ｅ－ｅ∗)(ｅ∗－ｅ)) －１ｅｅ∗ꎮ

于是

(１＋(ｅ－ｅ∗)(ｅ∗－ｅ))ｅ∗ｅ＝ ｅｅ∗(１＋(ｅ∗－ｅ)(ｅ－ｅ∗))ꎬ
得到 ｅ∗ｅｅ∗ｅ＝ ｅｅ∗ｅｅ∗ꎬ则

(ｅ－ｅ∗) ３－(ｅ－ｅ∗)＝ －ｅｅ∗ｅ＋ｅ∗ｅｅ∗ꎻ
((ｅ－ｅ∗) ３－(ｅ－ｅ∗))(ｅ＋ｅ∗)＝ (ｅ－ｅ∗) ３－(ｅ－ｅ∗)ꎮ

因此(ｅ－ｅ∗)((ｅ－ｅ∗) ２－１)((ｅ＋ｅ∗)－１)＝ ０ꎮ
因为 ｅ－ｆ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ所以 ｅ∗－ｆ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ则(ｅ＋ｅ∗)－２ｆ∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 于是(ｅ＋ｅ∗)－１ ＝ (２ｆ－１)＋((ｅ＋ｅ∗)－２ｆ)∈

Ｕ(Ｒ)ꎮ 又 ｅ－ｅ∗∈Ｊ(Ｒ)ꎬ从而(ｅ－ｅ∗) ２－１∈Ｕ(Ｒ)ꎬ故 ｅ＝ ｅ∗ꎮ 因此ꎬ由引理 ５ 知 Ｒ 是 ａｂｅｌｉａｎꎮ 由命题 １５ 得 Ｒ
是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

称投射元 ｅꎬ ｆ∈Ｒ 是等价的[６]ꎬ记作 ｅ~ ｆꎬ若存在 ｗ∈Ｒꎬ使得 ｗ∗ｗ＝ ｅ 且 ｗｗ∗ ＝ ｆꎮ
称环 Ｒ 有稳定度 １[１５]ꎬ若 ａＲ＋ｂＲ＝Ｒꎬ其中 ａꎬｂ∈Ｒꎬ则存在 ｙ∈Ｒꎬ使得 ａ＋ｂｙ∈Ｕ(Ｒ)ꎮ 例如ꎬ半局部环、单

位正则环、强 π￣正则环等均有稳定度 １ꎮ
引理 ８[１５] 　 设 Ｒ 是 ｅｘｃｈａｎｇｅ 环ꎬ则 Ｒ 有稳定度 １ 当且仅当对任意幂等元 ｅꎬ ｆ∈Ｒꎬ若 ｅＲ≅ｆＲꎬ则存在 ｕ∈

Ｕ(Ｒ)ꎬ使得 ｅ＝ｕｆｕ－１ꎮ
命题 １８　 设 Ｒ 是∗̄环且 Ｒ 中每个可逆元是自伴随的ꎬ则 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当

(１) Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) 对任意投射元 ｅꎬ ｆ∈Ｒꎬ若 ｅ~ ｆꎬ则 ｅ＝ ｆꎮ
证明　 ⇒ꎮ 显然(１)成立ꎮ 由定理 ４ 得 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是拟投射环ꎮ 由命题 ２ 得 Ｒ / Ｊ(Ｒ)是交换∗̄正则环ꎬ则

Ｒ / Ｊ(Ｒ)是强 π￣正则环ꎮ 由文献[１５]得ꎬ每个强 π￣正则环都有稳定度 １ꎬ即 Ｒ / Ｊ(Ｒ)有稳定度 １ꎬ则易知 Ｒ 有

稳定度 １ꎮ 若对任意的投射元 ｅꎬｆ∈Ｒꎬ ｅ－ｆ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ有 ｅ~ ｆꎬ由文献[１５]可得 ｅＲ≅ｆＲꎮ 由引理 ８ 得ꎬ存在 ｕ∈Ｕ
(Ｒ)ꎬ使得 ｅ＝ｕｆｕ－１ꎮ 因为 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以由命题 １５ 得 Ｒ 是 ａｂｅｌｉａｎꎬ则 ｅ＝ ｆꎮ

⇐ꎮ 对任意的投射元 ｅꎬ ｆ∈Ｒ 使得 ｅ－ｆ∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 令 ｕ＝ １－ｅ－ｆꎬ则 ｅｕ＝ －ｅｆ ＝ ｕｆꎮ 易证 ｕ ＝ ｕ∗ ＝ ｕ－１∈Ｕ(Ｒ)ꎮ
令 ｗ＝ ｆｕ－１ｅꎬ则 ｆ＝ｕ－１ｅｕ＝ｗｗ∗且 ｅ＝ｕｆｕ－１ ＝ｗ∗ｗꎬ因此ꎬｅ~ ｆꎮ 由假设得 ｅ＝ ｆꎬ由定理 ５ 得 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ

设 Ｒ 是∗̄环ꎬ称元素 ａ∈Ｒ 是 ｐａｒｔｉａｌ ｉｓｏｍｅｔｒｙ 元[６]ꎬ若 ａ ＝ ａａ∗ ａꎮ 称元素 ｕ∈Ｒ 是 ｕｎｉｔａｒｙ 元[６]ꎬ若 ｕｕ∗ ＝
ｕ∗ｕ＝１ꎮ

命题 １９　 设 Ｒ 是∗̄环且 Ｒ 中每个可逆元是自伴随的ꎬ则 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当

(１) Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) 对任意 ｐａｒｔｉａｌ ｉｓｏｍｅｔｒｙ 元 ａ∈Ｒꎬ存在 ｅ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｕｎｉｔａｒｙ 元 ｕ∈Ｒꎬ使得 ａ＝ ｅｕ＝ｕｅꎮ
证明　 ⇒ꎮ 显然(１)成立ꎮ 对任意的 ｐａｒｔｉａｌ ｉｓｏｍｅｔｒｙ 元 ｗ∈Ｒꎬ有 ｗ ＝ｗｗ∗ｗꎬ从而 ｗ∗ ＝ｗ∗ｗｗ∗ꎮ 因为

ｗ∗ｗ＝ｗ∗ｗｗ∗ｗ＝(ｗ∗ｗ)∗ꎬ ｗｗ∗ ＝ｗｗ∗ｗｗ∗ ＝(ｗｗ∗)∗ꎬ所以 ｗ∗ｗ 和 ｗｗ∗是投射元且 ｗ∗ｗ ~ｗｗ∗ꎮ 由命

题 １８ 得 ｗ∗ｗ＝ｗｗ∗ꎮ 令 ｕ＝ １－ｗ∗ｗ＋ｗꎬ则 ｕ∗ ＝ １－ｗ∗ｗ＋ｗ∗ꎮ 从而 ｕｕ∗ ＝ ｕ∗ｕ ＝ １ꎬ即 ｕ∈Ｒ 是 ｕｎｉｔａｒｙ 元ꎮ 令

ｅ＝ｗｗ∗ꎬ则 ｅ 是投射元ꎬ故 ｗ＝ｗｗ∗(１－ｗｗ∗＋ｗ)＝ ｅｕꎮ 又因为 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以由命题 １５ 得 Ｒ 是
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ａｂｅｌｉａｎꎬ因此ꎬｗ＝ ｅｕ＝ｕｅ 得证ꎮ
⇐ꎮ 对任意的投射元 ｅꎬ ｆ∈Ｒ 使得 ｅ~ ｆꎮ 存在 ｗ∈Ｒꎬ使得 ｗ∗ｗ＝ ｅ 且 ｗｗ∗ ＝ ｆꎮ 假设 ｗ∈ｆＲｅꎬ ｗ∗∈ｅＲｆꎬ

从而 ｗｗ∗ｗ ＝ ｗｅ ＝ ｗꎬ即 ｗ 是 ｐａｒｔｉａｌ ｉｓｏｍｅｔｒｙ 元ꎬ故存在 ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｕｎｉｔａｒｙ 元 ｕ∈Ｒꎬ使得 ｗ ＝ ｐｕ ＝ ｕｐꎬ则
ｅ＝ｗ∗ｗ＝(ｕ∗ｐ)(ｐｕ)＝ ｕ∗ｐｕ＝ｕ∗ｕｐ＝ｐ 且 ｆ＝ｗｗ∗ ＝(ｐｕ)(ｕ∗ｐ)＝ ｐｕ∗ｕｐ ＝ ｐꎬ因此 ｅ ＝ ｆꎮ 由命题 １８ 得 Ｒ 是强

拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
设 Ｒ 是∗̄环ꎬ称元素 ａ∈Ｒ 是唯一∗̄ｃｌｅａｎ 元[１２]ꎬ若存在唯一的投射元 ｅꎬ使得 ａ－ｅ 是可逆的ꎮ
定理 ６　 设 Ｒ 是∗̄环且 Ｒ 中每个可逆元是 １ 的自伴随平方根ꎬ则 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环当且仅当

(１) Ｒ 是拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎻ
(２) 对任意 ａ∈Ｒꎬ ａ２ 是唯一∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 显然(１)成立ꎮ 对任意 ａ∈Ｒꎬ存在 ｋ∈Ｕｃ(Ｒ)ꎬ ｐ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｊ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ使得 ａ ＝ ｋｐ＋ｊꎬ ｐｊ ＝ ｊｐꎬ则

ａ２ ＝(ｋｐ＋ｊ)２ ＝ｋ２ｐ＋ｊ′ꎬ其中 ｊ′∈Ｊ(Ｒ)ꎮ 因为 Ｒ 中每个可逆元是 １ 的自伴随平方根ꎬ所以 ａ２ ＝ｋ２ｐ＋ｊ′＝ｐ＋ｊ′＝(１－ｐ)＋
((２ｐ－１)＋ｊ′)ꎮ 又由于(２ｐ－１)２ ＝ １ꎬ因此 ａ２ 是∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ 下证唯一性ꎮ 不妨设 ａ２ ＝ ｆ＋ｖꎬ其中 ｆ∈Ｐ(Ｒ)ꎬ ｖ∈

Ｕ(Ｒ)ꎬ则 ｐ－ｆ＝ｖ－ｊ′∈Ｕ(Ｒ)ꎮ 因为 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ所以由命题 １５ 得 Ｒ 是 ａｂｅｌｉａｎꎬ则(ｐ－ｆ)３ ＝ｐ－ｆꎬ即(ｐ－
ｆ)(１－(ｐ－ｆ)２)＝ ０ꎬ从而 １－ｐ＋２ｐｆ－ｆ＝０ꎮ 故 ｆ＝(１－２ｐ) －１(１－ｐ)＝ (１－２ｐ)(１－ｐ)＝ １－ｐꎬ因此ꎬａ２ 是唯一∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎮ

⇐ꎮ 对任意的投射元 ｅꎬ ｆ∈Ｒꎬ设 ｅ－ｆ∈Ｊ(Ｒ)ꎬ因为(２ｅ－１)２ ＝ １ꎬ (２ｆ－１)２ ＝ １ꎬ所以 ２ｅ－１∈Ｕ(Ｒ)ꎬ (２ｆ－１)＋
(ｅ－ｆ)∈Ｕ(Ｒ)＋Ｊ(Ｒ)⊆Ｕ(Ｒ)ꎮ 又由于 ｅ２ ＝ ｅ ＝ (１－ｅ) ＋(２ｅ－１) ＝ (１－ ｆ) ＋((２ｆ－１) ＋( ｅ－ ｆ)) 且 ｅ２ 是唯一

∗̄ｃｌｅａｎ元ꎬ因此 １－ｅ＝ １－ｆꎬ即 ｅ＝ ｆꎮ 由定理 ５ 得 Ｒ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎮ
例 ６　 设 Ｚ３ 是∗̄环ꎬ其中∗＝１Ｒꎮ 可以验证 Ｚ３ 是强拟 Ｊ ∗̄̄ｃｌｅａｎ 环ꎬ但－１∈Ｚ３不是唯一∗̄ｃｌｅａｎ 元ꎬ因为

－１＝ ０＋(－１)＝ １＋１ꎮ
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