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摘要:提出 Ｔ￣球形模糊数的减法和除法算子ꎬ讨论 Ｔ￣球形模糊数减法和除法算子的性质ꎮ 提出基于 Ｔ￣球形模糊减法和除法算

子的灰色关联分析方法ꎬ并将该方法与多准则妥协解排序(ｖｌｓｅｋｒｉｔｅｒｉｊｕｍｓｋａ ｏｐｔｉｍｉｚａｃｉｊａ ｉ ｋｏｍｐｒｏｍｉｓｎｏ ｒｅｓｅｎｊｅꎬ ＶＩＫＯＲ)方法

结合ꎬ防止计算过程中 Ｔ￣球形模糊信息的丢失ꎬ利用一种新的得分函数完善 Ｔ￣球形模糊数的比较机制ꎮ 通过实例及对比实验

说明所提的基于 Ｔ￣球形模糊减法和除法算子的灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法的有效性和优越性ꎬ为解决 Ｔ￣球形模糊环境下的多属性决策

问题提供新的有效的方法ꎮ
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０　 引言

Ｚａｄｅｈ[１]于 １９６５ 年首次提出模糊集( ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓꎬ ＦＳｓ)理论用于解决不确定性问题后ꎬ模糊集得到了快速

的发展ꎮ Ａｔａｎａｓｓｏｖ[２]定义了直觉模糊集 ( ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓꎬ ＩＦＳｓ)ꎬ隶属度 μ 和非隶属度 ν 刻画决策信

息的模糊性ꎬ并要求 ０≤μ＋ν≤１ꎮ 但是ꎬＩＦＳｓ 对于隶属度与非隶属度之和大于 １ 的情况不再合适ꎬ为此ꎬ文献
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[３￣４]提出毕达哥拉斯模糊集(Ｐｙｔｈａｇｏｒｅａｎ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓꎬ ＰｙＦＳｓ)ꎬ要求 ０≤μ２＋ν２≤１ꎬ以及 ｑ 阶正交模糊集(ｑ￣
ｒｕｎｇ ｏｒｔｈｏｐａｉｒ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓꎬ ｑ￣ＲＯＦＳｓ)ꎬ要求 ０≤μｑ＋νｑ≤１(ｑ≥１)ꎬ将隶属度和非隶属度形成的空间扩充到更大

的范围ꎮ 考虑到决策或评价时决策者犹豫不决的态度ꎬＣｕｏｎｇ[５]在 ＩＦＳｓ 的基础上提出了图片模糊集(ｐｉｃｔｕｒｅ
ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓꎬ ＰＦＳｓ)的概念ꎬ隶属度 μ、非隶属度 ν 和中立度 η 刻画模糊性ꎬ满足 ０≤μ＋ν＋η≤１ꎮ Ｍａｈｍｏｏｄ 等[６]

做了进一步的推广ꎬ提出了球形模糊集( ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓꎬ ＳＦＳｓ)和 Ｔ￣球形模糊集(Ｔ￣ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓꎬ
Ｔ￣ＳＦＳｓ)的概念ꎬ分别需要满足 ０≤μ２＋ν２＋η２≤１ 和 ０≤μｔ＋νｔ＋ηｔ≤１( ｔ≥１)ꎮ Ｔ￣ＳＦＳｓ 是前面提出模糊集的推

广ꎬ当 μ、ν、η、ｔ 取相应的值时ꎬＴ￣ＳＦＳｓ 将退化成前面提出的 ＩＦＳｓ、ＰｙＦＳｓ、ｑ￣ＲＯＦＳｓ、ＰＦＳｓ、ＳＦＳｓ 等ꎮ 由于 Ｔ￣
ＳＦＳｓ 应用范围更广ꎬ因此得到了快速的发展ꎮ Ｕｌｌａｈ 等[７] 研究了 Ｔ￣ＳＦＳｓ 的余弦相似测度、灰色相似测度和

集合论相似测度等新的相似测度ꎬ并研究了它们在模式识别中的应用ꎻＺｅｎｇ 等[８]提出了 Ｔ￣ＳＦＳｓ 交互式加权

平均聚合算子并将其应用到太阳能电池选择的多属性决策过程中ꎻＣｈｅｎ[９]提出了基于改进的 Ｔ￣球形模糊数

(Ｔ￣ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｆｕｚｚｙ ｎｕｍｂｅｒｓꎬ Ｔ￣ＳＦＮｓ)的得分函数和基于 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 距离测度的多准则妥协解排序 (ｖｌｓｅｋｒｉ￣
ｔｅｒｉｊｕｍｓｋａ ｏｐｔｉｍｉｚａｃｉｊａ ｉ ｋｏｍｐｒｏｍｉｓｎｏ ｒｅｓｅｎｊｅꎬ ＶＩＫＯＲ)方法ꎬ并用于解决仓库位置和广告策略的选择问题ꎮ
虽然 Ｔ￣ＳＦＳｓ 具有广泛的应用前景ꎬ但是其理论还不够完善ꎮ

交叉熵是度量信息差异性的有效工具ꎬ在确定属性权重中具有非常广泛的应用ꎮ Ｗｅｉ[１０] 提出了图片模

糊交叉熵ꎬ用于解决新兴技术商业化潜力评价的多属性决策问题ꎻＷｕ 等[１１] 提出犹豫图片模糊语言集加权

交叉熵ꎬ使用优劣解距离法( ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｆｏｒ ｏｒｄｅｒ ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｂｙ ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ ｔｏ ｉｄｅａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬ ＴＯＰＳＩＳ)方法解决人

员选择问题ꎻＢｏｚｙｉ ｇ̆ｉｔ 等[１２] 提出了基于 ｄ￣Ｃｈｏｑｕｅｔ 积分的参数图片模糊交叉熵测度ꎬ用于建筑材料的识别ꎻ
Ｙａｎｇ 等[１３]提出基于交叉熵测度的 Ｔ￣球形模糊数据关系组织排序与综合方法ꎬ解决了老旧社区改造方案选

择的问题ꎮ 但是ꎬ关于模糊环境下交叉熵的研究ꎬ大多直接将经典数学中的交叉熵函数应用到模糊环境中ꎬ
使用交叉熵度量 ２ 个模糊集之间的差异时ꎬ可能会出现不同的模糊集具有相同的交叉熵的情形ꎮ 因此ꎬ寻找

更加符合直觉的交叉熵测度描述两模糊集之间的差异是非常有必要的ꎮ
大量学者研究了 Ｔ￣ＳＦＳｓꎬ但是 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的运算方面的理论还有待完善ꎮ Ｍａｈｍｏｏｄ 等[６] 提出 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的

加法、乘法、数乘和方幂算子ꎻＫｈａｎ 等[１４] 基于阿基米德三角模和阿基米德三角余模提出新的 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的加

法、乘法、数乘和方幂算子ꎬ给出相应的聚合算子并应用于多属性决策问题中ꎻＷａｎｇ 等[１５] 利用 Ｆｒａｎｋ 积与

Ｆｒａｎｋ 和定义新的 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的加法、乘法、数乘和方幂算子ꎮ 也有一些学者对模糊数的减法和除法算子展开

了研究ꎬ例如ꎬＤｕ 等[１６]提出基于汉明距离的直觉模糊数的减法和除法算子ꎻＬｉ 等[１７]提出语言直觉模糊数的

减法和除法算子ꎬ并基于此使用 ＶＩＫＯＲ 方法解决全球供应商选择问题ꎻＬｉｕ 等[１８]提出基于严格三角模 ＰＦＮｓ
的交互运算法则ꎬ基于此研究ꎬ孟伟伟等[１９]研究了在图片模糊环境下的减法和除法算子ꎬ进一步发展了图片

模糊数(ｐｉｃｔｕｒｅ ｆｕｚｚｙ ｎｕｍｂｅｒｓꎬ ＰＦＮｓ)的基本运算ꎬ并应用到模式识别中ꎮ 掌握减法和除法算子可以更深入

挖掘模糊数的有用信息ꎬ但是 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的减法和除法算子的研究还未见报道ꎬ所以研究 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的减法和除

法运算及在多属性决策中的应用ꎬ是非常有必要的ꎮ
对模糊环境下的多属性决策问题ꎬ比较备选方案的优劣ꎬ通常使用的方法是构造得分函数ꎮ Ｗｅｉ[２０]提出

图片模糊数的得分函数和精确函数用于比较图片模糊数的大小ꎻＷａｎ 等[２１] 提出改进的球形模糊数得分函

数ꎬ充分考虑隶属度、非隶属度、中立度和拒绝度对得分函数的影响ꎻＣｈｅｎ[９]利用指数函数ꎬ提出了改进的 Ｔ￣
ＳＦＮｓ 的得分函数ꎻＷａｎｇ 等[２２]提出了 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的 ８ 种得分函数ꎬ探究了不同得分函数在处理多准则决策问题

时的比较优势ꎻＬｉ 等[２３]在毕达哥拉斯模糊环境下ꎬ基于剩余扇形面积提出改进的得分函数和排序方法ꎮ 关

于得分函数许多学者做了大量研究工作ꎬ但是还应进一步改进现有的得分函数ꎬ构造更加合理的 Ｔ￣ＳＦＮｓ 得

分函数ꎬ能提高备选方案排序的合理性和有效性ꎮ
Ｔ￣ＳＦＳｓ 在多属性决策中有着非常重要的作用ꎬ但是有时仅使用 Ｔ￣ＳＦＳｓ 可能无法完全有效地挖掘所有

对决策有用的信息ꎬ所以寻找其他描述模糊性的工具并研究其与 Ｔ￣ＳＦＳｓ 相结合后的决策效果是非常有必要

的ꎮ 灰色系统理论是我国学者邓聚龙[２４]提出的ꎬ而灰色关联分析是灰色系统理论的重要组成部分ꎬ之后许

多学者在此理论基础上展开了研究ꎮ 赵梦洁等[２５] 将灰色理论和 ＶＩＫＯＲ 方法结合ꎬ提出了组合赋权灰

色￣ＶＩＫＯＲ 模型ꎬ改进单一 ＶＩＫＯＲ 方法ꎮ Ｈａｎ 等[２６] 基于改进的灰色关联分析提出多变量混沌时间序列预

测模型ꎬ对时间序列进行预测ꎻＨｕ[２７] 将灰色关联分析和神经网络结合ꎬ解决镁材料需求预测问题ꎮ Ｄｕｒａｎ
等[２８]利用灰色关联研究土耳其宏观经济指标与土耳其国内储蓄之间的关联关系ꎮ 灰色理论具有广泛的应
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用ꎬ因此ꎬ在 Ｔ￣球形模糊环境下研究灰色关联分析相关理论应用及其效果是非常有意义的ꎮ
利用 Ｔ￣ＳＦＳｓ 处理复杂不确定的多属性决策问题是有效的方法之一ꎮ Ｆａｒｒｏｋｈｉｚａｄｅｈ[２９] 提出了集偏差最

大化法结合 ＴＯＰＳＩＳ 方法的球形模糊决策方法ꎬ但是该方法得到的备选方案的排序结果可能存在不合理性ꎻ
Ｃｈｅｎ 等[９]提出了基于改进的 Ｔ￣球形模糊数的得分函数和基于 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 距离测度的 ＶＩＫＯＲ 方法ꎬ然而其

得分函数在比较 ２ 个模糊数时会出现不符合直觉的情形ꎻＧａｎｉｅ 等[３０] 在球形模糊环境中提出了基于新的模

糊熵的复杂比例评价( ｃｏｍｐｌｅｘ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔꎬ ＣＯＰＲＡＳ)方法ꎬ然而其综合评价值之间的差异非常

小ꎬ不利于合理决策ꎮ 单一决策方法往往难以充分利用决策信息ꎬ从而影响决策的合理性和有效性ꎮ
为此ꎬ本文提出新的得分函数用于比较 ２ 个 Ｔ￣ＳＦＮｓ 并且精确表达灰色关联度ꎬ提出 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的减法和除

法算子ꎬ并以 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的形式表达灰色关联度ꎬ避免了 Ｔ￣球形模糊信息在计算过程中的丢失ꎮ 使用基于 Ｊ￣散
度函数的 Ｔ￣球形模糊交叉熵测度ꎬ确定属性客观权重ꎬ并与主观权重组合获得更加合理的属性权重ꎮ 将灰

色关联分析的相关理论引入 Ｔ￣球形模糊环境中ꎬ提出基于减法和除法算子的灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法ꎬ为解决多属

性决策问题提供新的思路ꎮ

１　 预备知识

１.１　 灰色理论

灰色关联分析是我国学者邓聚龙[２４]创立的灰色系统理论中的重要组成部分ꎬ是一种综合评价各属性的

分析方法ꎮ
定义 １[２４] 　 设 Ｘ０ ＝{ｘ０(ｋ) ｜ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬγ}为参考序列ꎬＸτ ＝{ｘτ(ｋ) ｜ ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬγ}(τ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈ)为比较

序列ꎬΔ０τ(ｋ)＝ ｜ ｘ０(ｋ)－ｘτ(ｋ) ｜ ꎬ则 ｘ０(ｋ)与 ｘτ(ｋ)之间的灰色关联系数为

Ｙ(ｘ０(ｋ)ꎬｘτ(ｋ))＝
ｘｍｉｎ＋ρｘｍａｘ

Δ０τ(ｋ)＋ρｘｍａｘ
ꎬ (１)

式中: ｘｍｉｎ ＝ｍｉｎ
τ

ｍｉｎ
ｋ

{Δ０τ(ｋ)}ꎬ ｘｍａｘ ＝ｍａｘ
τ

ｍａｘ
ｋ

{Δ０τ(ｋ)}ꎬ ρ 为分辨系数ꎬρ∈[０ꎬ１]ꎬ按最少信息原理取 ρ ＝

０.５ꎮ
由聚合灰色关联系数 Ｙ(ｘ０(ｋ)ꎬｘτ(ｋ))在各 ｋ 点的值ꎬ得到 Ｘ０ 与 Ｘτ 的灰色关联度 Ｙ(Ｘ０ꎬＸτ)为

Ｙ(Ｘ０ꎬＸτ)＝
１
γ∑

γ

ｋ ＝１
Ｙ(ｘ０(ｋ)ꎬｘτ(ｋ))ꎮ (２)

１.２　 Ｔ￣ＳＦＳ 的概念

定义 ２[６] 　 设 Ｕ 是给定的论域ꎬ则 Ｕ 上的 Ｔ￣球形模糊集(Ｔ￣ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓꎬ Ｔ￣ＳＦＳｓ)Ａ 定义为

Ａ＝{‹ｘꎬμＡ(ｘ)ꎬηＡ(ｘ)ꎬνＡ(ｘ)› ｜ ｘ∈Ｕ}ꎬ
式中:μＡ(ｘ)、 ηＡ(ｘ)、 νＡ(ｘ)分别表示元素 ｘ 属于 Ａ 的隶属度、中立度和非隶属度ꎬ对任意的 ｘ∈Ｕꎬ有 μＡ(ｘ)ꎬ
ηＡ(ｘ)ꎬ νＡ(ｘ)∈[０ꎬ１]ꎬ且 ０≤μｔ

Ａ(ｘ)＋ηｔ
Ａ(ｘ)＋νｔ

Ａ(ｘ)≤１ꎬ ｔ≥１ 是 Ｔ￣ＳＦＳｓ 的参数ꎬ元素 ｘ 关于 Ａ 的拒绝度为

πＡ(ｘ)＝
ｔ
１－μｔ

Ａ(ｘ)－ηｔ
Ａ(ｘ)－νｔ

Ａ(ｘ) ꎮ
为方便ꎬ称 α＝‹μꎬηꎬν›为 Ｕ 上的 Ｔ￣球形模糊数(Ｔ￣ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｆｕｚｚｙ ｎｕｍｂｅｒꎬ Ｔ￣ＳＦＮ)ꎬ其中 μ、η、ν 分别为

隶属度、中立度和非隶属度ꎬ所有 Ｕ 上的 Ｔ￣ＳＦＮｓ 组成的集合用 Θ 表示ꎬ记 ０Θ ＝‹０ꎬ０ꎬ１›ꎬ １Θ ＝‹１ꎬ０ꎬ０›ꎮ
定义 ３[６] 　 设 α１ ＝‹μ１ꎬη１ꎬν１›ꎬ α２ ＝‹μ２ꎬη２ꎬν２›∈Θꎬ则它们的基本运算的定义为

(１) α１≼α２⇔μ１≤μ２ꎬ η１≤η２ꎬ ν１≥ν２ꎻ
(２) α１ ＝α２⇔α１≼α２ꎬ α２≼α１ꎻ
(３) α１∨α２ ＝‹ｍａｘ{μ１ꎬμ２}ꎬｍｉｎ{η１ꎬη２}ꎬｍｉｎ{ν１ꎬν２}›ꎻ
(４) α１∧α２ ＝‹ｍｉｎ{μ１ꎬμ２}ꎬｍｉｎ{η１ꎬη２}ꎬｍａｘ{ν１ꎬν２}›ꎻ
(５) αｃ

１ ＝‹ν１ꎬη１ꎬμ１›ꎮ
式中:α１、α２ 表示 Ｕ 上任意的 ２ 个 Ｔ￣ＳＦＮｓꎬ μ１、 μ２ 分别为 α１、α２ 的隶属度ꎬη１、η２ 分别为 α１、α２ 的中立度ꎬν１、
ν２ 分别为 α１、α２ 的非隶属度ꎬ且满足 ０≤μ１ꎬη１ꎬν１ꎬ μｔ

１＋ηｔ
１＋νｔ

１≤１ꎬ ０≤μ２ꎬη２ꎬν２ꎬ μｔ
２＋ηｔ

２＋νｔ
２≤１( ｔ≥１)ꎮ

定义 ４[９] 　 设 α１ ＝(μ１ꎬη１ꎬν１)ꎬ α２ ＝ (μ２ꎬη２ꎬν２)∈Θꎬ则 α１ 和 α２ 之间的 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 距离 ｄｐ(α１ꎬα２)定
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义为

ｄｐ(α１ꎬα２)＝
ｐ
｜ μｔ

１－μｔ
２ ｜ ｐ＋ ｜ηｔ

１－ηｔ
２ ｜ ｐ＋ ｜ νｔ

１－νｔ
２ ｜ ｐ＋ ｜πｔ

１－πｔ
２ ｜ ｐ ꎬ (３)

式中:πｒ ＝
ｔ
１－μｔ

ｒ－ηｔ
ｒ－νｔ

ｒ (ｒ＝ １ꎬ２)ꎬｔ 是 Ｔ￣ＳＦＳｓ 中的参数ꎮ 当 ｐ＝ １ 时ꎬＭｉｎｋｏｗｓｋｉ 距离为曼哈顿距离ꎻ当 ｐ ＝ ２
时ꎬＭｉｎｋｏｗｓｋｉ 距离为欧氏距离ꎻ当 ｐ＝∞时ꎬＭｉｎｋｏｗｓｋｉ 距离为切比雪夫距离ꎻ本文为简化计算ꎬ在后续的实

例中使用曼哈顿距离ꎮ
交叉熵都是直接将经典数学中的交叉熵迁移到模糊集中ꎬ‹１ꎬ０ꎬ０›与‹０ꎬ１ꎬ０›的差异跟‹１ꎬ０ꎬ０›与

‹０ꎬ０ꎬ１›的差异是一致的且都为最大值ꎬ但从模糊概念本质上看‹１ꎬ０ꎬ０›与‹０ꎬ０ꎬ１›的差异应该更大一

些[１０ꎬ１３]ꎬ文献[３１]基于 Ｊ￣散度给出了 Ｔ￣球形模糊交叉熵的定义ꎮ
定义 ５[３１] 　 设论域 Ｕ ＝ { ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ}ꎬ Ｐ１ ＝ {‹ ｘｉꎬμＰ １( ｘｉ)ꎬηＰ １( ｘｉ)ꎬνＰ １( ｘｉ)› ｜ ｘｉ∈Ｕ}和 Ｐ２ ＝ {‹ ｘｉꎬ

μＰ ２(ｘｉ)ꎬηＰ ２(ｘｉ)ꎬνＰ ２(ｘｉ)› ｜ ｘｉ∈Ｕ}是论域 Ｕ 中的 Ｔ￣ＳＦＳｓꎬＰ１ 和 Ｐ２ 之间的 Ｔ￣球形模糊交叉熵为

ＣＨ(Ｐ１ꎬＰ２)＝
　 ２
２ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝１
[ＳＰ １(ｘｉ) ｌｏｇ２

２ＳＰ １(ｘｉ)
ＳＰ １(ｘｉ)＋ＳＰ ２(ｘｉ)

＋(１－ＳＰ １(ｘｉ)) ｌｏｇ２

２(１－ＳＰ １(ｘｉ))
２－ＳＰ １(ｘｉ)－ＳＰ ２(ｘｉ)

＋ＳＰ ２(ｘｉ) ｌｏｇ２

２ＳＰ ２(ｘｉ)
ＳＰ １(ｘｉ)＋ＳＰ ２(ｘｉ)

＋(１－ＳＰ ２(ｘｉ)) ｌｏｇ２

２(１－ＳＰ ２(ｘｉ))
２－ＳＰ １(ｘｉ)－ＳＰ ２(ｘｉ)

＋φＰ １(ｘｉ) ｌｏｇ２

２φＰ １(ｘｉ)
φＰ １(ｘｉ)＋φＰ ２(ｘｉ)

＋(１－φＰ １(ｘｉ)) ｌｏｇ２

２(１－φＰ １(ｘｉ))
２－φＰ １(ｘｉ)－φＰ ２(ｘｉ)

＋φＰ ２(ｘｉ) ｌｏｇ２

２φＰ ２(ｘｉ)
φＰ １(ｘｉ)＋φＰ ２(ｘｉ)

＋(１－φＰ ２(ｘｉ)) ｌｏｇ２

２(１－φＰ ２(ｘｉ))
２－φＰ １(ｘｉ)－φＰ ２(ｘｉ)

＋ϕＰ １(ｘｉ) ｌｏｇ２

２ϕＰ １(ｘｉ)
ϕＰ １(ｘｉ)＋ϕＰ ２(ｘｉ)

＋(１－ϕＰ １(ｘｉ)) ｌｏｇ２

２(１－ϕＰ １(ｘｉ))
２－ϕＰ １(ｘｉ)－ϕＰ ２(ｘｉ)

＋ϕＰ ２(ｘｉ) ｌｏｇ２

２ϕＰ ２(ｘｉ)
ϕＰ １(ｘｉ)＋ϕＰ ２(ｘｉ)

＋(１－ϕＰ ２(ｘｉ)) ｌｏｇ２

２(１－ϕＰ ２(ｘｉ))
２－ϕＰ １(ｘｉ)－ϕＰ ２(ｘｉ)

]
１
２ ꎮ (４)

式中: ＳＰｊ
(ｘｉ)＝

１＋μｔ
Ｐ ｊ(ｘｉ)－νｔ

Ｐ ｊ(ｘｉ)
２

ꎬ φＰｊ
(ｘｉ)＝

１＋μｔ
Ｐ ｊ(ｘｉ)＋νｔ

Ｐ ｊ(ｘｉ)
２

ꎬ ϕＰｊ
(ｘｉ)＝

１－μｔ
Ｐ ｊ(ｘｉ)－ηｔ

Ｐ ｊ(ｘｉ)－νｔ
Ｐ ｊ(ｘｉ)

２
ꎬ ｉ ＝

１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎻ ｊ＝ １ꎬ２ꎮ
性质 １[３１] 　 设 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３ 是论域 Ｕ 中的任意 Ｔ￣ＳＦＳｓꎬ定义 ５ 的 Ｔ￣球形模糊交叉熵具有以下性质:
(１) ＣＨ(Ｐ１ꎬＰ２)＝ ＣＨ(Ｐ２ꎬＰ１)＝ ＣＨ(Ｐｃ

１ꎬＰｃ
２)＝ ＣＨ(Ｐｃ

２ꎬＰｃ
１)ꎻ

(２) ０≤ＣＨ(Ｐ１ꎬＰ２)≤１ꎻ ＣＨ(Ｐ１ꎬＰ２)＝ ０⇔Ｐ１ ＝Ｐ２ꎻ
ＣＨ(Ｐ１ꎬＰ２)＝ １⇔∀ｘ∈Ｕꎬ ‹μＰ １(ｘ)ꎬηＰ １(ｘ)ꎬνＰ １(ｘ)› ＝ ‹１ꎬ０ꎬ０›ꎬ‹μＰ ２(ｘ)ꎬηＰ ２(ｘ)ꎬνＰ ２(ｘ)› ＝ ‹０ꎬ０ꎬ１›ꎻ

‹μＰ １(ｘ)ꎬηＰ １(ｘ)ꎬνＰ １(ｘ)› ＝‹０ꎬ０ꎬ１›ꎬ‹μＰ ２(ｘ)ꎬηＰ ２(ｘ)ꎬνＰ ２(ｘ)› ＝‹１ꎬ０ꎬ０›ꎻ
(３) ＣＨ(Ｐ１ꎬＰ２)＋ＣＨ(Ｐ２ꎬＰ３)≥ＣＨ(Ｐ１ꎬＰ３)ꎮ

２　 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的新得分函数

定义 ６[９] 　 对任意的 α＝‹μꎬηꎬν›ꎬ改进的得分函数 Ｓ(α)的定义为

Ｓ(α)＝ １＋μｔ－νｔ＋ｅ
μｔ－ηｔ－νｔ

１＋πｔ ꎬ (５)

式中ꎬπ＝ ｔ
１－μｔ－ηｔ－νｔ 表示拒绝度ꎮ

从式(５)中容易发现ꎬＣｈｅｎ[９]提出的 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的得分函数虽然关于隶属度是非减函数、关于非隶属度和

拒绝度是非增函数ꎬ但是 Ｓ(‹０ꎬ１ꎬ０›)＝ １＋ １
ｅ
<１.５ ＝ Ｓ(‹０ꎬ０ꎬ０›)ꎬ这是不符合正常直觉的ꎬ事实上ꎬ‹０ꎬ０ꎬ０›

表示拒绝度为 １ꎬ即对 ｘ 是否属于集合完全不关心ꎬ可看作在讨论对象之外ꎻ而‹０ꎬ１ꎬ０›表示对 ｘ 属于集合的

中立度为 １ꎬ虽然对 ｘ 是否属于集合的中立程度达到最大值ꎬ但还是在讨论对象之内ꎬ所以ꎬ‹０ꎬ１ꎬ０›的得分

大于‹０ꎬ０ꎬ０›的得分才是符合直觉的ꎬ为此ꎬ给出新得分函数的定义ꎮ
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定义 ７　 对任意的 α＝‹μꎬηꎬν›ꎬα 的新得分函数定义为

Ｓｎｅｗ(α)＝ μｔ－νｔ＋ (１－νｔ) ２

(２－μｔ－νｔ)(１＋πｔ)
ηｔꎮ (６)

式(６)充分考虑了 Ｔ￣ＳＦＳｓ 的现实意义:ηｔ 的系数
(１－νｔ) ２

(２－μｔ－νｔ)(１＋πｔ)
是从众系数 ＢＢｅ ＝

１－νｔ

２－μｔ－νｔ和信息级联调节

系数 ＩＩｃ ＝
１－νｔ

１＋πｔ的乘积ꎮ 对于犹豫不决的群体ꎬ在作出决策时ꎬ会有很强的从众心理ꎬ从众系数较低时非隶属

度较低ꎬ则群体中反对的声音较弱ꎬ犹豫的个体将倾向于支持方ꎻ当信息不确定或者认为自己的信息不充分

时ꎬ信息级联调节系数较大而拒绝度 π 较大时ꎬ人们获得的信息越少ꎬ对自己的信息不自信ꎬ往往倾向于根

据已有的信息(μｔ －νｔ)进行决策ꎮ 此外ꎬ根据式(６)ꎬＳｎｅｗ(α)∈[ － １ꎬ１]ꎬ并且 Ｓｎｅｗ(‹０ꎬ１ꎬ０›) ＝ １
２

> ０ ＝

Ｓｎｅｗ(‹０ꎬ０ꎬ０›)ꎬ这是合理的ꎬ另外ꎬ式(６)相对于式(５)更加简单ꎬ提高了计算效率ꎮ 因此ꎬ提出的新得分函

数不仅具有很好的解释性ꎬ而且能够解决现有得分函数的局限性问题ꎮ
定理 １　 Ｓｎｅｗ(α)关于 μ 和 η 是单调非减函数ꎬ关于 ν 是单调非增函数ꎮ

证明　 由定义 ３ 可知ꎬ证明 Ｓｎｅｗ(α)满足偏序关系ꎮ 由式(６)知 Ｓｎｅｗ(α)＝ μｔ－νｔ＋ (１－νｔ)２

(２－μｔ－νｔ)(２－μｔ－ηｔ－νｔ)
ηｔꎬ

关于 μ 求偏导得
∂Ｓｎｅｗ(α)

∂μ
＝ ｔμｔ－１＋ｔμ

ｔ－１(４－２μｔ－ηｔ－２νｔ)(１－νｔ) ２ηｔ

(２－μｔ－νｔ) ２(２－μｔ－ηｔ－νｔ) ２ ꎬ根据 Ｔ￣ＳＦＳｓ 的限制条件可知 ２－μｔ －νｔ≥１ꎬ

２－μｔ－ηｔ－νｔ≥１ꎬ因此 ４－２μｔ－ηｔ－２νｔ≥２ꎬ则∂Ｓｎｅｗ(α)
∂μ

≥０ꎬ Ｓｎｅｗ(α)关于 μ 是单调非减函数ꎬＳｎｅｗ(α)关于 η 求偏

导得
∂Ｓｎｅｗ(α)

∂η
＝ ｔη

ｔ－１(２－μｔ－νｔ)(２－μｔ－ηｔ－νｔ)(１－νｔ) ２＋ｔηｔ－１(２－μｔ－νｔ)(１－νｔ) ２ηｔ

(２－μｔ－νｔ) ２(２－μｔ－ηｔ－νｔ) ２ ≥０ꎬ因此 Ｓｎｅｗ(α)关于 η 是单

调非减函数ꎬ关于 ν 求偏导得

∂Ｓｎｅｗ(α)
∂ν

＝ －ｔνｔ－１＋－ｔν
ｔ－１(２－μｔ－νｔ)＋ｔνｔ－１(１－νｔ)ηｔ

(２－μｔ－νｔ) ２

(１－νｔ)ηｔ

(２－μｔ－ηｔ－νｔ)

＋－ｔν
ｔ－１(２－μｔ－ηｔ－νｔ)＋ｔνｔ－１(１－νｔ)ηｔ

(２－μｔ－νｔ) ２

(１－νｔ)ηｔ

(２－μｔ－ηｔ－νｔ)

＝ －ｔνｔ－１＋－ｔν
ｔ－１(１－μｔ)

(２－μｔ－νｔ) ２

(１－νｔ)ηｔ

(２－μｔ－ηｔ－νｔ)
＋－ｔν

ｔ－１(１－μｔ－ηｔ)
(２－μｔ－ηｔ－νｔ) ２

(１－νｔ)ηｔ

(２－μｔ－νｔ)
≤０ꎬ

函数 Ｓｎｅｗ(α)关于 ν 是单调非增函数ꎮ
推论 １ 　 设 α１ ＝‹μ１ꎬη１ꎬν１›ꎬ α２ ＝‹μ２ꎬη２ꎬν２›∈Θꎬ若 α１≼α２ꎬ则 Ｓｎｅｗ(α１)≤Ｓｎｅｗ(α２)ꎮ

证明 　 因为 α１ ≼α２ꎬ由定义 ３ 可知 μ１ ≤μ２ꎬ η１ ≤η２ꎬ ν１ ≥ ν２ꎬ由定理 １ 知
(１－νｔ

１) ２

(２－μｔ
１－νｔ

１)(１＋πｔ
１)

ηｔ
１ ≤

(１－νｔ
２) ２

(２－μｔ
２－νｔ

２)(１＋πｔ
２)
ηｔ

２ꎬ所以

μｔ
１－μｔ

２＋νｔ
２－νｔ

１＋
(１－νｔ

１) ２

(２－μｔ
１－νｔ

１)(１＋πｔ
１)
ηｔ

１－
(１－νｔ

２) ２

(２－μｔ
２－νｔ

２)(１＋πｔ
２)
ηｔ

２≤０ꎬ

因此 Ｓｎｅｗ(α１)≤Ｓｎｅｗ(α２)ꎮ
为了得到更精确的排序ꎬ下面给出 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的精确函数和缺失函数的定义及与新得分函数共同作用的

排序规则ꎮ
定义 ８　 对任意的 α＝‹μꎬηꎬν›ꎬα 的精确函数 Ａｃ(α)和缺失函数 Ｄ(α)分别定义为

Ａｃ(α)＝ μｔ＋νｔꎻ (７)
Ｄ(α)＝ μｔ＋ηｔ＋νｔꎮ (８)

对于 α１ ＝‹μ１ꎬη１ꎬν１›ꎬ α２ ＝‹μ２ꎬη２ꎬν２›∈Θꎬ则
(１) 当 Ｓｎｅｗ(α１)>Ｓｎｅｗ(α２)时ꎬ α１≻α２ꎻ
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(２) 当 Ｓｎｅｗ(α１)＝ Ｓｎｅｗ(α２)时ꎬ若 Ａｃ(α１)>Ａｃ(α２)ꎬ则 α１≻α２ꎻ若 Ａｃ(α１)＝ Ａｃ(α２)ꎬ Ｄ(α１) >Ｄ(α２)ꎬ则
α１≻α２ꎻ若 Ｄ(α１)＝ Ｄ(α２)ꎬ则 α１ ＝α２ꎮ

３　 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的基本算子

３.１　 基于严格三角模的 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的加法、乘法、数乘和方幂算子

令定义 ２ 中 ｔ＝ １ꎬ则 Ｔ￣ＳＦＳ 退化为 ＰＦＳꎮ 保证 ＰＦＮｓ 的加法和乘法运算后还是 ＰＦＮｓꎮ
定义 ９[１８] 　 设 ｃ１ ＝‹μａꎬηａꎬνａ›ꎬ ｃ２ ＝‹μｂꎬηｂꎬνｂ›是任意的 ＰＦＮｓꎬλ 为任意大于 ０ 的常数ꎬ则
(１) ｃ１􀱇ｃ２ ＝‹１－(１－μａ)(１－μｂ)ꎬ(ηａ＋νａ)(ηｂ＋νｂ)－νａνｂꎬνａνｂ›ꎻ
(２) ｃ１􀱋ｃ２ ＝‹μａμｂꎬ(ηａ＋μａ)(ηｂ＋μｂ)－μａ μｂꎬ１－(１－νａ)(１－νｂ)›ꎻ
(３) λｃ１ ＝‹１－(１－μａ) λꎬ(ηａ＋νａ) λ－νλ

ａ ꎬνλ
ａ ›ꎻ

(４) ｃλ
１ ＝‹μλ

ａ ꎬ(ηａ＋μａ) λ－μλ
ａ ꎬ１－(１－νａ) λ›ꎮ

式中:ｃ１、ｃ２ 分别为 Ｕ 中的任意 ２ 个 ＰＦＮｓꎬ μａ、μｂ 分别为 ｃ１、ｃ２ 的隶属度ꎬηａ、ηｂ 分别为 ｃ１、ｃ２ 的中立度ꎬνａ、
νｂ 分别为 ｃ１、ｃ２ 的非隶属度ꎬ且满足 ０≤μａꎬ ηａꎬνａꎬμａ＋ηａ＋νａ≤１ꎬ ０≤μｂꎬηｂꎬνｂꎬ μｂ＋ηｂ＋νｂ≤１ꎮ

下面将 ＰＦＮｓ 加法、乘法、数乘和方幂算子推广到 Ｔ￣球形模糊环境中ꎬ给出基于严格三角模的 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的

基本运算的定义ꎮ
定义 １０　 设 α１ ＝‹μ１ꎬη１ꎬν１›ꎬ α２ ＝‹μ２ꎬη２ꎬν２›∈Θꎬ则

(１) α１􀱇α２ ＝‹
ｔ
１－(１－μｔ

１)(１－μｔ
２) ꎬ

ｔ
(ηｔ

１＋νｔ
１)(ηｔ

２＋νｔ
２)－νｔ

１νｔ
２ ꎬν１ν２›ꎻ

(２) α１􀱋α２ ＝‹μ１μ２ꎬ
ｔ
(ηｔ

１＋μｔ
１)(ηｔ

２＋μｔ
２)－μｔ

１μｔ
２ ꎬ

ｔ
１－(１－νｔ

１)(１－νｔ
２) ›ꎻ

(３) λα１ ＝‹
ｔ
１－(１－μｔ

１) λ ꎬ
ｔ
(ηｔ

１＋νｔ
１) λ－νｔλ

１ ꎬνλ
１ ›ꎻ

(４) αλ
１ ＝‹μλ

１ ꎬ
ｔ
(ηｔ

１＋μｔ
１) λ－μｔλ

１ ꎬ
ｔ
１－(１－νｔ

１) λ ›ꎮ
　 　 根据定义 １０ꎬ可以得到以下性质ꎮ

性质 ２　 设 α１ꎬ α２ꎬ α∈Θꎬ λ１、λ２、λ 均为任意大于 ０ 的常数ꎬ有
(１) α１􀱇α２ ＝α２􀱇α１ꎻ
(２) α１􀱋α２ ＝α２􀱋α１ꎻ
(３) λ(α１􀱇α２)＝ λα１􀱇λα２ꎻ
(４) λ１α􀱇λ２α＝(λ１＋λ２)αꎻ
(５) α１

λ􀱋α２
λ ＝(α１􀱋α２) λꎻ

(６) αλ１􀱋αλ２ ＝αλ１＋λ２ꎮ
３.２　 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的减法和除法算子

根据 ＰＦＮｓ 的加法、乘法、数乘、方幂算子ꎬ基于最优化理论文献[１９]研究了 ＰＦＮｓ 的减法和除法算子的

定义ꎮ
ｃ１ 和 ｃ２ 减法和除法运算定义为

ｃ１ ｃ２ ＝‹０∨μａ－μｂ

１－μｂ
ꎬ ０∨

ηａ＋νａ

ηｂ＋νｂ
－
νａ

νｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－

νａ

νｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨

１－μａ

１－μｂ
－
νａ

νｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ１∧

νａ

νｂ
∧

１－μａ

１－μｂ
›ꎻ

ｃ１ ｃ２ ＝‹１∧μａ

μｂ
∧

１－νａ

１－νｂ
ꎬ ０∨

ηａ＋μａ

ηｂ＋μｂ
－
μａ

μｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨ １－

μａ

μｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }∧ ０∨

１－νａ

１－νｂ
－
μａ

μｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ꎬ０∨

νａ－νｂ

１－νｂ

›ꎮ
下面将其推广到 Ｔ￣球形模糊环境中ꎬ给出 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的减法和除法算子的计算式ꎮ
定义 １１　 α１ 和 α２ 的减法和除法算子定义为

α１ α２ ＝‹
ｔ

０∨
μｔ

１－μｔ
２

１－μｔ
２

ꎬ
ｔ

０∨
ηｔ

１＋νｔ
１

ηｔ
２＋νｔ

２

－
νｔ
１

νｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∧

ｔ

０∨ １－
νｔ
１

νｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∧

ｔ

０∨
１－μｔ

１

１－μｔ
２

－
νｔ
１

νｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ１∧

ν１

ν２
∧

ｔ
１－μｔ

１

１－μｔ
２
›ꎻ (９)

α１ α２ ＝‹１∧μ１

μ２
∧

ｔ
１－νｔ

１

１－νｔ
２
ꎬ

ｔ

０∨
ηｔ

１＋μｔ
１

ηｔ
２＋μｔ

２

－
μｔ

１

μｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∧

ｔ

０∨ １－
μｔ

１

μｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∧

ｔ

０∨
１－νｔ

１

１－νｔ
２

－
μｔ

１

μｔ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ｔ

０∨
νｔ
１－νｔ

２

１－νｔ
２
›ꎮ (１０)
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假设在∨运算符下
０
０
􀰛０ꎬ在∧运算符下

０
０
􀰛１ꎬ例如取 α１ ＝‹１ꎬ０ꎬ０›ꎬ α２ ＝‹１ꎬ０ꎬ０› ꎬ则

　 　 　 α１ α２ ＝‹ ｔ

０∨１－１
１－１

ꎬ
ｔ

０∨ ０＋０
０＋０

－ ０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∧

ｔ

０∨(１－ ０
０
) ∧

ｔ

０∨(１
－１

１－１
－ ０
０
) ꎬ１∧ ０

０
∧

ｔ １－１
１－１ ›

＝‹
ｔ

０∨ ０
０

ꎬ
ｔ

０∨ ０
０
－ ０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∧

ｔ

０∨(１－ ０
０
)∧

ｔ

０∨( ０
０
－ ０
０
) ꎬ１∧ ０

０
∧ ０

０
›

＝‹ ｔ ０∨０ꎬ ｔ ０∨(０－０)∧ ｔ ０∨(１－０)∧ ｔ ０∨(０－０) ꎬ１∧１∧１› ＝‹０ꎬ０ꎬ１›ꎮ

性质 ３　 对任意的 α＝‹μꎬηꎬν›有如下结论成立:
(１) α ０Θ ＝αꎬ α １Θ ＝αꎻ
(２) α α＝０Θꎬ α α＝１Θꎻ
(３) 若 α≠１Θꎬ则 １Θ α＝１Θꎻ
(４) 若 α≠０Θꎬ则 ０Θ α＝０Θꎮ
性质 ４　 设 α１ꎬα２ꎬα∈Θꎬ λ１>λ２>０ꎬ λ>０ꎬ则
(１) λ(α１ α２)＝ λα１ λα２ꎻ
(２) (α１ α２)λ ＝α１

λ α２
λꎻ

(３) λ１α λ２α＝(λ１－λ２)αꎻ
(４) αλ１ αλ２ ＝αλ１－λ２ꎻ
(５) (α１􀱇α２) α２≼α１ꎻ
(６) (α１􀱋α２) α２≽α１ꎻ
(７) αｃ

１ αｃ
２ ＝(α１ α２) ｃꎻ

(８) αｃ
１ αｃ

２ ＝(α１ α２) ｃꎮ
性质 ３、４ 的证明与文献[１９]中的证明类似ꎬ略ꎮ

４　 基于 Ｔ￣ＳＦＮｓ 减法和除法算子的灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法

４.１　 问题描述

针对一个 Ｔ￣球形模糊环境下的多属性决策问题ꎬ假设 Ｂ ＝{Ｂ１ꎬＢ２ꎬ􀆺ꎬＢｍ}为备选方案集ꎬ Ｚ ＝ {Ｚ１ꎬＺ２ꎬ􀆺ꎬ
Ｚｌ}为所有的属性集ꎮ 设专家根据经验给出的属性主观权重向量为ωｓｕｂ ＝(ωｓｕｂ

１ ꎬωｓｕｂ
２ ꎬ􀆺ꎬωｓｕｂ

ｌ )Ｔꎬ备选方案 Ｂｓ(ｓ＝
１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)在属性 Ｚｆ(ｆ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌ)下的评价值为 Ｔ￣ＳＦＮｓ αｓｆ ＝‹μｓｆꎬηｓｆꎬνｓｆ›ꎬ由这些 Ｔ￣ＳＦＮｓ 构成的 Ｔ￣ＳＦＳｓ 决策

矩阵为 Ｒ＝(αｓｆ)ｍ×ｌꎮ
４.２　 属性权重的确定

在实际的模糊决策过程中ꎬ属性权重一般都是根据专家的经验给出ꎬ具有很强的主观性ꎬ为了获得更加合

适的属性权重ꎬ需要计算属性的客观权重ꎮ 在属性 Ｚｆ 下ꎬ所有备选方案集 Ｂｓ(ｓ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)相对于其他备选方

案的交叉熵定义为∑
ｍ

ｓ ＝１

１
ｍ － １∑

ｍ

ｅ ＝１
ＣＨ(αｓｆꎬαｅｆ)ꎬ Ｈ(ωｏｂｊ)为所有属性下的各方案之间的综合交叉熵ꎬ其中 ωｏｂｊ ＝

(ωｏｂｊ
１ ꎬωｏｂｊ

２ ꎬ􀆺ꎬωｏｂｊ
ｌ )Ｔ 是根据 Ｔ￣球形模糊交叉熵得到的各属性的客观权重向量ꎮ 下面给出利用 Ｔ￣球形模糊交叉

熵确定客观属性权重的方法ꎮ
构建目标规划模型为

ｍａｘ Ｈ(ωｏｂｊ)＝∑
ｌ

ｆ ＝１
∑
ｍ

ｓ ＝１
ωｏｂｊ

ｆ
１

ｍ － １∑
ｍ

ｅ ＝１
ＣＨ(αｓｆꎬαｅｆ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

ｓ.ｔ.
∑

ｌ

ｆ ＝１
ωｏｂｊ

ｆ ＝ １ꎻ

ωｏｂｊ
ｆ ≥０ꎬ ｆ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌꎮ

{
用拉格朗日乘子法求解模型ꎬ构建拉格朗日函数
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Ｌ(ωｏｂｊꎬｙ)＝ ∑
ｌ

ｆ ＝１
∑
ｍ

ｓ ＝１
ωｏｂｊ

ｆ
１

ｍ － １∑
ｍ

ｅ ＝１
ＣＨ(αｓｆꎬαｅｆ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

２
ｙ ∑

ｌ

ｆ ＝１
ωｏｂｊ

ｆ － １( ) ꎮ

对拉格朗日函数分别关于 ωｏｂｊ 和 λ 求偏导数ꎬ并令偏导数为 ０ꎬ得
∂Ｌ(ωｏｂｊ

ｆ ꎬｙ)
∂ωｏｂｊ

ｆ

＝ ∑
ｍ

ｓ ＝１
( １
ｍ － １∑

ｍ

ｅ ＝１
ＣＨ(αｓｆꎬαｅｆ) )＋ １

２
ｙ ＝ ０ꎬ

∂Ｌ(ωｏｂｊ
ｆ ꎬｙ)
∂ｙ

＝ １
２ (∑

ｌ

ｆ ＝１
ωｏｂｊ

ｆ － １ ) ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１１)

由式(１１)得客观权重为

ωｏｂｊ
ｆ ＝

∑
ｍ

ｓ ＝１
∑
ｍ

ｅ ＝１
ＣＨ(αｓｆꎬαｅｆ)

∑
ｌ

ｆ ＝１
∑
ｍ

ｓ ＝１
∑
ｍ

ｅ ＝１
ＣＨ(αｓｆꎬαｅｆ)

ꎮ (１２)

根据已知的主观权重和式(１２)中确定的客观权重ꎬ得到组合权重 ω＝(ω１ꎬω２ꎬ􀆺ꎬωｆ)Ｔꎬ其中

ωｆ ＝ ωｏｂｊ
ｆ ＋(１－ )ωｓｕｂ

ｆ ꎬ (１３)
式中:０≤ ≤１ꎬ ＝０.５ꎮ
４.３　 Ｔ￣球形模糊环境下的灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法

在备选方案优劣的评价过程中传统的 ＶＩＫＯＲ 方法不能充分考虑各属性之间的相关性ꎬ易造成部分信息的

丢失ꎬ而灰色关联分析法能够充分挖掘样本数据之间的内在规律ꎬ弥补 ＶＩＫＯＲ 方法的缺点[２５]ꎮ 另外ꎬ在灰色

关联度的计算中涉及到差的绝对值以及比值运算ꎮ 将 ＶＩＫＯＲ 方法和灰色关联分析结合ꎬ提出基于 Ｔ￣ＳＦＮｓ 减

法和除法算子的灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法ꎬ具有更好的评价效果ꎬ具体的实现过程如下ꎮ
步骤 １　 Ｒ＝(αｓｆ)ｍ×ｌ标准化后得到 Ｇ＝(ｇｓｆ)ｍ×ｌꎮ

ｇｓｆ ＝
(αｓ ｆ) ｃꎬ　 属性 Ｚｆ 为成本型ꎻ
αｓｆꎬ 属性 Ｚｆ 为效益型ꎮ{ (１４)

步骤 ２　 根据式(１２)—(１３)求解组合权重 ω＝(ω１ꎬω２ꎬ􀆺ꎬωｌ)Ｔꎮ
步骤 ３　 确定正理想解 ｇ＋

ｆ 和负理想解 ｇ－
ｆ ꎬ即

ｇ＋
ｆ ＝‹ｍａｘ

ｓ
{μｓｆ}ꎬｍｉｎ

ｓ
{ηｓｆ}ꎬｍｉｎ

ｓ
{νｓｆ}›ꎻ　 ｇ－

ｆ ＝‹ｍｉｎ
ｓ

{μｓｆ}ꎬｍｉｎ
ｓ

{ηｓｆ}ꎬｍａｘ
ｓ

{νｓｆ}›ꎮ (１５)

步骤 ４　 由式 (３)、(５) 得基于得分函数 Ｓ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方法的群体效益值 Ｓｓ 和个体遗憾值 Ｒｓꎬ即

Ｓｓ ＝ ∑
ｍ

ｆ ＝１
ωｆ

ｄ１(ｇ
＋
ｆ ꎬｇｓｆ)

ｄ１(ｇ
＋
ｆ ꎬｇ

－
ｆ )

ꎻ 　 Ｒｓ ＝ｍａｘ ωｆ

ｄ１(ｇ
＋
ｆ ꎬｇｓｆ)

ｄ１(ｇ
＋
ｆ ꎬｇ

－
ｆ )

{ } ꎮ (１６)

步骤 ５　 确定灰色关联系数和灰色关联度ꎮ 根据式(１)、(２)将灰色理论推广到 Ｔ￣球形环境中ꎬ对原来灰色

关联系数中的两序列的绝对差换成模糊数之差的绝对值ꎬ即备选方案与正、负理想解的灰色关联系数 ε＋
ｓｆ和 ε－

ｓｆ

分别为

ε＋
ｓｆ ＝

(∧
ｓ
∧
ｆ
{ωｆ ｜ｇｓｆ ｇ＋

ｆ ｜ })􀱇[ρ(∨
ｓ
∨
ｆ
{ωｆ ｜ｇｓｆ ｇ＋

ｆ ｜ })]

(ωｆ ｜ｇｓｆ ｇ＋
ｆ ｜ )􀱇[ρ(∨

ｓ
∨
ｆ
{ωｆ ｜ｇｓｆ ｇ＋

ｆ ｜ }]
ꎬ (１７)

ε－
ｓｆ ＝

(∧
ｓ
∧
ｆ
{ωｆ ｜ｇｓｆ ｇ－

ｆ ｜ })􀱇[ρ(∨
ｓ
∨
ｆ
{ωｆ ｜ｇｓｆ ｇ－

ｆ ｜ })]

(ωｆ ｜ｇｓｆ ｇ－
ｆ ｜ )􀱇[ρ(∨

ｄ
∨
ｆ
{ωｆ ｜ｇｓｆ ｇ－

ｆ ｜ })]
ꎬ (１８)

式中:ρ 为分辨系数ꎬρ＝０.５ꎬ由于式(１７)、(１８)分子分母都是 Ｔ￣ＳＦＮｓꎬ分数线表示 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的除法算子 ꎬ∨和∧
分别表示定义 ３ 中的析取和合取算子ꎬ且

｜ｇｓｆ ｇＬ
ｆ ｜ ＝

ｇｓｆ ｇＬ
ｆ ꎬ　 如果 Ｓｎｅｗ(ｇｓｆ)≥Ｓｎｅｗ(ｇＬ

ｆ )ꎬ

ｇＬ
ｆ ｇｓｆꎬ　 如果 Ｓｎｅｗ(ｇｓｆ)≤Ｓｎｅｗ(ｇＬ

ｆ )ꎬ
{ (１９)

式中 Ｌ＝{＋ꎬ－}ꎮ
备选方案与正、负理想解的灰色关联度 ε＋

ｓ 、ε
－
ｓ 为
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ε＋
ｓ ＝ε

＋
ｓ１􀱇ε＋

ｓ２􀱇􀆺􀱇ε＋
ｓｌꎬ　 ε－

ｓ ＝ε
－
ｓ１􀱇ε－

ｓ２􀱇􀆺􀱇ε－
ｓｌꎮ (２０)

步骤 ６　 确定灰色关联后分析各备选方案的群体效益 ζｓ 和个体遗憾 ξｓꎬ即
ζｓ ＝Ｓｎｅｗ(ε－

ｓ ε＋
ｓ )ꎻ　 ξｓ ＝ｍａｘ

ｆ
Ｓｎｅｗ(ε－

ｓｆ ε＋
ｓｆ){ } ꎮ (２１)

步骤 ７　 确定基于 Ｔ￣ＳＦＮｓ 减法和除法算子的灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法下备选方案的综合评价值 Ｑｓꎬ即

Ｑｓ ＝σ
δｓ－δ

－

δ＋－δ－

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋(１－σ)

θｓ－θ
－

θ＋－θ－

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (２２)

式中

δｓ ＝
Ｓｓ＋ζｓ
２

ꎬ

δ－ ＝
ｍｉｎ{Ｓｓ}＋ｍｉｎ{ζｓ}

２
ꎬ

δ＋ ＝
ｍａｘ{Ｓｓ}＋ｍａｘ{ζｓ}

２
ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

θｓ ＝
Ｒｓ＋ξｓ
２

ꎬ

θ－ ＝
ｍｉｎ{Ｒｓ}＋ｍｉｎ{ξｓ}

２
ꎬ

θ＋ ＝
ｍａｘ{Ｒｓ}＋ｍａｘ{ξｓ}

２
ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

式中:σ 是决策机制系数ꎬ一般地 σ＝０.５ꎬ即折中态度ꎬＱｓ 越小ꎬ表示方案离正理想方案越近ꎬ方案越优ꎻδｓ 为第 ｓ
个备选方案的群体效益值ꎬδ－为 ｍ 个备选方案的最小群体效益值ꎬδ＋为 ｍ 个备选方案的最大群体效益值ꎻθｓ 为

第 ｓ 个备选方案的个体遗憾值ꎬθ－为 ｍ 个备选方案的最小个体遗憾值ꎬθ＋为 ｍ 个备选方案的最大个体遗憾值ꎮ
步骤 ８　 根据 δｓ、θｓ、Ｑｓ 的大小对备选方案进行排序ꎮ
步骤 ９　 验证妥协解ꎮ 若 Ｑ(１) <Ｑ(２) <􀆺<Ｑ(ｍ)且满足以下条件:

(１) Ｑ(２) －Ｑ(１)≥
１

ｍ－１
ꎻ其中 ｍ 为备选方案的个数ꎬ １

ｍ－１
表示可接受的优势阈值ꎮ

(２) 在 δｓ 值和 θｓ 值的排序中ꎬＱ(１)仍然是最优解ꎮ
若同时满足以上条件ꎬ则 Ｑ(１)是最优解ꎻ若只满足条件(１)ꎬ则 Ｑ(１)、Ｑ(２)均为妥协解ꎻ若只满足条件(２)ꎬ则

Ｑ(１)ꎬＱ(２)ꎬ􀆺ꎬＱ(ｕ)都是妥协解ꎬ其中 Ｑ(ｕ)表示排在第 ｕ 位的 Ｑｓ 值ꎬＱ(ｕ)满足 Ｑ(ｕ) －Ｑ(１) <
１

ｍ－１
ꎮ

４.４　 应用实例

考虑著名的广告选择问题[２９]ꎮ Ｃａｓｅ 公司是伊朗历史最悠久、最著名的食品工业公司之一ꎮ 现在ꎬ公司需

要选择最佳的广告策略ꎬ有 ５ 种备选方案:电视广告 Ｂ１、广播广告 Ｂ２、报纸广告 Ｂ３、互联网和短信广告 Ｂ４ 和环

境广告 Ｂ５ꎮ ３ 名广告专家根据受众适合度 Ｚ１、内容 Ｚ２、印象率 Ｚ３ 和每月费用 Ｚ４ 等 ４ 项标准对这些替代方案进

行评估ꎬ根据经验ꎬ假设专家给出的各个属性主观权重为 ωｓｕｂ ＝(０.２ꎬ０.１ꎬ０.３ꎬ０.４)Ｔꎬ３ 名专家根据 ４ 种属性对 ５
种备选方案进行模糊评价ꎬ并将信息以 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的形式呈现在表 １ 所示的 Ｔ￣球形模糊决策矩阵中ꎮ

表 １　 各备选方案的初始 Ｔ￣ＳＦＮｓ
Ｔａｂｌｅ １　 Ｉｎｉｔｉａｌ Ｔ￣ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｆｕｚｚｙ ｎｕｍｂｅｒｓ ｆｏｒ ｅａｃｈ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ

备选方案 Ｚ１ Ｚ２ Ｚ３ Ｚ４

Ｂ１ ‹０.８７ꎬ０.１３ꎬ０.０５› ‹０.８４ꎬ０.１６ꎬ０.０７› ‹０.７７ꎬ０.２３ꎬ０.１３› ‹０.１７ꎬ０.２７ꎬ０.７４›
Ｂ２ ‹０.３４ꎬ０.６７ꎬ０.２４› ‹０.３７ꎬ０.６３ꎬ０.２７› ‹０.３４ꎬ０.６７ꎬ０.３４› ‹０.３０ꎬ０.６０ꎬ０.４０›
Ｂ３ ‹０.３１ꎬ０.７０ꎬ０.２２› ‹０.３０ꎬ０.７０ꎬ０.２０› ‹０.２４ꎬ０.７７ꎬ０.１４› ‹０.１０ꎬ０.８０ꎬ０.２０›
Ｂ４ ‹０.６４ꎬ０.３７ꎬ０.２７› ‹０.６４ꎬ０.３７ꎬ０.２７› ‹０.４４ꎬ０.５７ꎬ０.３９› ‹０.３８ꎬ０.４３ꎬ０.５７›
Ｂ５ ‹０.７４ꎬ０.２７ꎬ０.１７› ‹０.４７ꎬ０.５３ꎬ０.４５› ‹０.４４ꎬ０.５７ꎬ０.３９› ‹０.３８ꎬ０.４３ꎬ０.５７›
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　 　 步骤 １　 Ｚ４ 属于成本型属性集ꎬ其他属性集为效益型属性集ꎬ根据式(１４)将表 １ 的 Ｔ￣球形模糊决策矩阵标

准化后得到决策矩阵 Ｇ＝(ｇｓｆ)ｍ×ｌꎬ如表 ２ 所示ꎬ由计算可知ꎬｔ＝２ꎮ
表 ２　 标准化后每个备选方案的 Ｔ￣ＳＦＮｓ

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ Ｔ￣ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｆｕｚｚｙ ｎｕｍｂｅｒｓ ｆｏｒ ｅａｃｈ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ
备选方案 Ｚ′１ Ｚ′２ Ｚ′３ Ｚ′４

Ｂ１ ‹０.８７ꎬ０.１３ꎬ０.０５› ‹０.８４ꎬ０.１６ꎬ０.０７› ‹０.７７ꎬ０.２３ꎬ０.１３› ‹０.７４ꎬ０.２７ꎬ０.１７›
Ｂ２ ‹０.３４ꎬ０.６７ꎬ０.２４› ‹０.３７ꎬ０.６３ꎬ０.２７› ‹０.３４ꎬ０.６７ꎬ０.３４› ‹０.４０ꎬ０.６０ꎬ０.３０›
Ｂ３ ‹０.３１ꎬ０.７０ꎬ０.２２› ‹０.３０ꎬ０.７０ꎬ０.２０› ‹０.２４ꎬ０.７７ꎬ０.１４› ‹０.２０ꎬ０.８０ꎬ０.１０›
Ｂ４ ‹０.６４ꎬ０.３７ꎬ０.２７› ‹０.６４ꎬ０.３７ꎬ０.２７› ‹０.４４ꎬ０.５７ꎬ０.３９› ‹０.５７ꎬ０.４３ꎬ０.３８›
Ｂ５ ‹０.７４ꎬ０.２７ꎬ０.１７› ‹０.４７ꎬ０.５３ꎬ０.４５› ‹０.４４ꎬ０.５７ꎬ０.３９› ‹０.５７ꎬ０.４３ꎬ０.３８›

　 　 步骤 ２　 由式(１２)—(１３)得各属性权重如表 ３ 所示ꎮ
表 ３　 属性权重

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｗｅｉｇｈｔ ｏｆ ａｔｔｒｉｂｕｔｅｓ
属性 ωｓｕｂ ωｏｂｊ ω
Ｚ′１ ０.２００ ０ ０.３０７ ９ ０.２５４ ０
Ｚ′２ ０.１００ ０ ０.２７８ １ ０.１８９ ０
Ｚ′３ ０.３００ ０ ０.２０８ ５ ０.２５４ ３
Ｚ′４ ０.４００ ０ ０.２０５ ５ ０.３０２ ７

　 　 步骤 ３　 根据式(１５)确定正理想解 ｇ＋、负理想解 ｇ－ꎬ即
ｇ＋ ＝{‹０.８７ꎬ０.１３ꎬ０.０５›ꎬ‹０.８４ꎬ０.１６ꎬ０.０７›ꎬ‹０.７７ꎬ０.２３ꎬ０.１３›ꎬ‹０.７４ꎬ０.２７ꎬ０.１０›}ꎻ
ｇ－ ＝{‹０.３１ꎬ０.１３ꎬ０.２７›ꎬ‹０.３０ꎬ０.１６ꎬ０.４５›ꎬ‹０.２４ꎬ０.２３ꎬ０.３９›ꎬ‹０.２０ꎬ０.２７ꎬ０.３８›}ꎮ

步骤 ４　 由式(１６)—(２１)计算 Ｓｓ、Ｒｓ、ζｓ 和 ξｓꎬ结果如表 ４ 所示ꎮ
表 ４　 各备选方案的 Ｓｓ、Ｒｓ、ζｓ、ξｓ

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ Ｓｓꎬ Ｒｓꎬ ζｓ ａｎｄ ξｓ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ
备选方案 Ｓｓ Ｒｓ ζｓ ξｓ

Ｂ１ ０.０１１ ３ ０.０１１ ３ １.０００ ０ ０.７２６ ０
Ｂ２ ０.８７９ ０ ０.２４６ ５ １.０００ ０ １.０００ ０
Ｂ３ １.０３９ ０ ０.３３８ ２ １.０００ ０ １.０００ ０
Ｂ４ ０.５６４ ７ ０.１９３ ４ １.０００ ０ ０.８４４ ５
Ｂ５ ０.５６９ ６ ０.１９３ ４ １.０００ ０ １.０００ ０

　 　 步骤 ５　 根据式(２２)计算 δｓ、θｓ 和 Ｑｓꎬ并根据 Ｑｓ 给出方案的排名ꎬ结果见表 ５ꎮ
表 ５　 各备选方案的 δｄ、θｓ、Ｑｓ

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ δｓꎬ θｓ ａｎｄ Ｑｓ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅ
备选方案 δｓ θｓ Ｑｓ 排名

Ｂ１ ０.５０５ ６ ０.３６８ ７ ０.０００ ０ １
Ｂ２ ０.９３９ ５ ０.６２３ ２ ０.８４５ ９ ４
Ｂ３ １.０１９ ５ ０.６６９ １ １.０００ ０ ５
Ｂ４ ０.７８２ ４ ０.５１９ ０ ０.５１９ ４ ２
Ｂ５ ０.７８４ ８ ０.５９６ ７ ０.６５１ １ ３

　 　 步骤 ６　 根据表 ５ 中 Ｑｓ 确定备选方案的排序为 Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３ꎬ又由于 Ｑ(２) －Ｑ(１)＝ ０.５１９ ４－０＝ ０.５１９ ４>
１

５－１
＝０.２５ 并且 Ｂ１ 的 δ１ 和 θ１ 均最小ꎬ所以方案 Ｂ１ 是最优方案ꎬ即电视广告是最优方案ꎮ

取 σ＝０ꎬ０.１ꎬ０.２ꎬ０.３ꎬ０.４ꎬ０.５ꎬ０.６ꎬ０.７ꎬ０.８ꎬ０.９ꎬ１ꎬ重复上述步骤ꎬ不同的 σ 对应的 Ｑｓ 和备选方案的排序结

果如表 ６ 所示ꎮ 从表 ６ 可以看出ꎬ随着 σ 的变化ꎬ备选方案的排序结果始终为 Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３ꎬ最优的备选方

案始终都是 Ｂ１ꎮ Ｂ１ 对参数 σ 不敏感ꎬ避免因决策者的偏好使决策结果存在大的偏差ꎮ
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表 ６　 不同的 σ 对应的 Ｑｓ 和备选方案排名
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｒａｎｋ ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅｓ Ｑｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ σ

σ Ｑ１ Ｑ２ Ｑ３ Ｑ４ Ｑ５ 排序

０ ０ ０.８４７ ２ １ ０.５００ ３ ０.７５９ ０ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

０.１ ０ ０.８４６ ９ １ ０.５０４ ２ ０.７３７ ４ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

０.２ ０ ０.８４６ ６ １ ０.５０８ ０ ０.７１５ ８ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

０.３ ０ ０.８４６ ３ １ ０.５１１ ８ ０.６９４ ３ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

０.４ ０ ０.８４６ １ １ ０.５１５ ７ ０.６７２ ７ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

０.５ ０ ０.８４５ ８ １ ０.５１９ ５ ０.６５１ １ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

０.６ ０ ０.８４５ ５ １ ０.５２３ ３ ０.６２９ ６ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

０.７ ０ ０.８４５ ２ １ ０.５２７ １ ０.６０８ ０ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

０.８ ０ ０.８４４ ９ １ ０.５３１ ０ ０.５８６ ４ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

０.９ ０ ０.８４４ ６ １ ０.５３４ ８ ０.５６４ ９ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

１.０ ０ ０.８４４ ３ １ ０.５３６ ８ ０.５４３ ３ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

４.５　 对比实验

为了进一步验证基于 Ｔ￣ＳＦＮｓ 减法和除法算子的灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法的合理性和优越性ꎬ将本文所提的灰色￣
ＶＩＫＯＲ 方法与 ４ 种不同的方法的结果进行对比:ＴＯＰＳＩＳ 方法[２９]、ＣＯＰＲＡＳ 方法[３１]、基于定义 ６ 得分函数Ｓ(α)
的 ＶＩＫＯＲ 方法[９]以及基于定义 ７ 新得分函数 Ｓｎｅｗ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方法ꎬ结果如表 ７ 所示ꎮ

表 ７　 基于不同方法的排序结果比较
Ｔａｂｌｅ ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒａｎｋｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

　 　 　 方法 度量标准 Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ Ｂ５ 排序结果

ＴＯＰＳＩＳ 方法[２９]
法一邻近率 ０.３４ ０.０６ ０.０３ ０.１３ ０.１５ Ｂ１>Ｂ５>Ｂ４>Ｂ２>Ｂ３

法二邻近率 ０.３６ ０.０５ ０.０３ ０.１４ ０.１５ Ｂ１>Ｂ５>Ｂ４>Ｂ２>Ｂ３

ＣＯＰＲＡＳ 方法[３１] 优先级顺序 １００.００ ９１.６７０ ９１.４１１ ９４.６２４ ９４.０９８ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

基于 Ｓ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方法[９] 联合广义测度 ０ ０.７５４ ７ １.０００ ０ ０.４９７ １ ０.４９９ ２ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

基于 Ｓｎｅｗ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方法 综合评价值 ０ ０.７８１ ８ １.０００ ０ ０.５４７ ８ ０.５５０ ２ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法 综合评价值 ０ ０.８４５ ８ １.０００ ０ ０.５１９ ４ ０.６５１ １ Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３

　 　 由表 ７ 可知ꎬ本文提出的灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法得到的最优备选方案与 ＴＯＰＳＩＳ[２９]、ＣＯＰＲＡＳ[３１]、基于 Ｓ(α)的
ＶＩＫＯＲ[９]、基于 Ｓｎｅｗ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方法得到的最优备选方案都是 Ｂ１ꎬ因此本文提出的方法是合理有效的ꎮ 此

外ꎬ本文所提的方法还具有如下优势:
(１) 本文方法得到的排序结果与 ＣＯＰＲＡＳ[３１]、基于 Ｓ(α)的 ＶＩＫＯＲ[９]方法以及基于 Ｓｎｅｗ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方

法的排序结果是一致的ꎬ本文方法所得的决策结果对决策系数不敏感ꎬ具有更强的决策稳定性ꎮ
(２) 与 ＴＯＰＳＩＳ 方法[２９]得到的备选方案排序结果相比ꎬ最优备选方案都是 Ｂ１ꎬ本文的方法得到 Ｂ４>Ｂ５ꎬ而

ＴＯＰＳＩＳ 的方法[２９]是 Ｂ５>Ｂ４ꎮ 通过计算可得ꎬ对于备选方案 Ｂ４ꎬ在不同属性集的加权后得分和为 Ｓｎｅｗ(Ｂ４)＝
０.２５４×０.３９２ ９＋０.１８９×０.３９２ ９＋０.２５４ ３×０.１４４ ７＋０.３０２ ７×０.２４６ ２＝０.２８５ ４ꎬ对于备选方案 Ｂ５ꎬ在不同属性集的加权

后得分和为 Ｓｎｅｗ(Ｂ５)＝ ０.２５４×０.５５４ ５＋０.１８９×０.１０５ ９＋０.２５４ ３×０.１４４ ７＋０.３０２ ７×０.２４６ ２ ＝ ０.２７２ ２ꎬ明显 ０.２８５ ４>
０.２７２ ２ꎬ所以 Ｂ４>Ｂ５ 是更合理的ꎬ说明本文所提的方法比 ＴＯＰＳＩＳ 的方法[２９]更具优越性ꎮ

(３) 基于 Ｓ(α)的ＶＩＫＯＲ 方法和基于 Ｓｎｅｗ(α)的ＶＩＫＯＲ 方法得到的方案排序结果都为 Ｂ１>Ｂ４>Ｂ５>Ｂ２>Ｂ３ꎬ
发现使用本文所提的 Ｓｎｅｗ(α)计算出备选方案 Ｂ４ 和 Ｂ５ 综合评价值之间的差异大于基于 Ｓ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方法

的综合评价值ꎬ说明基于 Ｓｎｅｗ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方法更容易区分备选方案 Ｂ４ 和 Ｂ５ 的优劣ꎮ 所以ꎬ本文提出的新的

得分函数在处理更细微的决策时具有一定的优势ꎮ
(４) 与其他方法相比ꎬ本文方法得当的备选方案之间的区分度更高ꎮ ＴＯＰＳＩＳ 方法[２９]得到备选方案 Ｂ２ 和

Ｂ３ 的邻近率的差异最大只有 ０.０３ꎬ备选方案 Ｂ４ 和 Ｂ５ 之间邻近率的差异只有 ０.０２ꎻＣＯＰＲＡＳ 方法[３１]得到备选

方案 Ｂ２ 和 Ｂ３ 的相对差异值仅为 ０.００２ ５９ꎬ备选方案 Ｂ４ 和 Ｂ５ 之间的相对差异值也只有 ０.００５ ２６ꎻ基于 Ｓ(α)的
ＶＩＫＯＲ 方法和基于 Ｓｎｅｗ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方法得到备选方案 Ｂ４ 和 Ｂ５ 的区分能力较弱ꎻ而本文的方法中任何两个

备选方案之间的差异值都大于 ０.１ꎬ所以使用本文的方法可以实现更精准的方案区分和更可靠的排序结果ꎬ使
得决策者能够更清晰选择方案和决策判断ꎬ大大提升了决策支持的有效性和可靠性ꎮ
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综合上述分析ꎬ本文提出的基于 Ｔ￣ＳＦＮｓ 减法和除法算子的灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法相对其他方法更具合理性和

优越性ꎬ是一种很好的处理复杂决策问题的方法ꎮ

５　 结论

为了充分考虑各属性之间的相关性且避免部分信息的丢失ꎬ本文把灰色关联分析的理论引入 Ｔ￣球形模糊

决策的 ＶＩＫＯＲ 方法中ꎬ在 Ｔ￣球形模糊环境下计算灰色关联度时ꎬ若直接使用得分函数转换为精确数进行计算ꎬ
容易造成备选方案在各属性下的模糊信息丢失ꎬ而使用 Ｔ￣ＳＦＮｓ 的减法和除法算子运算能够尽可能地保留模糊

信息ꎮ 本文提出基于 Ｔ￣ＳＦＮｓ 减法和除法算子的灰色￣ＶＩＫＯＲ 方法ꎬ提高决策结果的可靠性和有效性ꎬ为 Ｔ￣球
形模糊环境下的多属性决策问题提供了新的思路ꎮ 另外ꎬ使用 Ｔ￣球形模糊交叉熵求客观权重ꎬ并与主观权重组

合ꎬ增加权重赋值的合理性ꎮ 将本文方法和其他 ４ 种方法的决策结果进行对比ꎬ本文的方法得到的决策结果与

其中的 ＣＯＰＲＡＳ[３１]、基于 Ｓ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方法[９]以及基于 Ｓｎｅｗ(α)的 ＶＩＫＯＲ 方法的决策结果一致ꎬ同时ꎬ与其

他方法相比本文的方法可以实现更精准的方案区分和更可靠的排序结果ꎬ使得决策者能够更清晰、更自信地进

行方案选择和决策判断ꎬ大大提升决策支持的有效性和可靠性ꎮ 后续工作ꎬ我们将结合复数情形ꎬ研究复 Ｔ￣球
形模糊数的减法和除法算子ꎬ并研究复 Ｔ￣球形模糊数的减法和除法算子在多属性决策、模式识别、模糊聚类等

方面的应用ꎬ将本文的方法和粒球粗糙集相结合ꎬ探究 Ｔ￣球形模糊粒球粗糙集的相关理论和应用ꎮ
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