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广义分组(重叠)函数关于三角模和三角余模的迁移性

闫欣欣ꎬ周红军∗

(陕西师范大学数学与统计学院ꎬ 陕西 西安 ７１０１１９)

摘要:聚合函数的迁移性在决策分析和图像处理等方面有着广泛应用ꎮ 本文以存在非平凡单位元的广义分组函数和广义重

叠函数为研究对象ꎬ主要研究这两类函数关于三角模和三角余模的迁移性ꎬ刻画满足此类迁移性方程广义分组函数和广义重

叠函数的结构特征ꎮ
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０　 引言

聚合函数作为一种数学工具ꎬ广泛应用于模糊逻辑、模糊决策和专家系统等领域[１￣３]ꎮ 其中ꎬ三角模和

三角余模是最基本的两类聚合函数[４]ꎮ 值得注意的是ꎬ分组函数作为三角余模的推广形式ꎬ它对结合性和

单位元不作要求ꎬ主要应用于模糊偏好建模和决策制定等领域[５]ꎮ 同样ꎬＢｕｓｔｉｎｃｅ 等[６]提出了重叠函数的概

念ꎬ用于确定两个类别或对象之间的重叠程度ꎮ 后来ꎬ通过进一步放宽分组函数和重叠函数的边界条件ꎬ
Ｂｕｓｔｉｎｃｅ 和 Ｍｉｇｕｅｌ 等[７￣８]又分别提出了广义分组函数和广义重叠函数的概念ꎬ有趣的是这两类函数可能存

在单位元ꎬ且不一定是 ０和 １ꎮ 因此ꎬ无论从理论还是应用角度来看ꎬ这些聚合函数都至关重要ꎮ
随着各类聚合函数的提出ꎬ广大学者加入了对其代数性质研究的潮流ꎮ 其中ꎬ聚合函数的迁移性问题在

理论和应用上都极具研究意义ꎮ 对于聚合函数迁移性的研究最早可以追溯到是否存在严格三角模解的公开

问题[９]中ꎬ后来ꎬＤｕｒａｎｔｅ 等[１０]为了构造新的三角模引入了三角模的 α￣迁移性ꎬ自此ꎬ聚合函数的迁移性成为

研究的热点ꎮ 就分组函数和重叠函数而言ꎬ文献[１１]研究了一致模和零模关于分组函数和重叠函数的 α￣迁
移性ꎬ刻画了此类迁移性方程的解ꎬ随后ꎬ文献[１２￣１４]又研究了重叠函数关于一致模和零模的 α￣迁移性ꎮ
但是ꎬ在进一步的研究中发现分组函数关于三角模和重叠函数关于三角余模仅有平凡解ꎬ随之ꎬ文献[１５]对
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广义分组函数和广义重叠函数关于三角模和三角余模的 α￣迁移性方程进行了刻画ꎮ 在应用上ꎬ聚合函数的

迁移性在决策和图像处理方面发挥着至关重要的作用[１６￣１９]ꎮ
　 　 由于文献[１５]仅研究了以 ０为单位元和没有单位元的广义分组函数(以 １ 为单位元和没有单位元的广

义重叠函数)关于三角模和三角余模的 α￣迁移性ꎬ本文以存在非平凡单位元的广义分组函数和广义重叠函

数为研究对象ꎬ继续刻画满足此类迁移性方程的广义分组函数和广义重叠函数的结构特征ꎮ

１　 预备知识

下面给出本文中用到的一些基本概念及其相关性质ꎮ
定义 １[４] 　 称二元函数 Ｔ(Ｓ):[０ꎬ１] ２→[０ꎬ１]为三角模(三角余模)ꎬ若 Ｔ(Ｓ)满足交换律ꎬ结合律ꎬ关于

两个变量单调不减ꎬ并且以 １(０)为单位元ꎮ
例 １[４] 　 表 １列出了一些常见的连续三角模和三角余模的表达式ꎬ其中 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎮ

表 １　 连续的三角模和三角余模
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｔ￣ｎｏｒｍｓ ａｎｄ ｔ￣ｃｏｎｏｒｍｓ

符号 表达式 Ｔ(ｘꎬｙ) 符号 表达式 Ｓ(ｘꎬｙ)
ＴＭ ｍｉｎ(ｘꎬｙ) ＳＭ ｍａｘ(ｘꎬｙ)
ＴＰ ｘｙ ＳＰ ｘ＋ｙ－ｘｙ
ＴＬ ｍａｘ(ｘ＋ｙ－１ꎬ０) ＳＬ ｍｉｎ(ｘ＋ｙꎬ１)

　 　 命题 １[４] 　 设 Ｔ:[０ꎬ１] ２→[０ꎬ１]是三角模ꎬ则
(ⅰ) 称元素 ａ∈[０ꎬ１]是 Ｔ 的幂等元ꎬ若 Ｔ(ａꎬａ)＝ ａꎮ
(ⅱ) 称 Ｔ 是阿基米德的ꎬ若对任意的 ｘꎬｙ∈(０ꎬ１)ꎬ存在 ｎ∈Ｎꎬ使得 ｘ(ｎ)Ｔ <ｙꎬ其中 ｘ(ｎ)Ｔ ＝ Ｔ( ｘꎬｘ(ｎ

－１)
Ｔ )ꎬ

ｘ(０)Ｔ ＝ １ꎮ
命题 ２[４] 　 三角模 Ｔ 是连续的当且仅当 Ｔ 可以表示成连续阿基米德三角模的序和ꎬ即存在唯一的有限

或者可数无限指标集 Λꎬ一族唯一确定的连续阿基米德三角模{Ｔλ} λ∈Λ和一族[０ꎬ１]中非空的两两不相交的

开子区间{(ａλꎬｅλ)} λ∈Λꎬ使得

Ｔ(ｘꎬｙ)＝
ａλ＋(ｅλ－ａλ)Ｔλ

ｘ－ａλ

ｅλ－ａλ
ꎬ
ｙ－ａλ

ｅλ－ａλ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 (ｘꎬｙ)∈[ａλꎬｅλ] ２ꎬ

ｍｉｎ(ｘꎬｙ)ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

记 Ｔ＝(‹ａλꎬｅλꎬＴλ›) λ∈Λꎮ
对偶地ꎬ三角余模的相关性质如下ꎮ
命题 ３[４] 　 设 Ｓ:[０ꎬ１] ２→[０ꎬ１]是三角余模ꎬ则
(ⅰ) 称元素 ｂ∈[０ꎬ１]是 Ｓ 的幂等元ꎬ若 Ｓ(ｂꎬｂ)＝ ｂꎮ
(ⅱ) 称 Ｓ 是阿基米德的ꎬ若对任意的 ｘꎬｙ∈(０ꎬ１)ꎬ存在 ｎ∈Ｎꎬ使得 ｘ(ｎ)Ｓ >ｙꎬ其中 ｘ(ｎ)Ｓ ＝ Ｓ( ｘꎬｘ(ｎ

－１)
Ｓ )ꎬ

ｘ(０)Ｓ ＝ ０ꎮ
命题 ４[４] 　 三角余模 Ｓ 是连续的当且仅当 Ｓ 可以表示成连续阿基米德三角余模的序和ꎬ即存在唯一的

有限或者可数无限指标集 Λꎬ一族唯一确定的连续阿基米德三角余模{Ｓλ} λ∈Λ和一族[０ꎬ１]中非空的两两不

相交的开子区间{(ａλꎬｅλ)} λ∈Λꎬ使得

Ｓ(ｘꎬｙ)＝
ａλ＋(ｅλ－ａλ)Ｓλ

ｘ－ａλ

ｅλ－ａλ
ꎬ
ｙ－ａλ

ｅλ－ａλ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 (ｘꎬｙ)∈[ａλꎬｅλ] ２ꎬ

ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎬ 其他ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

记 Ｓ＝(‹ａλꎬｅλꎬＳλ›) λ∈Λꎮ
定义 ２[５ꎬ７] 　 称二元函数 Ｇ:[０ꎬ１] ２→[０ꎬ１]为广义分组函数ꎬ若对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬＧ 满足以下

条件:
(Ｇ１) Ｇ 是交换的ꎻ
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(Ｇ２) 当 ｘ＝ １或 ｙ＝ １时ꎬＧ(ｘꎬｙ)＝ １ꎻ
(Ｇ３) 当 ｘ＝ ｙ＝ ０时ꎬＧ(ｘꎬｙ)＝ ０ꎻ
(Ｇ４) Ｇ 是递增的ꎻ
(Ｇ５) Ｇ 是连续的ꎮ
而且ꎬ若广义分组函数 Ｇ 满足

(Ｇ６) 当 Ｇ(ｘꎬｙ)＝ １时ꎬｘ＝ １或 ｙ＝ １ꎻ
(Ｇ７) 当 Ｇ(ｘꎬｙ)＝ ０时ꎬｘ＝ ｙ＝ ０ꎮ
则称它为分组函数ꎮ
定义 ３[６ꎬ８] 　 称二元函数 Ｏ:[０ꎬ１] ２→[０ꎬ１]为广义重叠函数ꎬ若对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬＯ 满足以下

条件:
(Ｏ１) Ｏ 是交换的ꎻ
(Ｏ２) 当 ｘｙ＝ ０时ꎬＯ(ｘꎬｙ)＝ ０ꎻ
(Ｏ３) 当 ｘｙ＝ １时ꎬＯ(ｘꎬｙ)＝ １ꎻ
(Ｏ４) Ｏ 是递增的ꎻ
(Ｏ５) Ｏ 是连续的ꎮ

则称它为重叠函数ꎮ
而且ꎬ若广义重叠函数 Ｏ 满足

(Ｏ６) 当 Ｏ(ｘꎬｙ)＝ ０时ꎬｘｙ＝ ０ꎻ
(Ｏ７) 当 Ｏ(ｘꎬｙ)＝ １时ꎬｘｙ＝ １ꎮ
广义分组函数与三角余模有着紧密的联系ꎬ每个连续的三角余模都是广义分组函数ꎬ但不一定是分组函

数ꎮ 例如ꎬŁｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ 三角余模 ＳＬ 是广义分组函数ꎬ不是分组函数ꎮ 而且ꎬ以 γ∈(０ꎬ１)为单位元的广义分

组函数既不是三角余模ꎬ也不是分组函数ꎮ 类似地ꎬ广义重叠函数与三角模有着紧密的联系ꎬ每个连续的三

角模都是广义重叠函数ꎬ但不一定是重叠函数ꎮ 例如ꎬŁｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ 三角模 ＴＬ 是广义重叠函数ꎬ不是重叠函

数ꎮ 而且ꎬ以 γ∈(０ꎬ１)为单位元的广义重叠函数既不是三角模ꎬ也不是重叠函数.此外ꎬ由定义 ２ 和定义 ３
可知ꎬ每一个分组(重叠)函数都是广义分组(重叠)函数ꎮ

２　 广义分组函数关于三角模和三角余模的迁移性

文献[１５]研究了没有单位元的广义分组函数关于三角模和三角余模的迁移性ꎬ并给出了满足迁移性方

程的等价条件ꎮ 本节主要研究存在非平凡单位元的广义分组函数关于三角模和三角余模的迁移性ꎮ
定义 ４[１５] 　 设 α∈[０ꎬ１]ꎬＧ 是广义分组函数ꎬＴ 是三角模ꎮ 称 Ｇ 是(αꎬＴ) ￣迁移的(或 Ｇ 关于 Ｔ 是 α￣迁

移的)ꎬ若对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有
Ｇ(Ｔ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＴ(αꎬｙ))ꎮ (１)

命题 ５[１５] 　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＧ 是广义分组函数ꎬＴ 是三角模ꎮ 若 Ｇ 是(αꎬＴ) ￣迁移的ꎬ则 Ｇ(αꎬ０)＝ １ꎮ
由命题 ５可知ꎬ当 α∈(０ꎬ１)时ꎬ若 Ｇ 是(αꎬＴ) ￣迁移的ꎬ则 Ｇ 没有单位元ꎮ 对于此类迁移性方程的研究ꎬ

具体可参考文献[１５]ꎮ 接下来主要对存在非平凡单位元的广义分组函数关于三角余模的迁移性方程的解

进行刻画ꎮ
定义 ５[１５]设 α∈[０ꎬ１]ꎬＧ 是广义分组函数ꎬＳ 是三角余模ꎮ 称 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的(或 Ｇ 关于 Ｓ 是 α￣迁

移的)ꎬ若对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有
Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ (２)

命题 ６[１５] 　 设 α∈{０ꎬ１}ꎬＧ 是广义分组函数ꎬＳ 是三角余模ꎮ 则 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎮ
命题 ７[１５] 　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＧ 是广义分组函数ꎬＳ 是三角余模ꎮ 若 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎬ则对任意的 ｙ∈

[０ꎬ１]ꎬ有 Ｇ(αꎬｙ)＝ Ｇ(０ꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ
命题 ８　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＧ 是以 γ∈[０ꎬ１)为单位元的广义分组函数ꎬＳ 是三角余模ꎮ 则 Ｇ 是(αꎬＳ)￣迁移的
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当且仅当对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有 Ｓ(αꎬｙ)＝ Ｇ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｙ)ꎬ并且 Ｇ(Ｇ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＧ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｙ))ꎮ
证明　 设 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎮ 令式(２)中 ｘ ＝ γꎬ则 Ｓ(αꎬｙ)＝ Ｇ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｙ)ꎮ 并且ꎬ对任意的 ｘꎬｙ∈

[０ꎬ１]ꎬ有 Ｇ(Ｇ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))＝ Ｇ(ｘꎬＧ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｙ))ꎮ
反之ꎬ若对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有 Ｓ(αꎬｙ)＝ Ｇ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｙ)ꎬ且 Ｇ(Ｇ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＧ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｙ))ꎬ

则式(２)成立ꎬ即 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎮ
特别地ꎬ若 γ＝ ０ꎬ则得到如下推论:
推论 １[１５] 　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＧ 是以 ０为单位元的广义分组函数ꎬＳ 是三角余模ꎮ 则 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的当

且仅当对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有 Ｓ(αꎬｙ)＝ Ｇ(αꎬｙ)ꎬ并且 Ｇ(Ｇ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＧ(αꎬｙ))ꎮ
命题 ９　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＧ 是以 γ∈[０ꎬ１)为单位元的广义分组函数ꎬＳ 是连续三角余模ꎮ 若 Ｓ(αꎬα)＝ αꎬ

且 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎬ则 γ∈[０ꎬα)ꎮ
证明　 假设 γ∈[αꎬ１)ꎮ 令式(２)中 ｘ ＝ γꎬ ｙ ＝ ０ꎬ则 ０ ＝Ｇ(γꎬ０) ＝ Ｇ( Ｓ(αꎬγ)ꎬ０) ＝ Ｇ(γꎬＳ(αꎬ０)) ＝

Ｇ(γꎬα)＝ αꎬ与 α>０相矛盾ꎬ故假设不成立ꎮ
定理 １　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＧ 是以 γ∈[０ꎬα)为单位元的广义分组函数ꎬＳ 是连续三角余模ꎮ 如果 Ｓ(αꎬα)＝ αꎬ

则 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的当且仅当对任意的 ０≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤α≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤１ꎬ有 Ｇ(ｘꎬｙ)＝ ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎮ
证明　 由于 α 是连续三角余模 Ｓ 的幂等元ꎬ则由命题 ４可知ꎬ对任意的 ｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有 Ｓ(αꎬｙ)＝ ｍａｘ(αꎬｙ)ꎮ

假设 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎬ且 Ｓ(αꎬα) ＝ αꎬ则由命题 ７ 和命题 ８ 可知ꎬ对任意的 ｙ∈[αꎬ１]ꎬ有 Ｇ(０ꎬｙ) ＝
Ｇ(αꎬｙ)＝ Ｇ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｙ)＝ Ｓ(αꎬｙ)＝ ｙꎮ 并且ꎬ由 Ｇ 的交换性可知:对任意的 ０≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤α≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤１ꎬ
有 Ｇ(ｘꎬｙ)＝ ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎮ

反之ꎬ需要证明式(２)成立ꎮ 由于 Ｇ 和 Ｓ 具有交换性ꎬ分下面 ３种情况进行讨论:
(１) 若 ｘꎬｙ∈[０ꎬα]ꎬ则 Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(αꎬｙ)＝ α＝Ｇ(ｘꎬα)＝ Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ
(２) 若(ｘꎬｙ)∈[０ꎬα]×(αꎬ１]ꎬ则 Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(αꎬｙ)＝ ｙ＝ｍａｘ(ｘꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ
(３) 若 ｘꎬｙ∈(αꎬ１]ꎬ则 Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ
定理 ２　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＧ 是以 γ∈[０ꎬ１)为单位元的广义分组函数ꎬＳ 是连续三角余模ꎮ 如果 Ｓ(αꎬα)>αꎬ

其中 η＝ ｓｕｐ{ｘ∈[０ꎬα) ｜ Ｓ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ θ＝ ｉｎｆ{ｘ∈(αꎬ１] ｜ Ｓ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ且 γ∈[αꎬθ)ꎬ则 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的当

且仅当

(ⅰ) 存在一个连续阿基米德的三角余模 Ｓ∗使得 Ｓ＝(‹０ꎬθꎬＳ∗›ꎬ􀆺)ꎮ
(ⅱ) 对任意的 ０≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤θ≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤１ꎬ有 Ｇ(ｘꎬｙ)＝ ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎮ

(ⅲ) 存在一个以
γ
θ

为单位元的广义分组函数 Ｇ∗ꎬ使得对任意的 ｘꎬ ｙ∈[０ꎬ θ]ꎬ有 Ｇ ( ｘꎬ ｙ) ＝

θ􀅰Ｇ∗
ｘ
θ
ꎬ ｙ
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ且 Ｇ∗是

α
θ
ꎬＳ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ￣迁移的ꎮ

证明　 由于 α 不是连续三角余模 Ｓ 的幂等元ꎬ即 Ｓ(αꎬα)>αꎬ则由命题 ４可知ꎬ存在一个连续阿基米德的三

角余模 Ｓ∗使得 Ｓ＝(􀆺ꎬ‹ηꎬθꎬＳ∗›ꎬ􀆺)ꎬ其中 η＝ｓｕｐ{ｘ∈[０ꎬα) ｜Ｓ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ θ＝ ｉｎｆ{ｘ∈(αꎬ１] ｜Ｓ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎮ
假设 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎮ 首先证明 η＝ ０ꎮ 由于 Ｓ(αꎬη)＝ αꎬ Ｓ(αꎬθ)＝ θꎬ根据 Ｓ 的连续性可知ꎬ存在

ｙ０∈[ηꎬθ]使得 Ｓ(αꎬｙ０)＝ γꎬ则 ０＝Ｇ(γꎬ０)＝ Ｇ(Ｓ(αꎬｙ０)ꎬ０)＝ Ｇ(ｙ０ꎬα)＝ Ｇ(ｙ０ꎬＳ(αꎬη))＝ Ｇ(γꎬη)＝ ηꎬ故
η＝ ０ꎮ

接下来证明(ⅱ)是成立的ꎮ 若 ｙ∈[θꎬ１]ꎬ则由命题 ７可知ꎬＧ(αꎬｙ)＝ Ｇ(０ꎬｙ)ꎬ并且ꎬ根据 Ｓ∗的连续阿

基米德性ꎬ
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由于 γ∈[αꎬθ)ꎬ则对任意的 ｙ∈[θꎬ１]ꎬ有 Ｇ(θꎬｙ)＝ Ｇ(０ꎬｙ)＝ ｙꎮ 再次结合 Ｇ 的交换性ꎬ(ⅱ)得证ꎮ

由 Ｇ 的定义和(ⅱ)可知ꎬ存在一个广义分组函数 Ｇ∗ꎬ使得对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬθ]ꎬ有 Ｇ(ｘꎬｙ)＝ θ􀅰Ｇ∗
ｘ
θ
ꎬ ｙ
θ
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÷ ꎬ

其中
γ
θ
是 Ｇ∗的单位元ꎮ 并且ꎬ对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬθ]ꎬ有 Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ θ􀅰Ｇ∗ Ｓ∗
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÷ ꎮ 所以ꎬ对任意的 ｘꎬ ｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有Ｇ∗ Ｓ∗
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反之ꎬ需要证明式(２)成立ꎮ 由于 Ｇ 和 Ｓ 具有交换性ꎬ分下面 ３种情况进行讨论:

(１) 若 ｘꎬ ｙ∈[０ꎬ θ]ꎬ由于 Ｇ∗ 是
α
θ
ꎬＳ∗
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è
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ø
÷ ￣迁移的ꎬ则 Ｇ ( Ｓ (αꎬ ｘ)ꎬ ｙ) ＝ Ｇ θ􀅰Ｓ∗
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(２) 若(ｘꎬｙ)∈[０ꎬθ]×(θꎬ１]ꎬ由于 Ｓ(αꎬｘ)∈[αꎬθ]ꎬ则 Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ ｍａｘ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ ｙ ＝ｍａｘ(ｘꎬｙ)＝
Ｇ(ｘꎬｙ)＝Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ

(３) 若 ｘꎬｙ∈(θꎬ１]ꎬ则 Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝Ｇ(ｘꎬｙ)＝Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ
定理 ３　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＧ 是以 γ∈[０ꎬ１)为单位元的广义分组函数ꎬＳ 是连续三角余模ꎮ 如果 Ｓ(αꎬα)>αꎬ其中

η＝ｓｕｐ{ｘ∈[０ꎬα) ｜Ｓ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ θ＝ｉｎｆ{ｘ∈(αꎬ１] ｜Ｓ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ且 γ∈(ηꎬα)ꎬ则 Ｇ 是(αꎬＳ)￣迁移的当且仅当

(ⅰ) 存在一个连续阿基米德的三角余模 Ｓ∗使得 Ｓ＝(􀆺ꎬ‹ηꎬθꎬＳ∗›ꎬ􀆺)ꎮ
(ⅱ) 对任意的 ｙ∈[０ꎬθ]ꎬ有 Ｇ(αꎬｙ)＝Ｇ(０ꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ
(ⅲ) 对任意的 ０≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤θ≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤１ꎬ有 Ｇ(ｘꎬｙ)＝ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎮ

(ⅳ) 存在一个以
γ－η
θ－η

为单位元的广义分组函数 Ｇ∗ꎬ使得对任意的 ｘꎬｙ∈[ηꎬθ]ꎬ有 Ｇ(ｘꎬｙ)＝ ｃ＋(θ－ｃ)􀅰
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证明　 假设 Ｇ 是(αꎬＳ)￣迁移的ꎬ由命题 ７ 和定理 ２ 可知ꎬ我们仅需要证明(ⅳ)是成立的ꎮ 由(ⅲ)可知ꎬ
Ｇ(θꎬη)＝Ｇ(θꎬθ)＝ θꎬ且令 ｃ ＝Ｇ(ηꎬη)ꎬ则存在一个广义分组函数 Ｇ∗ꎬ使得对任意的 ｘꎬｙ∈[ηꎬθ]ꎬ有 Ｇ(ｘꎬｙ)＝

ｃ＋(θ－ｃ)􀅰Ｇ∗
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是 Ｇ∗的单位元ꎮ 并且ꎬ对任意的 ｘꎬｙ∈[ηꎬθ]ꎬ有 Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ ｃ＋(θ－ｃ)􀅰
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反之ꎬ需要证明式(２)成立ꎮ 由于 Ｇ 和 Ｓ 具有交换性ꎬ分下面 ６种情况进行讨论:
(１) 若 ｘꎬｙ∈[０ꎬη)ꎬ则由(ⅱ)可知 Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(αꎬｙ)＝ Ｇ(０ꎬＳ(αꎬｙ))＝ Ｇ(０ꎬα)＝ Ｇ(０ꎬＳ(αꎬｘ))＝

Ｇ(ｘꎬα)＝ Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ
(２) 若 ｘꎬｙ∈[０ꎬη)×[ηꎬθ]ꎬ由(ⅰ)ꎬ(ⅱ)和(ⅳ)可知 Ｇ(αꎬｙ)＝ Ｇ(０ꎬＳ(αꎬｙ))≤Ｇ( ｘꎬＳ(αꎬｙ))≤

Ｇ(ηꎬＳ(αꎬｙ))＝ ｃ ＋ ( θ － ｃ) Ｇ∗ ０ꎬＳ∗
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Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(αꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ
(３) 若 ｘꎬｙ∈[０ꎬη)×(θꎬ１]ꎬ则由(ⅰ)和(ⅲ)可知 Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(αꎬｙ)＝ ｍａｘ(αꎬｙ)＝ ｙ ＝ｍａｘ(ｘꎬｙ)＝

Ｇ(ｘꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ

(４) 若 ｘꎬｙ∈[ηꎬθ]ꎬ则由(ⅰ)和(ⅳ)可知 Ｇ( Ｓ (αꎬｘ)ꎬｙ) ＝ Ｇ η＋(θ－η)Ｓ∗
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æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ

(５) 若(ｘꎬｙ)∈[ηꎬθ]×( θꎬ１]ꎬ由于 Ｓ(αꎬｘ)∈[αꎬθ]ꎬ因此 Ｇ( Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ) ＝ ｍａｘ( Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ) ＝ ｙ ＝
ｍａｘ(ｘꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ

(６) 若 ｘꎬｙ∈(θꎬ１]ꎬ则 Ｇ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬｙ)＝ Ｇ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ
定理 ４　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＧ 是以 γ∈[０ꎬ１)为单位元的广义分组函数ꎬＳ 是连续三角余模ꎮ 如果 Ｓ(αꎬα)>αꎬ

其中 η＝ ｓｕｐ{ｘ∈[０ꎬα) ｜ Ｓ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ θ＝ ｉｎｆ{ｘ∈(αꎬ１] ｜ Ｓ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ且 γ∈[０ꎬη]ꎬ则 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的当

且仅当

(ⅰ) 存在一个连续阿基米德的三角余模 Ｓ∗使得 Ｓ＝(􀆺ꎬ‹ηꎬθꎬＳ∗›ꎬ􀆺)ꎮ

(ⅱ) 对任意的 ｙ∈[ηꎬθ]ꎬ有 Ｇ(αꎬｙ)＝ η＋(θ－η)􀅰Ｓ∗
α－η
θ－η
ꎬ ｙ
－η
θ－η

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

(ⅲ) 对任意的 ０≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤θ≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤１ 或 ０≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤η<α≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤θꎬ有 Ｇ(ｘꎬｙ)＝
ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎮ

(ⅳ) 存在一个广义分组函数 Ｇ∗ꎬ使得对任意的 ｘꎬｙ∈[ηꎬθ]ꎬ有 Ｇ(ｘꎬｙ)＝ ｃ＋(θ－ｃ)􀅰Ｇ∗
ｘ－η
θ－η
ꎬ ｙ
－η
θ－η

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ其

中 ｃ＝Ｇ(ηꎬη)ꎬ且 Ｇ∗是
α－η
θ－η
ꎬＳ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ￣迁移的ꎮ

证明　 假设 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎬ且 γ∈[０ꎬη]ꎬ则由命题 ８ 可知ꎬ对任意的 ｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有 Ｇ(αꎬｙ) ＝
Ｇ(Ｓ(αꎬγ)ꎬｙ)＝ Ｓ(αꎬｙ)ꎮ 结合定理 ２ 和定理 ３ 可知ꎬ下面仅需证明对任意的 ０≤ｍｉｎ( ｘꎬｙ)≤η <α≤
ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤θꎬ有 Ｇ(ｘꎬｙ)＝ ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎮ

由于 Ｇ(αꎬη)＝ Ｓ(αꎬη)＝ αꎬ Ｇ(αꎬθ)＝ θꎬ则对任意的 ｘ∈[αꎬθ]ꎬ存在 ｙ∈[ηꎬθ]使得 Ｇ(αꎬｙ)＝ ｘꎬ从而

可知对任意的 ｚ∈[０ꎬη]ꎬ有 Ｇ(ｚꎬｘ)＝ Ｇ(ｚꎬＧ(αꎬｙ))＝ Ｇ(ｚꎬＳ(αꎬｙ))＝ Ｇ(αꎬｙ)＝ ｘꎮ 再次结合 Ｇ 的交换性ꎬ
命题得证ꎮ

反之ꎬ与定理 ３的证明类似ꎮ
注 １　 在定理 ４中ꎬ若 γ∈[θꎬ１)ꎬ则 Ｇ 不满足(αꎬＳ) ￣迁移性ꎮ 假设 Ｇ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎬ则命题 ８ 意味

着 Ｓ(αꎬα)＝ Ｇ(Ｓ(αꎬγ)ꎬα)＝ Ｇ(γꎬα)＝ αꎬ与 Ｓ(αꎬα)>α 相矛盾ꎮ

例 ２　 (ⅰ) 令 α＝ １
２
ꎬ γ＝ ２

３
ꎬ Ｓ＝ ‹０ꎬ ８９ ꎬＳＰ›æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ即

Ｓ(ｘꎬｙ)＝
ｘ＋ｙ－ ９

８
ｘｙꎬ　 (ｘꎬｙ)∈ ０ꎬ ８

９
é

ë
êê

ù

û
úú

２

ꎬ

ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎬ 其他

ì

î

í
ïï

ïï

且

Ｇ(ｘꎬｙ)＝

０ꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 (ｘꎬｙ)∈ ０ꎬ ８
９

é

ë
êê

ù

û
úú

２

且 ｙ≤１６
－２４ｘ

２４－２７ｘ
ꎬ

４ｘ＋４ｙ－ ９
２
ｘｙ－ ８
３
ꎬ (ｘꎬｙ)∈ ０ꎬ ８

９
é

ë
êê

ù

û
úú

２

且 ｙ>１６
－２４ｘ

２４－２７ｘ
ꎬ

ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎬ　 其他ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中 Ｇ∗(ｘꎬｙ)＝ ｍａｘ(４ｘ＋４ｙ－４ｘｙ－３ꎬ０)ꎬ ３
４
是它的单位元ꎮ 则由定理 ２ 可验证 Ｓ 和 Ｇ 满足式(２)ꎬ且 Ｇ∗是

９
１６
ꎬＳＰ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ￣迁移的ꎮ

(ⅱ) 令 α＝ ２
３
ꎬ γ＝ １

３
ꎬ Ｓ＝ ‹ １４ ꎬ

３
４
ꎬＳＰ›ꎬ‹ ３４ ꎬ１ꎬＳＬ›æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ即
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Ｓ(ｘꎬｙ)＝

３
２
ｘ＋ ３
２
ｙ－２ｘｙ－ ３

８
ꎬ　 (ｘꎬｙ)∈ １

４
ꎬ ３
４

é

ë
êê

ù

û
úú

２

ꎬ

ｍｉｎ ｘ＋ｙ－ ３
４
ꎬ１æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (ｘꎬｙ)∈ ３

４
ꎬ１é

ë
êê

ù

û
úú

２

ꎬ

ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎬ 其他

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

且

Ｇ(ｘꎬｙ)＝

ｍｉｎ(ｘꎬｙ)ꎬ (ｘꎬｙ)∈ ０ꎬ １
３

é

ë
êê

ù

û
úú

２

ꎬ

２ ｍｉｎ(ｘꎬｙ)＋３９
２０

ｍａｘ(ｘꎬｙ)－３ｘｙ－１３
２０
ꎬ (ｘꎬｙ)∈ ０ꎬ １

４
é

ë
êê

ù

û
úú ×

１
３
ꎬ ２
３

é

ë
êê

ù

û
úú

或(ｘꎬｙ)∈ １
３
ꎬ ２
３

é

ë
êê

ù

û
úú × ０ꎬ

１
４

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

６
５

ｍａｘ(ｘꎬｙ)－ ３
２０
ꎬ (ｘꎬｙ)∈ ０ꎬ １

４
é

ë
êê

ù

û
úú ×

２
３
ꎬ ３
４

é

ë
êê

ù

û
úú

或(ｘꎬｙ)∈ ２
３
ꎬ ３
４

é

ë
êê

ù

û
úú × ０ꎬ

１
４

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ

９
５
ｘ＋ ９
５
ｙ－１２
５
ｘｙ－ ３
５
ꎬ (ｘꎬｙ)∈ １

４
ꎬ ３
４

é

ë
êê

ù

û
úú

２

＼ １
４
ꎬ １
３

é

ë
êê

ù

û
úú

２

ꎬ

ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎬ 其他ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

其中

Ｇ∗(ｘꎬｙ)＝
ｍｉｎ(ｘꎬｙ)ꎬ (ｘꎬｙ)∈ ０ꎬ １

６
é

ë
êê

ù

û
úú

２

ꎬ

６
５
ｘ＋ ６
５
ｙ－ ６
５
ｘｙ－ １
５
ꎬ　 其他ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

１
６

是它的单位元ꎮ 则由定理 ３可验证 Ｓ 和 Ｇ 满足式(２)ꎬ且 Ｇ∗是
５
６
ꎬＳＰ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ￣迁移的ꎮ

(ⅲ) 令 α∈ １
２
ꎬ ３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ γ＝ １

３
ꎬ Ｓ＝ ‹ １２ ꎬ

３
４
ꎬＳＰ›æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ且

Ｇ(ｘꎬｙ)＝

０ꎬ (ｘꎬｙ)∈ ０ꎬ １
２

é

ë
êê

ù

û
úú

２

且 ｙ≤１
－３ｘ
３－６ｘ

ꎬ

３ｘ＋３ｙ－６ｘｙ－１ꎬ (ｘꎬｙ)∈ ０ꎬ １
２

é

ë
êê

ù

û
úú

２

且 ｙ>１
－３ｘ
３－６ｘ

ꎬ

３ｘ＋３ｙ－４ｘｙ－ ３
２
ꎬ (ｘꎬｙ)∈ １

２
ꎬ ３
４

é

ë
êê

ù

û
úú

２

ꎬ

ｍａｘ(ｘꎬｙ)ꎬ 其他ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

其中ꎬＧ∗ ＝ＳＰꎮ 则由定理 ４可验证 Ｓ 和 Ｇ 满足式(２)ꎬ且 Ｇ∗是(４α－２ꎬＳＰ) ￣迁移的ꎮ

３　 广义重叠函数关于三角模和三角余模的迁移性

本章主要研究存在非平凡单位元的广义重叠函数关于三角模和三角余模的迁移性ꎮ
定义 ６[１５] 　 设 α∈[０ꎬ１]ꎬＯ 是广义重叠函数ꎬＳ 是三角余模ꎮ 称 Ｏ 是(αꎬＳ) ￣迁移的(或 Ｏ 关于 Ｓ 是 α￣

迁移的)ꎬ若对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有
Ｏ(Ｓ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｏ(ｘꎬＳ(αꎬｙ))ꎮ (３)

命题 １０[１５] 　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＯ 是广义重叠函数ꎬＳ 是三角余模ꎮ 若 Ｏ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎬ则 Ｏ(αꎬ１)＝ ０ꎮ
由命题 １０可知ꎬ当 α∈(０ꎬ１)时ꎬ若 Ｏ 是(αꎬＳ) ￣迁移的ꎬ则 Ｏ 没有单位元ꎮ 对于此类迁移性方程的研

究ꎬ具体可参考文献[１５]ꎮ 接下来主要对存在非平凡单位元的广义重叠函数关于三角模的迁移性方程的解
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进行刻画ꎮ
定义 ７[１５] 　 设 α∈[０ꎬ１]ꎬＯ 是广义重叠函数ꎬＴ 是三角模ꎮ 称 Ｏ 是(αꎬＴ) ￣迁移的(或 Ｏ 关于 Ｔ 是 α￣迁

移的)ꎬ若对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有
Ｏ(Ｔ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｏ(ｘꎬＴ(αꎬｙ))ꎮ (４)

命题 １１[１５] 　 设 α∈{０ꎬ１}ꎬＯ 是广义重叠函数ꎬＴ 是三角模ꎮ 则 Ｏ 是(αꎬＴ) ￣迁移的ꎮ
命题 １２[１５] 　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＯ 是广义重叠函数ꎬＴ 是三角模ꎮ 若 Ｏ 是(αꎬＴ) ￣迁移的ꎬ则对任意的 ｙ∈

[０ꎬ１]ꎬ有 Ｏ(αꎬｙ)＝ Ｏ(１ꎬＴ(αꎬｙ))ꎮ
命题 １３　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＯ 是以 γ∈(０ꎬ１]为单位元的广义重叠函数ꎬＴ 是三角模ꎮ 则 Ｏ 是(αꎬＴ)￣迁移的

当且仅当对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有 Ｔ(αꎬｙ)＝ Ｏ(Ｔ(αꎬγ)ꎬｙ)ꎬ并且Ｏ(Ｏ(Ｔ(αꎬγ)ꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｏ(ｘꎬＯ(Ｔ(αꎬγ)ꎬｙ))ꎮ
证明　 类似于命题 ８可证ꎮ
特别地ꎬ若 γ＝ １ꎬ则得到如下推论ꎮ
推论 ２[１５] 　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＯ 是以 １为单位元的广义重叠函数ꎬＴ 是三角模ꎮ 则 Ｏ 是(αꎬＴ) ￣迁移的当且

仅当对任意的 ｘꎬｙ∈[０ꎬ１]ꎬ有 Ｔ(αꎬｙ)＝ Ｏ(αꎬｙ)ꎬ并且 Ｏ(Ｏ(αꎬｘ)ꎬｙ)＝ Ｏ(ｘꎬＯ(αꎬｙ))ꎮ
命题 １４　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＯ 是以 γ∈(０ꎬ１]为单位元的广义重叠函数ꎬＴ 是连续三角模ꎮ 如果 Ｔ(αꎬα)＝ αꎬ

且 Ｏ 是(αꎬＴ) ￣迁移的ꎬ则 γ∈(αꎬ１]ꎮ
证明　 类似于命题 ９可证ꎮ
定理 ５　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＯ 是以 γ∈(αꎬ１]为单位元的广义重叠函数ꎬＴ 是连续三角模ꎮ 如果 Ｔ(αꎬα)＝ αꎬ

则 Ｏ 是(αꎬＴ) ￣迁移的当且仅当对任意的 ０≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤α≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤１ꎬ有 Ｏ(ｘꎬｙ)＝ ｍｉｎ(ｘꎬｙ)ꎮ
证明　 类似于定理 １可证ꎮ
定理 ６　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＯ 是以 γ∈(０ꎬ１]为单位元的广义重叠函数ꎬＴ 是连续三角模ꎮ 如果 Ｔ(αꎬα)<αꎬ

其中 δ＝ ｓｕｐ{ｘ∈[０ꎬα) ｜Ｔ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ μ＝ ｉｎｆ{ｘ∈(αꎬ１] ｜Ｔ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ且 γ∈(δꎬα]ꎬ则 Ｏ 是(αꎬＴ) ￣迁移的当

且仅当

(ⅰ) 存在一个连续阿基米德的三角模 Ｔ∗使得 Ｔ＝(􀆺ꎬ‹δꎬ１ꎬＴ∗›)ꎮ
(ⅱ) 对任意的 ０≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤δ≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤１ꎬ有 Ｏ(ｘꎬｙ)＝ ｍｉｎ(ｘꎬｙ)ꎮ

(ⅲ) 存在一个以
γ－ δ
１－ δ

为单位元的广义重叠函数 Ｏ∗ꎬ使得对任意的 ｘꎬｙ∈[ δꎬ１]ꎬ有 Ｏ( ｘꎬｙ) ＝ δ＋

(１－ δ)Ｏ∗
ｘ－ δ
１－ δ
ꎬ ｙ
－ δ
１－ δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ且 Ｏ∗是

α－ δ
１－ δ
ꎬＴ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ￣迁移的ꎮ

证明　 类似于定理 ２可证ꎮ
定理 ７　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＯ 是以 γ∈(０ꎬ１]为单位元的广义重叠函数ꎬＴ 是连续三角模ꎮ 如果 Ｔ(αꎬα)<αꎬ

其中 δ＝ ｓｕｐ{ｘ∈[０ꎬα) ｜Ｔ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ μ＝ ｉｎｆ{ｘ∈(αꎬ１] ｜Ｔ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ且 γ∈(αꎬμ)ꎬ则 Ｏ 是(αꎬＴ) ￣迁移的当

且仅当

(ⅰ) 存在一个连续阿基米德的三角模 Ｔ∗使得 Ｔ＝(􀆺ꎬ‹δꎬμꎬＴ∗›ꎬ􀆺)ꎮ
(ⅱ) 对任意的 ｙ∈[δꎬ１]ꎬ有 Ｏ(αꎬｙ)＝ Ｏ(１ꎬＴ(αꎬｙ))ꎮ
(ⅲ) 对任意的 ０≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤δ≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤１ꎬ有 Ｏ(ｘꎬｙ)＝ ｍｉｎ(ｘꎬｙ)ꎮ

(ⅳ) 存在一个以
γ－δ
μ－δ

为单位元的广义重叠函数 Ｏ∗ꎬ使得对任意的 ｘꎬｙ∈[δꎬμ]ꎬ有 Ｏ(ｘꎬｙ)＝ δ＋(ｄ－ δ)􀅰

Ｏ∗
ｘ－ δ
μ－ δ
ꎬ ｙ
－ δ

μ－ δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ其中 ｄ＝Ｏ(μꎬμ)ꎬ且 Ｏ∗是

α－ δ
μ－ δ
ꎬＴ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ￣迁移的ꎮ

证明　 类似于定理 ３可证ꎮ
定理 ８　 设 α∈(０ꎬ１)ꎬＯ 是以 γ∈(０ꎬ１]为单位元的广义重叠函数ꎬＴ 是连续三角模ꎮ 如果 Ｔ(αꎬα)<αꎬ

其中 δ＝ ｓｕｐ{ｘ∈[０ꎬα) ｜Ｔ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ μ＝ ｉｎｆ{ｘ∈(αꎬ１] ｜Ｔ(ｘꎬｘ)＝ ｘ}ꎬ且 γ∈[μꎬ１]ꎬ则 Ｏ 是(αꎬＴ) ￣迁移的当

且仅当

(ⅰ) 存在一个连续阿基米德的三角模 Ｔ∗使得 Ｔ＝(􀆺ꎬ‹δꎬμꎬＴ∗›ꎬ􀆺)ꎮ
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(ⅱ) 对任意的 ｙ∈[δꎬμ]ꎬ有 Ｏ(αꎬｙ)＝ δ＋(μ－ δ)􀅰Ｔ∗
α－ δ
μ－ δ
ꎬ ｙ
－ δ

μ－ δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

(ⅲ) 对任意的 ０≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤δ≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤１ 或 δ≤ｍｉｎ(ｘꎬｙ)≤α< μ≤ｍａｘ(ｘꎬｙ)≤１ꎬ有 Ｏ(ｘꎬｙ)＝
ｍｉｎ(ｘꎬｙ)ꎮ

(ⅳ) 存在一个广义重叠函数 Ｏ∗ꎬ使得对任意的 ｘꎬｙ∈[δꎬμ]ꎬ有 Ｏ(ｘꎬｙ)＝ δ＋(ｄ－ δ)􀅰Ｏ∗
ｘ－ δ
μ－ δ
ꎬ ｙ
－ δ

μ－ δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

其中 ｄ＝Ｏ(μꎬμ)ꎬ且 Ｏ∗是
α－ δ
μ－ δ
ꎬＴ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ￣迁移的ꎮ

证明　 类似于定理 ４可证ꎮ
注 ２　 在定理 ８中ꎬ若 γ∈(０ꎬδ]ꎬ则 Ｏ 不满足(αꎬＴ) ￣迁移性ꎮ 假设 Ｏ 是(αꎬＴ) ￣迁移的ꎬ则命题 １３意味

着 Ｔ(αꎬα)＝ Ｏ(Ｔ(αꎬγ)ꎬα)＝ Ｏ(γꎬα)＝ αꎬ与 Ｔ(αꎬα)<α 相矛盾ꎮ
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