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变系数非线性抛物型方程的辐射系数识别问题

龙畅ꎬ杨柳∗

(兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:研究一类利用附加条件重构并带有变系数的非线性抛物型方程辐射系数的反问题ꎬ其中方程的变系数依赖于解的梯

度ꎮ 首先由能量估计证明相应定解问题的解的唯一性与稳定性ꎬ然后基于最优控制理论并利用 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法将原问

题转化为一个优化问题ꎬ最后利用极小元所满足的必要条件证明极小元的存在性、唯一性和稳定性ꎮ
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０　 引言

本文考虑变系数非线性抛物型方程确定未知系数 ｈ(ｘ)的问题:
ｕｔ－(ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ｕｘ) ｘ＋ｈ(ｘ)ｕ＝ ｆ(ｘꎬｔ)ꎬ 　 (ｘꎬｔ)∈Ｑ＝[０ꎬｌ]×(０ꎬＴ]ꎬ
ｕ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎬ

ｕ ｜ ｔ＝０ ＝φ(ｘ)ꎬ ｘ∈[０ꎬｌ]ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１)

其中 ａ 和 φ 是两个给定的光滑函数ꎮ 假设给定如下附加条件:

ｕ ｜ ｔ＝Ｔ ＝ｇ(ｘ)ꎬ　 ｘ∈ －Ω ＝[０ꎬｌ]ꎬ (２)
其中ꎬＴ(Ｔ>０)、 ｇ(ｘ)是可以通过测量或者实验得到的已知函数ꎮ

在这种情况下ꎬ将确定函数对(ｕ(ｘꎬｔ)ꎬｈ(ｘ))的值ꎮ 未知系数 ｈ(ｘ)表示辐射系数ꎬ通常与介质性质有

关ꎮ ａ(ｘ)表示热容量等热传导系数ꎬ而(ｈ(ｘ)ꎬｕ(ｘꎬｔ))表示热源大小ꎬ它取决于位置 ｘ、时间 ｔ 和温度 ｕꎮ 也

就是说 ｈ(ｘ)实际上描述了热源器件或散热器介质的性质[１]ꎮ 逆问题的任务是从溶液的某些信息中获得介
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质的热传导特性[２]ꎬ即根据有关 ｕ( ｘꎬ ｔ)一些附加信息确定热方程中的未知系数ꎬ其难点在于ꎬ逆问题在

Ｈａｄａｍａｒｄ 的意义上大多数情况下都是不适定的[３]ꎬ而正问题是适定的[４￣５]ꎮ 由于通过实验获得的终端观测

数据 ｇ(ｘ)中始终存在不可避免的误差ꎬｇ(ｘ)中的小扰动可能导致 ｈ( ｘ)发生较大变化ꎬ使结果变得毫无

意义[６]ꎮ
在实际应用中ꎬ材料的性质如导热系数和扩散系数可能会随着时间或空间的变化而变化ꎮ 在工程设计

中ꎬ准确识别辐射系数对于提升系统性能ꎬ降低能耗具有重要意义ꎮ 辐射系数用于描述物体与周围环境之间

的热交换ꎬ因此在建筑隔热和电子设备冷却等领域中ꎬ高效的热管理系统的设计对提升设备或产品性能至关

重要ꎮ 此外ꎬ提高辐射系数的识别精度还能提升设备和系统的能源利用效率ꎬ降低能源消耗ꎬ从而促进能源

的可持续发展[７]ꎮ
本文根据附加边界条件(即在边界或最终时间上获取的测量数据)确定抛物线型非线性偏微分方程中

的未知系数ꎬ这被称为反系数问题[８￣１０]ꎮ 这些问题研究中ꎬ未知的前导系数可能取决于变量 ｘ 或解 ｕ ＝

ｕ(ｘꎬｔ)ꎬ即 ａ＝ａ(ｘ)或 ａ＝ａ(ｕ)ꎮ 然而ꎬ椭圆算子 Ａｕ:(ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ｕｘ) ｘ 与计算材料学有关ꎬ其中主系数依赖于

解 ｕ＝ｕ(ｘꎬｔ)的梯度ꎬ即 ａ＝ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２) [１１]ꎮ 根据 Ｊ２￣塑型形变理论ꎬ可以用 Ｈｅｎｃｋｙ 相关性[１２]来描述:
Υ＝ｗ(υ２)υꎮ

其中 υ:＝ ２εＤ
ｉｊ εＤ

ｉｊ 和 Υ:＝ ０.５σＤ
ｉｊσＤ

ｉｊ 分别是应变和应力的强度ꎮ 对于工程材料ꎬ正函数 ｗ(υ２)称为塑型函数ꎬ
假定是连续和有界的ꎬ即

ｗ∈Ｃ[０ꎬ∞ )ꎬ　 ０<ｃ１≤ｗ(υ)≤ｃ２ꎬ 　 ∀υ∈[０ꎬ∞ )ꎬ
且 Υ(υ)是一个单调递增的凸函数:

[Υ(υ１)－Υ(υ２)](υ１－υ２)>０ꎮ
考虑到上述物理模型ꎬ假设反问题(１)中系数 ａ＝ａ(ｓ)ꎬ满足以下条件:
(Ａ１) ａ∈Ｃ[０ꎬ∞ )ꎬ ｃ１≤ａ(ｓ)≤ｃ２ꎬ ∀ｓ∈[０ꎬ∞ )ꎻ
(Ａ２) ０<ａ≤ａ′(ｓ)≤􀭵ａꎬ 􀭵ａ≤４ａꎻ

(Ａ３) ａ(０)≥ １
ａ 􀭵
ａ２＋δꎬ ∃δ>０ꎻ

(Ａ４) ０<ａ１≤ａ″(ｓ)≤􀭵ａ１ꎮ
其中ꎬｃ１、ｃ２ 和 ａ、 􀭵ａ、 ａ１、 􀭵ａ１ 是正常数ꎮ

利用某些附加观测条件确定热传导方程的零阶项系数是一个经典反问题ꎬ不论是理论分析还是数值模

拟ꎬ已有很多结果[１３￣１５]ꎮ 这些模型绝大多数是线性热传导方程ꎮ 相较于线性模型ꎬ本文考虑的是一个非线

性模型(１)ꎬ且主项系数 ａ 依赖于解的梯度的平方ꎬ即 ａ ＝ ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ꎮ 这一项的出现一方面会大大增加本模

型的适用范围ꎬ且导致测量参数对待反演参数的敏感性更强ꎬ比线性关系更容易实现反演ꎬ但另一方面也会

使得相应的分析变得极为复杂ꎮ 事实上ꎬ方程(１)的解 ｕ 依赖于未知系数 ｈꎬ而 ａ 又依赖于 ｜ ｕｘ ｜ ２ꎬ这样 ａ 实

际上也是与 ｈ 相关的ꎮ 从某种意义上说ꎬ方程(１)实际上包含了两个未知系数ꎮ 主项系数、零阶项系数以及

方程的解ꎮ 三者之间的耦合性是本文的主要特色ꎬ也是最大的困难ꎮ
条件(Ａ１)—(Ａ４)称为结构性条件ꎬ这些条件在非线性方程的分析中是常见的ꎮ 如前所述ꎬ由于 ａ、ｈ 和

ｕ 之间的耦合性ꎬ需要谨慎对待每一个积分项ꎬ为了得到稳定性估计ꎬ这些条件是不可或缺的ꎮ

１　 正问题

本文中若无其他说明ꎬ符号 Ｃ 表示与 Ｔ 无关的不同常数ꎮ
定理 １　 记 Ｑｔ ＝ {(ｘꎬｔ) ｜ ０≤ｘ≤ｌꎬ ０≤ｔ≤Ｔ}ꎬ在集合 Ｑｔ 中考虑抛物问题ꎮ 对任意给定的 ｆ∈Ｌ２(Ｑｔ)ꎬ

φ∈Ｌ２[０ꎬｌ]ꎬ方程存在唯一解且满足如下估计式:

∫ｌ
０
ｕ２ｄｘ ＋ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ｕ２ｘｄｘｄｔ≤ Ｃ (∫ｌ

０
φ２ｄｘ ＋ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ｆ ２ｄｘｄｔ )ꎮ

证明　 在抛物方程(１)两边同乘 ｕꎬ并在 Ｑｔ 上积分
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∫ｔ
０
∫ｌ
０
ｕｔｕｄｘｄｔ ＋ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２) ｜ ｕｘ ｜ ２ｄｘｄｔ＋ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ｈ(ｘ)ｕ２ｄｘｄｔ ＝ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ｆｕｄｘｄｔꎮ (３)

式(３)左端第一部分为

∫ｔ
０
∫ｌ
０
ｕｔｕｄｘｄｔ ＝

１
２ ∫

ｔ

０
∫ｌ
０
(ｕ２) ｔｄｘｄｔ

＝ １
２ ∫

ｌ

０
(ｕ２) ｔ

ｔ ＝０ｄｘ

＝ １
２ (∫ｌ

０
ｕ２ ｄｘ－ ∫ｌ

０
φ２ｄｘ )ꎮ

根据假设条件(Ａ１)ꎬ可以得出

ｃ１∫ｔ
０
∫ｌ
０
｜ ｕｘ ｜ ２ｄｘｄｔ≤ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２) ｜ ｕｘ ｜ ２ｄｘｄｔꎮ

注意到

∫ｔ
０
∫ｌ
０
ｈ(ｘ)ｕ２ｄｘｄｔ≥ ０ꎮ

式(３) 右端应用 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ有

∫ｔ
０
∫ｌ
０
ｆｕｄｘｄｔ≤ ε２

２ ∫
ｔ

０
∫ｌ
０
ｕ２ｄｘｄｔ ＋ １

２ε２ ∫
ｔ

０
∫ｌ
０
ｆ ２ｄｘｄｔ

≤
ε２ｃ２０
２ ∫

ｔ

０
∫ｌ
０
｜ ｕｘ ｜ ２ｄｘｄｔ＋

１
２ε２∫

ｔ

０
∫ｌ
０
ｆ ２ｄｘｄｔꎬ

其中ꎬ选择 ε 使得

ε２ｃ２ｏ
２

＝
ｃ１
２
ꎮ

在最后一个不等式中ꎬ应用了 Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式ꎬ其中 ｃ０ 是 Ｐｏｉｎｃａｒé 常数ꎬ
结合上述的不等式以及式(３)ꎬ有

∫ｌ
０
ｕ２ｄｘ＋ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ｕ２ｘｄｘｄｔ≤Ｃ ( ∫ｌ

０
φ２ｄｘ ＋ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ｆ ２ｄｘｄｔ )ꎮ

证毕ꎮ
注 １　 方程(１)两边同乘以 ｕｔꎬ并在 Ｑｔ 上积分ꎬ利用分部积分以及条件(Ａ１)—(Ａ４)ꎬ还可以得到更强的

结论:
‖ｕ‖Ｗ ２ꎬ１２ (ＱＴ)≤Ｃꎬ

这里 Ｃ 是一个常数ꎮ 空间 Ｗ ２ꎬ１
２ (ＱＴ)的定义参见文献[１６]ꎬ过程较长ꎬ此处略ꎮ

注 ２　 假设 ａ 为常数ꎬ考虑如下非齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件:
ｕｔ－ａｕｘｘ＋ｈ(ｘ)ｕ＝ ｆ(ｘꎬｔ)ꎬ　 　 　 (ｘꎬｔ)∈Ｑ＝[０ꎬｌ]×(０ꎬＴ]ꎬ

ｕ ｜ ｘ＝０ ＝ｇ１( ｔ)ꎬ ｕ ｜ ｘ＝ ｌ ＝ｇ２( ｔ)ꎬ　 　 ｔ∈(０ꎬＴ]ꎬ

ｕ ｜ ｔ＝０ ＝φ(ｘ)ꎬ ｘ∈[０ꎬｌ]ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

令

ｕ＝Ｙ＋ｌ
－ｘ
ｌ
ｇ１＋

ｘ
ｌ
ｇ２ꎬ

Ｆ(ｘꎬｔ)＝ ｌ
－ｘ
ｌ
ｇ１＋

ｘ
ｌ
ｇ２ꎬ

容易验证 Ｙ 满足如下方程:

Ｙｔ－ａＹｘｘ＋ｈＹ＝
~ｆ (ｘꎬｔ)ꎬ 　 (ｘꎬｔ)∈Ｑ＝[０ꎬｌ]×(０ꎬＴ]ꎬ

Ｙ ｜ ｘ＝０ ＝Ｙ ｜ ｘ＝ ｌ ＝ ０ꎬ　 　 　 　 ｔ∈(０ꎬＴ]ꎬ

Ｙ ｜ ｔ＝０ ＝􀭹φ(ｘ)ꎬ ｘ∈[０ꎬｌ]ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï
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其中

􀭹φ＝φ－Ｆ(ｘꎬ０)ꎬ
~ｆ ＝ ｆ－Ｆ ｔ－ｈＦꎮ

此时采用的分析方法与本文一致ꎮ
考虑非线性情况ꎬ则方程中 ａ 为 ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ꎬ采用同样的函数变换ꎬ方程可化为

Ｙｔ＋Ｆ ｔ－(ａ( ｜Ｙｘ＋Ｆｘ ｜ ２)(Ｙｘ＋Ｆｘ)) ｘ＋ｈ(Ｙ＋Ｆ)＝ ｆꎮ
易见 Ｙ 满足齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件ꎬ将上面方程化简可得

Ｙｔ－(ａ( ｜Ｙｘ＋Ｆｘ ｜ ２)Ｙｘ) ｘ＋ｈＹ＝ 􀭹Ｆ(ｘꎬｔꎬ ｜Ｙｘ ｜ )ꎬ
其中

􀭹Ｆ(ｘꎬｔꎬ ｜Ｙｘ ｜ ):＝ ｆ－Ｆ ｔ－ｈＦ＋(ａ( ｜Ｙｘ＋Ｆｘ ｜ ２)Ｆｘ) ｘꎮ
此时右端 􀭹Ｆ(ｘꎬｔꎬ ｜Ｙｘ ｜ )不仅与 ｘꎬｔ 相关ꎬ还与 ｜Ｙｘ ｜也相关ꎬ且关于 ｜ Ｙｘ ｜是非线性的ꎮ 可以采用类似的方法进

行分析ꎬ但较之齐次情形会更加复杂ꎮ Ｒｏｂｉｎ 边界的情形也可以类似分析ꎬ此处不再赘述ꎮ

２　 最优控制问题

由于问题是不适定的ꎬ故用最优控制方法来讨论该反问题ꎮ
求􀭵ｈ(ｘ)∈Ａꎬ使得

Ｊ(􀭵ｈ)＝ ｍｉｎ
ｈ∈Ａ

Ｊ(ｈ)ꎬ (４)

Ｊ(ｈ)＝ １
２ ∫

ｌ

０
｜ ｕ(ｘꎬＴꎻｈ)－ｇ(ｘ) ｜ ２ｄｘ＋Ｎ

２ ∫
ｌ

０
｜ ｈｘ ｜ ２ｄｘꎬ

其中

Ａ＝{ｈ(ｘ) ｜ ０<α≤ｈ(ｘ)≤βꎬ　 ｈｘ∈Ｌ２[０ꎬｌ]}ꎬ
ｕ(ｘꎬｔꎻｈ)是方程(１)对应于给定系数 ｈ(ｘ)∈Ａ 的解ꎬＮ 是正则化参数ꎬα、 β 是两个给定的正常数ꎮ

引理 １　 设 ｕ(ｘꎬｔ)∈Ｃ２(Ｑ)∩Ｃ(􀭺Ｑ)是问题(１)的解ꎬ则对 ｕ(ｘꎬｔ)有如下估计式:

ｍａｘ
Ｑ
｜ ｕ ｜≤ｍａｘ １

ｈ０
ｓｕｐ
Ｑ
｜ ｆ ｜ ꎬｓｕｐ

[０ꎬｌ]
｜φ ｜{ } ꎮ

引理 ２　 对任意子序列{ｈｎ}∈Ａꎬ当 ｎ→∞ꎬ‖ｈｎ－ｈ‖Ｌ１[０ꎬｌ]→０ꎬ有

ｌｉｍ
ｎ→∞ ∫

ｌ

０
｜ ｕ(ｘꎬＴꎻｈｎ)－ｇ(ｘ) ｜ ２ｄｘ＝ ∫ｌ

０
｜ ｕ(ｘꎬＴꎻｈ)－ｇ(ｘ) ｜ ２ｄｘꎮ

引理 １、２的证明与文献[１７]类似ꎬ此处略ꎮ
定理 ２　 存在极小元􀭵ｈ∈Ａꎬ使得

Ｊ(􀭵ｈ)＝ ｍｉｎ
ｈ∈Ａ

Ｊ(ｈ)ꎮ

证明　 Ｊ(ｈ)显然是非负的ꎬ则 Ｊ(ｈ)有下确界 ｋ＝ ｉｎｆｈ∈ＡＪ(ｈ)ꎬ设{ｈｎ}是极小化序列ꎬ即

ｋ≤Ｊ(ｈｎ)≤ｋ＋ １
ｎ
ꎬ　 ｎ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎮ

注意到 Ｊ(ｈｎ)≤Ｃꎬ则
‖(ｈｎ) ｘ‖Ｌ２[０ꎬｌ]≤Ｃꎬ

这里常数 Ｃ 与 ｎ 无关ꎮ 同时{ｈｎ}是有界的ꎬ则
‖ｈｎ‖Ｈ１[０ꎬｌ]≤Ｃꎬ

因此可以选取一个{ｈｎ}的子序列ꎬ不妨仍设为{ｈｎ}ꎬ有
ｈｎ(ｘ)→􀭵ｈ(ｘ)∈Ｈ１[０ꎬｌ]ꎬ　 (ｎ→∞)ꎮ

利用 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理ꎬ得
‖ｈｎ(ｘ)－􀭵ｈ(ｘ)‖Ｌ１[０ꎬｌ]→０ꎬ　 (ｎ→∞)ꎬ

即{ｈｎ(ｘ)}∈Ａꎮ 因此ꎬ当(ｎ→∞)时ꎬ在 Ｌ１[０ꎬｌ]中有
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ｈｎ(ｘ)→􀭵ｈ(ｘ)∈Ａꎮ
注意到

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｎ
２ ∫

ｌ

０
｜ (ｈｎ) ｘ ｜ ｄｘ＝

Ｎ
２ ∫

ｌ

０
｜􀭵ｈｘ ｜ ｄｘꎮ

由引理 ２ꎬ可知

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

ｌ

０
｜ ｕ(ｘꎬＴꎻｈｎ)－ｇ(ｘ) ｜ ２ｄｘ＝ ∫ｌ

０
｜ ｕ(ｘꎬＴꎻｈ)－ｇ(ｘ) ｜ ２ｄｘꎮ

即得

Ｊ(ｈｎ)→Ｊ(􀭵ｈ)ꎬ　 ｎ→∞ꎬ
则

Ｊ(􀭵ｈ)＝ ｍｉｎ
ｈ∈Ａ

Ｊ(ｈ)ꎮ

证毕ꎮ

３　 必要条件

定理 ３　 令 ｈ 是最优控制问题(４)的极小元ꎬ则存在三元函数组(ｕꎬｖꎻｈ)满足下面条件:
ｕｔ－(ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ｕｘ) ｘ＋ｈｕ＝ ｆ(ｘꎬｔ)ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ｑꎬ
ｕ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎬ

ｕ ｜ ｔ＝０ ＝ϕ(ｘ)ꎬ ｘ∈[０ꎬｌ]ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(５)

－ｖｔ－(２ｕｘｖｘａ′( ｜ ｕｘ ｜ ２)＋ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ｖｘ) ｘ＋ｈｖｈｖ＝ ０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈Ｑꎬ
ｖ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎬ

ｖ ｜ ｔ＝Ｔ ＝ｕ(ｘꎬＴ)－ｇ(ｘ)ꎬ ｘ∈[０ꎬｌ]ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(６)

以及

∫ｔ
０
∫ｌ
０
ｕｖ(ｈ－ｑ)ｄｘｄｔ－ Ｎ∫ｌ

０
ｈｘ􀅰(ｈ－ｑ) ｘｄｘ≥０ꎬ (７)

对任意 ｑ∈Ａ 都成立ꎮ
证明　 对任意的 ｑ∈Ａꎬ ０≤θ≤１ꎬ有

ｈθ≡(１－θ)ｈ＋θｑ∈Ａꎬ
于是

Ｊθ ＝ Ｊ(ｈθ)＝
１
２ ∫

ｌ

０
｜ ｕ(ｘꎬＴꎻｈθ)－ｇ(ｘ) ｜ ２ｄｘ＋

Ｎ
２ ∫

ｌ

０
｜ (ｈθ) ｘ ｜ ２ｄｘꎮ

令 ｕθ 为方程(１)对应给定系数 ｈ＝ｈθ 时的解ꎮ 因为 ｈ 是一个最优解ꎬ则
ｄＪθ

ｄθ θ＝０ ＝ ∫ｌ
０
[ｕ(ｘꎬＴꎻｈ)－ｇ(ｘ)]

∂ｕθ

∂θ θ＝０
ｄｘ＋ Ｎ∫ｌ

０
ｈｘ􀅰(ｑ－ｈ) ｘｄｘ≥０ꎮ (８)

令 􀭹ｕθ≡
∂ｕθ

∂θ
ꎬ直接计算可得

∂
∂ｔ
(􀭹ｕθ)－

∂
∂ｘ ２

∂ｕθ

∂ｘ
􀅰∂
∂ｘ
(􀭹ｕθ)􀅰ａ′

∂ｕθ

∂ｘ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
∂
∂ｘ
(􀭹ｕθ)􀅰ａ

∂ｕθ

∂ｘ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｈθ􀭹ｕθ ＝(ｈ－ｑ)ｕθꎬ

􀭹ｕθ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎬ
􀭹ｕθ ｜ ｔ＝０ ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

令 ξ＝􀭹ｕθ ｜ θ＝０ꎬ则 ξ 满足

ξｔ－(２ｕｘξｘａ′( ｜ ｕｘ ｜ ２)＋ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ξｘ) ｘ＋ｈξ＝(ｈ－ｑ)ｕꎬ
ξ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎬ
ξ ｜ ｔ＝０ ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï
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由式(８)得到

∫ｌ
０
[ｕ(ｘꎬＴꎻｈ)－ｇ(ｘ)]ξ(ｘꎬＴ)ｄｘ－ Ｎ∫ｌ

０
ｈｘ􀅰(ｈ－ｑ) ｘｄｘ≥０ꎮ (９)

令 Ｌ ξ＝ ξｔ－ ２ｕｘξｘａ′( ｜ ｕｘ ｜ ２)＋ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ξｘ( ) ｘ＋ｈξꎬ并假设 ｖ 是下面方程的解

Ｌ∗ｖ＝ －ｖｔ－ ２ｕｘｖｘａ′( ｜ ｕｘ ｜ ２)＋ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ｖｘ( ) ｘ＋ｈｖ＝ ０ꎬ
ｖ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎬ
ｖ(ｘꎬＴ)＝ ｕ(ｘꎬＴꎻｈ)－ｇ(ｘ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

这里 Ｌ ∗是算子 Ｌ 的共轭算子ꎮ
由格林公式可得

　 　 ∫ｔ
０
∫ｌ
０
(ｖＬ ξ－ξＬ∗ｖ)ｄｘｄｔ

　 　 ＝∫Ｔ
０
∫ｌ
０
(ｖξｔ＋ξｖｔ)ｄｘｄｔ

　 　 ＋ ∫Ｔ
０
∫ｌ
０

ξ(２ｕｘｖｘａ′( ｜ ｕｘ ｜ ２)＋ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ｖｘ) ｘ－ｖ (２ｕｘξｘａ′( ｜ ｕｘ ｜ ２)＋ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ξｘ) ｘ[ ] ｄｘｄｔ

　 　 ＝ ∫ｌ
０
ξｖ ｜ ｔ＝Ｔｔ＝０ｄｘ＋ ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
(２ｕｘｖｘａ′( ｜ ｕｘ ｜ ２)ξ－２ｕｘξｘａ′( ｜ ｕｘ ｜ ２)ｖ＋ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ｖｘξ－ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ξｘｖ) ｘｄｘｄｔ

　 　 ＝ ∫ｌ
０
ξ(ｘꎬＴ) ｕ(ｘꎬＴ)－ｇ(ｘ)[ ] ｄｘ

＋ ∫Ｔ
０
(２ｕｘｖｘａ′( ｜ ｕｘ ｜ ２)ξ－２ｕｘξｘａ′( ｜ ｕｘ ｜ ２)ｖ＋ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ｖｘξ－ａ( ｜ ｕｘ ｜ ２)ξｘｖ) ｜ ｘ

＝ ｌ
ｘ＝０ｄｔ

　 　 ＝ ∫ｌ
０
ξ(ｘꎬＴ)[ｕ(ｘꎬＴ)－ｇ(ｘ)]ｄｘꎬ

即

∫Ｔ
０
∫ｌ
０
ｖＬ ξｄｘｄｔ＝ ∫ｌ

０
ξ(ｘꎬＴ)[ｕ(ｘꎬＴ)－ｇ(ｘ)]ｄｘꎮ (１０)

联立式(９)、(１０)可得

∫Ｔ
０
∫ｌ
０
ｕｖ(ｈ－ｑ)ｄｘｄｔ－ Ｎ∫ｌ

０
ｈｘ􀅰(ｈ－ｑ) ｘｄｘ≥０ꎮ

证毕ꎮ

４　 唯一性与稳定性

假设 ｇ１(ｘ)和 ｇ２(ｘ)是两个给定的函数ꎬ且满足条件 ｇ(ｘ)∈Ｃ[０ꎬｌ]ꎮ 令 ｈ１(ｘ)和 ｈ２(ｘ)是控制问题分别

对应于 ｇ＝ｇｉꎬ ( ｉ＝ １ꎬ２)的解ꎬ{ｕｉꎬｖｉ}ꎬ( ｉ＝ １ꎬ２)是系统(５)、(６)分别对应于 ｈ＝ｈｉꎬ( ｉ＝ １ꎬ２)的解ꎮ
令

ｕ１－ｕ２ ＝Ｕꎬ　 ｖ１－ｖ２ ＝Ｖꎬ　 ｈ１－ｈ２ ＝Ｈꎬ
则 Ｕ 和 Ｖ 满足

Ｕｔ－(ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｕ１ｘ) ｘ＋(ａ( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ｕ２ｘ) ｘ＋ｈ１Ｕ＝ －Ｈｕ２ꎬ
Ｕ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎬ
Ｕ ｜ ｔ＝０ ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１１)

－Ｖ ｔ－(２ｕ１ｘｖ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)＋ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｖ１ｘ) ｘ＋(２ｕ２ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)＋ａ( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ｖ２ｘ) ｘ＋ｈ１Ｖ＝ －Ｈｖ２ꎬ
Ｖ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎬ
Ｖ ｜ ｔ＝Ｔ ＝Ｕ(ｘꎬＴ)－(ｇ１－ｇ２)ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１２)

引理 ３　 对方程(１１)有如下估计式成立:

ｍａｘ
０≤ｔ≤Ｔ∫

ｌ

０
Ｕ２ｄｘ ＋ ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
Ｕ２ｘｄｘｄｔ≤Ｃ(ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ２) ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
｜ ｕ２ ｜ ２ｄｘｄｔꎬ

这里常数 Ｃ 与 Ｔ 无关ꎮ
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证明　 记方程(１１)左侧第二项与第三项 Ｉ 为
　 　 　 　 　 　 Ｉ ＝ －(ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｕ１ｘ) ｘ＋(ａ( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ｕ２ｘ) ｘ

＝ －[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｕ１ｘ－ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｕ２ｘ] ｘ－[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｕ２ｘ－ａ( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ｕ２ｘ] ｘꎮ (１３)
记 Ｉ１、 Ｉ２ 分别对应式(１３)第一、二项与三、四项ꎬ即

Ｉ１ ＝ －[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｕ１ｘ－ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｕ２ｘ] ｘ ＝ －[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)Ｕｘ] ｘꎬ
Ｉ２ ＝ －[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｕ２ｘ－ａ( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ｕ２ｘ] ｘꎮ

由微分中值定理ꎬ则
Ｉ２ ＝ －[ａ′(η)(ｕ１ｘ＋ｕ２ｘ)Ｕｘｕ２ｘ] ｘꎬ

其中 η 介于 ｜ ｕ１ｘ ｜ ２ 与 ｜ ｕ２ｘ ｜ ２ 之间ꎮ
对 Ｉ 两项 Ｉ１ 与 Ｉ２ 同乘 Ｕ 并积分ꎬ有

∫ｔ
０
∫ｌ
０
ＩＵｄｘｄｔ＝ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
{－[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)Ｕｘ] ｘ－[ａ′(η)(ｕ１ｘ＋ｕ２ｘ)Ｕｘｕ２ｘ] ｘ}Ｕｄｘｄｔꎮ

考虑 Ｉ１ 对应的项为

∫ｔ
０
∫ｌ
０
Ｉ１Ｕｄｘｄｔ＝ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)Ｕ２ｘｄｘｄｔ＝ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
[ａ(０)＋ａ′(η１) ｜ ｕ１ｘ ｜ ２]Ｕ２ｘｄｘｄｔꎬ (１４)

其中 η１ 介于 ０与 ｜ ｕ１ｘ ｜ ２ 之间ꎮ
考虑 Ｉ２ 对应的项为

∫ｔ
０
∫ｌ
０
Ｉ２Ｕｄｘｄｔ ＝ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ａ′(η)(ｕ１ｘｕ２ｘ＋ｕ２２ｘ)Ｕ２ｘｄｘｄｔ

＝ ∫ｔ
０
∫ｌ
０
ａ′(η) (ｕ２ｘ＋

１
２
ｕ１ｘ) ２－

１
４
ｕ２１ｘ

é

ë
êê

ù

û
úúＵ

２
ｘｄｘｄｔ

≥ ∫ｔ
０
∫ｌ
０
－ １
４
ａ′(η)ｕ２１ｘＵ２ｘｄｘｄｔꎮ (１５)

由式(１４)、(１５)ꎬ结合条件(Ａ２)ꎬ有

∫ｔ
０
∫ｌ
０
( Ｉ１＋Ｉ２)Ｕｄｘｄｔ≥ ∫ｔ

０
∫ｌ
０

ａ(０)＋ａ′(η１) ｜ ｕ１ｘ ｜ ２[ ] Ｕ２ｘｄｘｄｔ－ ∫ｔ
０
∫ｌ
０

１
４
ａ′(η) ｜ ｕ１ｘ ｜ ２Ｕ２ｘｄｘｄｔ

≥ ∫ｔ
０
∫ｌ
０

ａ(０)＋ ａ－ １
４ 􀭵
ａæ

è
ç

ö

ø
÷ ｜ ｕ１ｘ ｜ ２

é

ë
êê

ù

û
úúＵ

２
ｘｄｘｄｔꎮ

由条件(Ａ２)知

∫ｔ
０
∫ｌ
０
ＩＵｄｘｄｔ ＝ ∫ｔ

０
∫ｌ
０

ａ(０)＋ ａ－ １
４ 􀭵
ａæ

è
ç

ö

ø
÷ ｜ ｕ１ｘ ｜ ２

é

ë
êê

ù

û
úúＵ

２
ｘｄｘｄｔ

≥ ∫ｔ
０
∫ｌ
０
ａ(０)Ｕ２ｘｄｘｄｔ≥ ｃ１∫ｔ

０
∫ｌ
０
Ｕ２ｘｄｘｄｔꎮ (１６)

对方程(１１)两边其余项同乘 Ｕ 并积分ꎬ有

∫ｔ
０
∫ｌ
０

Ｕ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ
ｄｘｄｔ＋ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ＩＵｄｘｄｔ＋ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ｈ１Ｕ２ｄｘｄｔ＝ － ∫ｔ

０
∫ｌ
０
Ｈｕ２Ｕｄｘｄｔꎬ (１７)

由式(１６)、(１７)ꎬ分部积分可得

　 ∫ｌ
０

Ｕ２

２ (ｘꎬｔ)
ｄｘ＋ ｃ１∫ｔ

０
∫ｌ
０
Ｕ２ｘｄｘｄｔ＋ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
ｈ１Ｕ２ｄｘｄｔ

≤ ∫ｔ
０
∫ｌ
０
｜Ｈｕ２Ｕ ｜ ｄｘｄｔ

≤Ｃ(ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ２) ∫ｔ
０
∫ｌ
０
｜ ｕ２ ｜ ２ｄｘｄｔ＋

α
２ ∫

ｔ

０
∫ｌ
０
Ｕ２ｄｘｄｔꎬ

注意到 ｈ１≥αꎬ由上式易得到

ｍａｘ
０≤ｔ≤Ｔ∫

ｌ

０
Ｕ２ｄｘ＋ ∫ｔ

０
∫ｌ
０
Ｕ２ｘｄｘｄｔ≤Ｃ(ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ２) ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
｜ ｕ２ ｜ ２ｄｘｄｔꎮ

证毕ꎮ
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引理 ４　 对方程(１２)有如下估计式成立:

ｍａｘ
０≤ｔ≤Ｔ∫

ｌ

０
Ｖ２ｄｘ＋ Ｃ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
Ｖ２ｘｄｘｄｔ≤Ｃ (ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ) ２ ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
( ｜ ｕ２ ｜ ２＋ ｜ ｖ２ ｜ ２)ｄｘｄｔ＋ Ｃ∫ｌ

０
｜ ｇ１－ｇ２ ｜ ２ｄｘꎬ

这里常数 Ｃ 与 Ｔ 无关ꎮ
证明　 记方程(１２)左侧第二项与第三项 Ｉ′为

Ｉ′＝ －(２ｕ１ｘｖ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)＋ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｖ１ｘ) ｘ＋(２ｕ２ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)＋ａ( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ｖ２ｘ) ｘ

＝ －[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｖ１ｘ－ａ( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ｖ２ｘ] ｘ－[２ｕ１ｘｖ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)－２ｕ２ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)] ｘꎮ (１８)
记 Ｉ３、 Ｉ４ 分别对应式(１８)第一、二项与三、四项ꎬＩ３ 对应的项为

Ｉ３ ＝ －[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｖ１ｘ－ａ( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ｖ２ｘ] ｘ

＝ －[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｖ１ｘ－ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｖ２ｘ＋ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)ｖ２ｘ－ａ( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ｖ２ｘ] ｘ

＝ －[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)Ｖｘ＋ａ′(η)(ｕ１ｘ＋ｕ２ｘ)ｖ２ｘＵｘ] ｘꎬ (１９)
其中 η 介于 ｜ ｕ１ｘ ｜ ２ 与 ｜ ｕ２ｘ ｜ ２ 之间ꎮ

Ｉ４ 对应的项为

Ｉ４ ＝ －[２ｕ１ｘｖ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)－２ｕ２ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)] ｘ

＝ －[２ｕ１ｘｖ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)－２ｕ１ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)＋２ｕ１ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)－２ｕ２ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)] ｘ

＝ －[２ｕ１ｘＶｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)＋２ｕ１ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)－２ｕ１ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)
＋２ｕ１ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)－２ｕ２ｘｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)] ｘ

＝ －[２ｕ１ｘＶｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)＋２ｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)Ｕｘ＋２ｕ１ｘｖ２ｘ(ａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)－ａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２))] ｘ

＝ －[２ｕ１ｘＶｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)＋２ｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)Ｕｘ＋２ｕ１ｘｖ２ｘ(ａ″(η２)(ｕ１ｘ＋ｕ２ｘ))Ｕｘ] ｘꎬ (２０)
其中 η２ 介于 ｜ ｕ１ｘ ｜ ２ 与 ｜ ｕ２ｘ ｜ ２ 之间ꎮ

对 Ｉ′两项 Ｉ３ 与 Ｉ４ 同乘 Ｖ 并积分ꎬ有

∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
Ｉ′Ｖｄｘｄｔ ＝ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)Ｖ２ｘ＋ａ′(η)(ｕ１ｘ＋ｕ２ｘ)ｖ２ｘＵｘＶｘ]

＋[２ｕ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)Ｖ２ｘ＋２ｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ＵｘＶｘ＋２ｕ１ｘｖ２ｘ(ａ″(η２)(ｕ１ｘ＋ｕ２ｘ))ＵｘＶｘ]ｄｘｄｔꎮ
记 Ｉ３１、Ｉ３２、Ｉ４１、Ｉ４２分别对应一、二、三项与四、五项ꎬ即

Ｉ３１ ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)Ｖ２ｘ]ｄｘｄｔꎬ

Ｉ３２ ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
[ａ′(η)(ｕ１ｘ＋ｕ２ｘ)ｖ２ｘＵｘＶｘ]ｄｘｄｔꎬ

Ｉ４１ ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
[２ｕ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)Ｖ２ｘ]ｄｘｄｔꎬ

Ｉ４２ ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
[２ｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ＵｘＶｘ＋２ｕ１ｘｖ２ｘ(ａ″(η２)(ｕ１ｘ＋ｕ２ｘ))ＵｘＶｘ]ｄｘｄｔꎮ

考虑 Ｉ３２ꎬ由注 １及嵌入定理有

‖ｕ１ｘ＋ｕ２ｘ‖∞ ꎬ‖ｖ２ｘ‖∞≤Ｃꎬ
则

｜ Ｉ３２ ｜≤ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０

δ
４
Ｖ２ｘｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
ＣＵ２ｘｄｘｄｔꎮ (２１)

考虑 Ｉ３１与 Ｉ４１ꎬ合并可得

Ｉ３１＋Ｉ４１ ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
[ａ( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)Ｖ２ｘ＋２ｕ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)Ｖ ２ｘ ]ｄｘｄｔ

＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
[ａ(０)＋ａ′(η３) ｜ ｕ１ｘ ｜ ２＋２ｕ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)]Ｖ ２ｘ ｄｘｄｔ

≥ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
[ａ(０)＋ａ ｜ ｕ１ｘ ｜ ２＋２ｕ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)]Ｖ ２ｘ ｄｘｄｔꎬ (２２)

其中 η３ 介于 ０与 ｜ ｕ１ｘ ｜ ２ 之间ꎮ
对于式(２２)括号内后两项ꎬ有



　 ９６　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６１卷　

　 ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
ａ ｜ ｕ１ｘ ｜ ２＋

２
ａ
ｕ１ｘａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘｄｔ

≥ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
ａ (ｕ１ｘ＋

１
ａ
ａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２))

２

－ １
ａ２
(ａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)) ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｘｄｔ

≥ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
－ １
ａ
(ａ′( ｜ ｕ１ｘ ｜ ２)) ２ｄｘｄｔ≥ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
－ １
ａ
ａ２ｄｘｄｔꎮ

将结果代入式(２２)中ꎬ结合条件(Ａ３)有

Ｉ３１＋Ｉ４１ ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０

ａ(０)－ １
ａ 􀭵
ａ２æ

è
ç

ö

ø
÷Ｖ２ｘｄｘｄｔ≥ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
δＶ２ｘｄｘｄｔꎮ (２３)

考虑 Ｉ４２ꎬ其中 Ｉ４２与 Ｉ３２类似ꎬ结合条件(Ａ４)有

｜ Ｉ４２ ｜ ＝ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
[２ｖ２ｘａ′( ｜ ｕ２ｘ ｜ ２)ＵｘＶｘ＋２ｕ１ｘｖ２ｘ(ａ″(η２)(ｕ１ｘ＋ｕ２ｘ))ＵｘＶｘ]ｄｘｄｔ

≤ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０

ＣＵ２ｘ＋
δ
４
Ｖ２ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｘｄｔꎮ (２４)

由式(２１)、(２３)、(２４)ꎬ对于方程(１２)的 Ｉ３、 Ｉ４ 有

∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
Ｉ′Ｖｄｘｄｔ ＝ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
( Ｉ３＋Ｉ４)ｄｘｄｔ

≥ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
δＶ２ｘｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
( Ｉ３２＋Ｉ４２)ｄｘｄｔ

≥ ∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
δＶ２ｘｄｘｄｔ－ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
｜ Ｉ３２ ｜ ＋ ｜ Ｉ４２ ｜ ｄｘｄｔꎮ (２５)

对方程(１２)两边其余项同乘 Ｖ 并积分ꎬ有

∫Ｔ
ｔ
∫ｌ
０
－ Ｖ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ
ｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
Ｉ′Ｖｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
ｈ１Ｖ２ｄｘｄｔ＝ － ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
Ｈｖ２Ｖｄｘｄｔꎮ (２６)

对式(２６)分部积分ꎬ可得

　 ∫ｌ
０

Ｖ２

２ (ｘꎬｔ)
ｄｘ＋ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
Ｉ′Ｖｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
ｈ１Ｖ２ｄｘｄｔ

≤ ∫ｌ
０
｜Ｕ(ｘꎬＴ) ｜ ２ｄｘ＋ ∫ｌ

０
｜ ｇ１－ｇ２ ｜ ２ｄｘ－ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
Ｈｖ２Ｖｄｘｄｔ

≤ ∫ｌ
０
｜Ｕ(ｘꎬＴ) ｜ ２ｄｘ＋ ∫ｌ

０
｜ ｇ１－ｇ２ ｜ ２ｄｘ＋ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０

Ｖ２

２
ｄｘｄｔ

＋ １
２
(ｍａｘ ｜ Ｈ ｜ ) ２∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０
｜ ｖ２ ｜ ２ｄｘｄｔꎮ

由式(２１)、(２４)、(２５)及引理 ３可得

∫ｌ
０

Ｖ２

２ (ｘꎬｔ)
ｄｘ＋ δ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
Ｖ２ｘｄｘｄｔ≤ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０

Ｖ２

２
ｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

ｔ
∫ｌ
０

δ
２
Ｖ２ｘｄｘｄｔ＋ ∫ｌ

０
｜ ｇ１－ｇ２ ｜ ２ｄｘ

＋ Ｃ (ｍａｘ ｜ Ｈ ｜ ) ２∫Ｔ
０
∫ｌ
０
( ｜ ｕ２ ｜ ２＋ ｜ ｖ２ ｜ ２)ｄｘｄｔꎮ

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ可得到

ｍａｘ
０≤ｔ≤Ｔ∫

ｌ

０
Ｖ２ｄｘ ＋ Ｃ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
Ｖ２ｘｄｘｄｔ≤Ｃ (ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ) ２ ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
( ｜ ｕ２ ｜ ２＋ ｜ ｖ２ ｜ ２)ｄｘｄｔ＋ Ｃ∫ｌ

０
｜ ｇ１－ｇ２ ｜ ２ｄｘꎮ

证毕ꎮ
定理 ４　 设 ｈ１(ｘ)、ｈ２(ｘ)为最优控制问题对应 ｇ１(ｘ)、ｇ２(ｘ)的极小元ꎮ 如果存在一点ｘ０∈(０ꎬｌ)ꎬ使得

ｈ１(ｘ０)＝ ｈ２(ｘ０)ꎬ
则当 Ｔ 比较小时ꎬ有

ｍａｘ
ｘ∈[０ꎬｌ]

｜ ｈ１－ｈ２ ｜≤
Ｃｌ

１
３

Ｎ
１
３

‖ｇ１－ｇ２‖Ｌ２(０ꎬ１)ꎬ
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其中常数 Ｃ 与 Ｔ、ｌ、Ｎ 无关ꎮ
证明　 在式(７)中ꎬ当 ｈ＝ｈ１ 时ꎬ令 ｑ＝ｈ２ꎻ当 ｈ＝ｈ２ 时ꎬ令 ｑ＝ｈ１ꎬ有

∫Ｔ
０
∫ｌ
０
ｕ１ｖ１(ｈ１－ｈ２)ｄｘｄｔ－ Ｎ ∫ｌ

０
(ｈ１) ｘ􀅰(ｈ１－ｈ２) ｘｄｘ≥０ꎬ (２７)

∫Ｔ
０
∫ｌ
０
ｕ２ｖ２(ｈ２－ｈ１)ｄｘｄｔ－ Ｎ∫ｌ

０
(ｈ２) ｘ􀅰(ｈ２－ｈ１) ｘｄｘ≥０ꎬ (２８)

其中ꎬ{ｕｉꎬｖｉ}( ｉ＝ １ꎬ２)分别是 ｑ＝ｑｉ( ｉ＝ １ꎬ２)时的解ꎮ
由式(２７)、(２８)可得

Ｎ ∫ｌ
０
｜ (ｈ２－ｈ１) ｘ ｜ ２ｄｘ≤ ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
(ｕ１ｖ１－ｕ２ｖ２)(ｈ１－ｈ２)ｄｘｄｔ

≤ ∫Ｔ
０
∫ｌ
０
(ｕ１ｖ１－ｕ２ｖ１＋ｕ２ｖ１－ｕ２ｖ２)(ｈ１－ｈ２)ｄｘｄｔ

≤ ∫Ｔ
０
∫ｌ
０
Ｈｖ１Ｕｄｘｄｔ＋ ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
Ｈｕ２Ｖｄｘｄｔꎮ (２９)

由定理的假设知ꎬ存在一点 ｘ０(０ꎬｌ)使得

Ｈ(ｘ０)＝ ｈ１(ｘ０)－ｈ２(ｘ０)＝ ０ꎮ (３０)
由式(３０)以及 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ当 ０≤ｘ≤ｌꎬ有

ｍａｘ
ｘ∈[０ꎬｌ]

｜Ｈ(ｘ) ｜≤ ｜Ｈ(ｘ０) ｜ ＋ ∫ｌ
０
Ｈ′ｄｘ

≤｜Ｈ(ｘ０) ｜ ＋ (∫ｌ
０
ｄｘ )

１
２􀅰 (∫ｌ

０
｜Ｈｘ ｜ ２ｄｘ )

１
２

≤ ｌ (∫ｌ
０
｜ Ｈｘ ｜ ２ｄｘ )

１
２ ꎮ (３１)

由式(２９)、(３１)以及 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ有

　 　 　 ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ２≤ ｌ∫ｌ
０
｜Ｈｘ ｜ ２ｄｘ

≤ ｌ
Ｎ ∫

Ｔ

０
∫ｌ
０
Ｈ(Ｕｖ１＋Ｖｕ２)ｄｘｄｔ

≤ １
２ｌ∫

ｌ

０
｜Ｈ ｜ ２ｄｘ＋ Ｔｌ

２

２Ｎ２ ∫
Ｔ

０
∫ｌ
０
｜Ｕｖ１＋Ｖｕ２ ｜ ２ｄｘｄｔ

≤ １
２
ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ２＋Ｔｌ

２

Ｎ２ (ｍａｘ
Ｑ
｜ ｖ１ ｜ ２∫Ｔ

０
∫ｌ
０
Ｕ２ｄｘｄｔ＋ｍａｘ

Ｑ
｜ ｕ２ ｜ ２∫Ｔ

０
∫ｌ
０
Ｖ２ｄｘｄｔ )

≤ １
２
ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ２＋Ｃ Ｔ２ ｌ２

Ｎ２
ｍａｘ

Ｑ
｜ ｖ１ ｜ ２ ( ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
｜ ｕ２ ｜ ２ｄｘｄｔ )􀅰ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ２

＋Ｃ Ｔ２ ｌ２

Ｎ２
ｍａｘ

Ｑ
｜ ｕ２ ｜ ２ ( ∫Ｔ

０
∫ｌ
０
( ｜ ｕ２ ｜ ２＋ ｜ ｖ２ ｜ ２)ｄｘｄｔ )􀅰ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ２

＋Ｃ Ｔ２ ｌ２

Ｎ２ ∫
ｌ

０
｜ ｇ１－ｇ２ ｜ ２ｄｘꎮ

这里用到了引理 ３和引理 ４ꎮ
由引理 １、２ꎬ有

ｍａｘ
Ｑ
｜ ｖ１ ｜ ꎬ ｍａｘ

Ｑ
｜ ｖ２ ｜ ꎬ ｍａｘ

Ｑ
｜ ｕ２ ｜≤Ｃꎮ

且

ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ２≤Ｃ Ｔ ３ ｌ２

Ｎ２
ｍａｘ ｜Ｈ ｜ ２＋ Ｃ Ｔ ２ ｌ２

Ｎ２ ∫
ｌ

０
｜ ｇ１－ｇ２ ｜ ２ｄｘꎬ (３２)

选取 Ｔ 充分小ꎬ使得

Ｃ Ｔ ３ ｌ２

Ｎ２
＝ １
２
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证毕ꎮ

５　 结论

本文研究了一类利用附加条件重构的带有变系数的非线性抛物型方程辐射系数的反问题ꎮ 基于最优控

制理论ꎬ将反问题转化为优化问题并建立代价泛函极小值的存在性ꎻ接着讨论极小值的必要条件ꎬ以及证明

后续极小值的唯一性和稳定性的必要方程ꎻ最后在假设终端时刻值较小的情况下ꎬ证得极小值的唯一性和稳

定性ꎮ 目前的工作仅考虑一维和齐次边界条件的情况ꎬ未来将考虑高维以及可能出现的非齐次和非线性边

界条件等更为复杂的情况ꎮ
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