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２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ－Ｍｕｉｒｈｅａｄ 算子

吕笑凡ꎬ袁修久∗ꎬ李京泰ꎬ赵学军
(空军工程大学基础部ꎬ 陕西 西安 ７１００５１)

摘要:为了描述多属性决策问题中决策者们多层的犹豫性ꎬ本文结合犹豫模糊集、ｑ 阶三角犹豫模糊集和 ｑ 阶犹豫模糊不确定语

言集ꎬ提出 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言集ꎬ定义了基于 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ 范数的模糊元的运算ꎬ证明运算的性质ꎮ 为了有效处理

评估属性之间相互关联的现实决策问题ꎬ将 Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子推广至 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言集ꎬ提出 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角

不确定语言 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ－Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子和加权 Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子ꎬ并给出这些算子的计算公式和性质ꎮ 最后ꎬ给出基

于 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言 Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子的多属性决策方法ꎬ并进行算例分析ꎮ
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０　 引言

多属性决策指通过适当途径从一系列方案中对方案排序或选出一个具有最高满意度的最优方案[１]ꎬ广
泛应用于工程、经济、管理、军事等诸多领域[２￣４]ꎮ 决策者们以什么形式给出评估值以及如何处理这些评估

值是处理多属性决策问题的关键ꎮ Ｚａｄｅｈ[５]提出的模糊集理论使元素与集合之间的关系有了模糊性和不确
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定性ꎬ模糊集能描述并处理决策者们的评估信息ꎬ广泛应用于多属性决策问题[６￣８]ꎮ 但决策者们进行评估时

经常会犹豫不决ꎬ相互又不能达成一致意见ꎮ 为了处理这种情况ꎬＴｏｒｒａ[９]提出犹豫模糊集ꎬ随后很多学者提

出犹豫模糊集的拓展形式ꎮ Ｚｈｕ 等[１０]结合犹豫模糊集和直觉模糊集提出对偶犹豫模糊集ꎮ 徐玥等[１１] 结合

犹豫模糊集和 ｑ 阶模糊集ꎬ提出 ｑ 阶犹豫模糊集ꎬ放宽了隶属度与非隶属度的约束条件ꎬ允许决策者在更大的

范围内来表示评估信息ꎮ 任耀军等[１２]结合三角模糊数和犹豫模糊集ꎬ研究 ｑ 阶三角犹豫模糊集ꎮ
　 　 以上模糊集及其拓展形式ꎬ只从定量的角度描述元素对集合的隶属度和非隶属度ꎮ 在实际问题中ꎬ决策

者们更倾向于对候选方案满足属性的情况给出如“很好”、“一般”等语言术语形式的定性评价ꎮ 为此ꎬＷａｎｇ
等[１３]结合直觉模糊集和语言术语集提出直觉语言集ꎬＬｉｕ 等[１４]提出直觉不确定语言集ꎮ

对于信息集成算子[１５￣１７]ꎬＨｕａｎｇ 等[１８]定义 ｑ 阶犹豫模糊不确定语言集ꎬ并基于 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ 范数定

义 ｑ 阶犹豫模糊不确定语言 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ Ｂｏｎｆｅｒｒｏｎｉ 平均算子、Ｍａｃｌａｕｒｉｎ 对称平均算子以及Ｍｕｉｒｈｅａｄ平
均算子ꎮ Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子[１９]反映多个属性之间的相互关系ꎬ且其参数取特定值时退化为其他常用算子ꎬ
具有很好的灵活性ꎮ

在实际决策过程中ꎬ除了决策小组各成员给出的隶属度不同外ꎬ决策小组内某些成员在进行评估时ꎬ成
员自己也会出现犹豫的情况ꎬ此时ꎬ成员所给的评估值也用某种犹豫模糊元表示ꎬ因此出现多层犹豫的现象ꎬ
而现有的犹豫模糊集及其推广形式无法描述处理这种情况ꎮ 在决策过程中ꎬ决策者往往很难给出具体的数

值ꎬ而三角模糊数与语言术语集能使评估信息更符合人们的思维习惯ꎮ 为此ꎬ本文结合 ２ 型犹豫模糊集、三
角模糊数和语言术语集ꎬ提出 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言集概念ꎬ在此基础上基于 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ ｔ 模和

ｔ 余模定义了 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言元( ｔｙｐｅ￣２ ｈｅｓｉｔａｎｔ ｑ￣ｒｕｎｇ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｌｉｎｇｕｉｓｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔꎬ
Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ)的运算ꎬ并将 Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子推广至 Ｔ２ＨｑＴＵＬＥꎬ给出基于 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言

Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ－Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子的多属性决策方法ꎮ

１　 预备知识

本章介绍相关基础理论知识ꎬ主要包括三角模糊数、ｑ 阶三角犹豫模糊集、ｑ 阶犹豫模糊不确定语言集

和 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ 范数ꎮ
１.１　 三角模糊数

定义 １[２０] 　 设 ０≤ａ≤ａ≤􀭵ａ≤１ꎬ若模糊数 􀭹ａ 的隶属度函数为

μ􀭹ａ(ｘ)＝

ｘ－ａ
ａ－ａ

ꎬ　 ｘ∈[ａꎬａ]ꎬ

􀭵ａ－ｘ
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(１)

则称 􀭹ａ 为三角模糊数ꎬ记为 􀭹ａ＝(ａꎬａꎬ􀭵ａ)ꎮ
定义 ２[２１] 　 设三角模糊数 􀭹ａ１ ＝(ａ １ꎬａ１ꎬ􀭵ａ１)ꎬ 􀭹ａ２ ＝(ａ ２ꎬａ２ꎬ􀭵ａ２)ꎬ则三角模糊数的可能度定义为

Ｐ(􀭹ａ１≥􀭹ａ２)＝ λ ｍａｘ １－ｍａｘ
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１.２　 ｑ 阶三角犹豫模糊集

定义 ３[１２] 　 设 Ｘ 为论域ꎬ则定义在 Ｘ 上的 ｑ 阶三角犹豫模糊集为

Ａ＝{‹ｘꎬΓＡꎬΨＡ› ｑ ｜ ｘ∈Ｘ}ꎬ (３)
式中:ΓＡ、ΨＡ 是三角模糊数的集合ꎬ分别表示元素 ｘ 属于集合 Ａ 的可能的隶属度和可能的非隶属度的集合ꎬ
且对于任意 ｘ∈Ｘꎬ任意(μꎬμꎬ􀭵μ)∈ΓＡꎬ任意(ｖꎬｖꎬ􀭰ｖ)∈ΨＡꎬ有 􀭵μｑ＋􀭰ｖｑ≤１ꎮ

称 ｈ＝‹ΓｈꎬΨｈ› ｑ 为 ｑ 阶三角犹豫模糊元(ｑ￣ｒｕｎｇ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｈｅｓｉｔａｎｔ ｆｕｚｚｙ ｅｌｅｍｅｎｔꎬ ｑ￣ＴＨＦＥ)ꎬｑ 阶三角犹

豫模糊元全体的集合记为 ｑ￣ＴＨＦＥ(Ｘ)ꎮ
１.３　 ｑ 阶犹豫模糊不确定语言集

定义 ４[１８] 　 设 Ｘ 为论域ꎬ则定义在 Ｘ 上的 ｑ 阶犹豫模糊不确定语言集为
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Ａ＝{ｘꎬ‹[ｓθ(ｘ)ꎬｓτ(ｘ)]ꎬΓＡ(ｘ)ꎬΨＡ(ｘ)› ｜ ｘ∈Ｘ}ꎬ (４)
式中:[ｓθ(ｘ)ꎬｓτ(ｘ)]为不确定语言变量ꎬΓＡ(ｘ)、ΨＡ(ｘ)为区间[０ꎬ１]的非空有限子集ꎬ分别表示元素 ｘ 属于不

确定语言变量[ｓθ(ｘ)ꎬｓτ(ｘ)]的可能的隶属度和可能的非隶属度的集合ꎮ
称 ｈ ＝ ‹[ ｓθ(ｘ)ꎬｓτ(ｘ) ]ꎬΓＡ( ｘ)ꎬΨＡ( ｘ)›为 ｑ 阶犹豫模糊不确定语言元( ｑ￣ｒｕｎｇ ｏｒｔｈｏｐａｉｒ ｈｅｓｉｔａｎｔ ｆｕｚｚｙ

ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｌｉｎｇｕｉｓｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔꎬ ｑ￣ＲＯＨＦＵＬＥ)ꎮ ｑ 阶犹豫模糊不确定语言元全体的集合记为 ｑ￣ＲＯＨＦＵＬＥ(Ｘ)ꎮ
１.４　 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ 范数

定义 ５[２２] 　 设 ｒ 为任意非正实参数ꎬ则 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ ｔ 模和 ｔ 余模基于二元运算 Ｔ(􀅰ꎬ􀅰ꎬｒ):[０ꎬ１] ２→
[０ꎬ１]分别定义为

ＴＳＳꎬｒ(ｘꎬｙꎬｒ)＝
(ｘｒ＋ｙｒ－１)

１
ｒ ꎬ　 ｒ∈(－∞ ꎬ０)ꎬ

ｘｙꎬ ｒ＝ ０ꎻ{ (５)

Ｔ∗
ＳＳꎬｒ(ｘꎬｙꎬｒ)＝

１－((１－ｘ) ｒ＋(１－ｙ) ｒ－１) ｒꎬ　 ｒ∈(－∞ ꎬ０)ꎬ
ｘ＋ｙ－ｘｙꎬ ｒ＝ ０ꎮ{ (６)

２　 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言集

结合犹豫模糊集、ｑ 阶三角犹豫模糊集和 ｑ 阶犹豫模糊不确定语言集ꎬ提出了 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定

语言集的概念ꎮ
定义 ６　 设 Ｘ 为论域ꎬ则定义在 Ｘ 上的 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言集为

Ａ＝{ｘꎬ‹([ｓθ１(ｘ)ꎬｓτ１(ｘ)]ꎬΓ１(ｘ)ꎬΨ１(ｘ))ꎬ([ｓθ２(ｘ)ꎬｓτ２(ｘ)]ꎬΓ２(ｘ)ꎬΨ２(ｘ))ꎬ􀆺ꎬ
([ｓθｋ(ｘ)ꎬｓτｋ(ｘ)]ꎬΓｋ(ｘ)ꎬΨｋ(ｘ))› ｑ ｜ ｘ∈Ｘ}ꎬ (７)

式中:[ ｓθｍ(ｘ)ꎬｓτｍ(ｘ) ]为不确定语言变量ꎬΓｍ(ｘ)、Ψｍ(ｘ)是三角模糊数的集合ꎬ且对于任意 ｘ∈Ｘꎬ任意 ｍ∈

{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ任意(μｍꎬμｍꎬ􀭵μｍ)∈Γｍ和任意(ｖｍꎬｖｍꎬ􀭰ｖｍ)∈Ψｍꎬ有 􀭵μｑ
ｍ＋􀭰ｖｑ

ｍ≤１ꎮ
称 ｈ＝‹([ｓθ１ꎬｓτ１]ꎬΓ１ꎬΨ１)ꎬ([ｓθ２ꎬｓτ２]ꎬΓ２ꎬΨ２)ꎬ􀆺ꎬ([ ｓθｋꎬｓτｋ]ꎬΓｋꎬΨｋ)› ｑ 为 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定

语言元ꎮ 记 ｆｍ ＝([ｓθｍꎬｓτｍ]ꎬΓｍꎬΨｍ)ꎬ ｍ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋꎬ有 ｈ＝‹ ｆ１ꎬ ｆ２ꎬ􀆺ꎬ ｆｋ› ｑꎬ称 ｈ 为元素 ｘ 对集合 Ａ 的主犹豫

模糊元ꎬ称 ｆｍ 为元素 ｘ 对集合 Ａ 的次犹豫模糊元ꎮ 全体 Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ 的集合记为 Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎮ
为了比较 ２ 个 Ｔ２ＨｑＴＵＬＥꎬ给出 Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ 得分函数和精确函数的定义ꎮ
定义 ７　 设 ｈ＝‹([ｓθ１ꎬｓτ１]ꎬΓ１ꎬΨ１)ꎬ([ｓθ２ꎬｓτ２]ꎬΓ２ꎬΨ２)ꎬ􀆺ꎬ([ ｓθｋꎬｓτｋ]ꎬΓｋꎬΨｋ)› ｑ∈Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬｈ

的得分函数 Ｓ(ｈ)和精确函数 Ｈ(ｈ)分别定义为

Ｓ(ｈ)＝ １
４ｋ ∑

ｋ

ｍ ＝１
(θｍ(ｘ)＋ τｍ(ｘ)) ((１ꎬ１ꎬ１)＋ １

｜Γｍ ｜
∑

(μｍꎬμｍꎬ􀭵μｍ)∈Γｍ

(μｑ
ｍꎬμｑ

ｍꎬ􀭵μｑ
ｍ)－

１
｜Ψｍ ｜

∑
(ｖｍꎬｖｍꎬ􀭰ｖｍ)∈Ψｍ

(􀭰ｖｑ
ｍꎬｖｑ

ｍꎬｖｑ
ｍ) )ꎻ

(８)

　 Ｈ(ｈ)＝ １
２ｋ ∑

ｋ

ｍ ＝１
(θｍ(ｘ)－ τｍ(ｘ)) ( １

｜Γｍ ｜
∑

(μｍꎬμｍꎬ􀭵μｍ)∈Γｍ

(μｑ
ｍꎬμｑ

ｍꎬ􀭵μｑ
ｍ)＋

１
｜Ψｍ ｜

∑
(ｖｍꎬｖｍꎬ􀭰ｖｍ)∈Ψｍ

(ｖｑ
ｍꎬｖｑ

ｍꎬ􀭰ｖｑ
ｍ) )ꎮ (９)

根据 Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ 的得分函数 Ｓ(ｈ)、精确函数 Ｈ(ｈ)和式(２)ꎬ对 Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ 进行排序ꎮ
定义 ８　 设 ｈｉ ＝‹([ｓθ ｉ１ꎬｓτ ｉ１]ꎬΓ

ｉ
１ꎬΨ ｉ

１)ꎬ([ｓθ ｉ２ꎬｓτ ｉ２]ꎬΓ
ｉ
２ꎬΨ ｉ

２)ꎬ􀆺ꎬ([ｓθ ｉｋｉꎬｓτ ｉｋｉ]ꎬΓ
ｉ
ｋｉꎬΨ ｉ

ｋｉ)› ｑ∈Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬ
ｉ＝ １ꎬ２ꎬ Ｓ(ｈ１)和 Ｓ(ｈ２)分别为 ｈ１ 和 ｈ２ 的得分函数ꎬＨ(ｈ１)和 Ｈ(ｈ２)分别为 ｈ１ 和 ｈ２ 的精确函数ꎬ有

(１) 如果 Ｓ(ｈ１)>Ｓ(ｈ２)ꎬ则 ｈ１≻ｈ２ꎻ
(２) 如果 Ｓ(ｈ１)＝ Ｓ(ｈ２)ꎬ且 Ｈ(ｈ１)<Ｈ(ｈ２)ꎬ则 ｈ１≺ｈ２ꎻ
(３) 如果 Ｓ(ｈ１)＝ Ｓ(ｈ２)ꎬ且 Ｈ(ｈ１)＝ Ｈ(ｈ２)ꎬ则 ｈ１≈ｈ２ꎮ
为了讨论信息集成算子的性质ꎬ给出 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言元的如下偏序关系ꎮ
定义 ９　 设 ｈｉ ＝‹ ｆ ｉ１ꎬ ｆ ｉ２ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｉｋ› ｑ ＝‹([ｓθ ｉ１ꎬｓτ ｉ１]ꎬΓ

ｉ
１ꎬΨ ｉ

１)ꎬ([ｓθ ｉ２ꎬｓτ ｉ２]ꎬΓ
ｉ
２ꎬΨ ｉ

２)ꎬ􀆺ꎬ([ｓθ ｉｋꎬｓτ ｉｋ]ꎬΓ
ｉ
ｋｉꎬΨ ｉ

ｋｉ)› ｑ∈

Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬ且 ｜Γ ｉ
ｍ ｜ ＝ ｜Ψ ｉ

ｍ ｜ ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ有
ｈ１≽ｓｈ２⇔ ｆ １ｍ ≽ｓ ｆ ２

ｍꎬ　 ∀ｍ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ　 ｓθ１ｍ≥ｓθ２ｍꎬ　 ｓτ１ｍ≥ｓτ２ｍꎬ
μ１

ｍ≥μ２
ｍꎬ　 μ１

ｍ≥μ２
ｍꎬ　 􀭵μ１

ｍ≥􀭵μ２
ｍꎬ　 ｖ１

ｍ≤ｖ２
ｍꎬ　 ｖ１

ｍ≤ｖ２
ｍꎬ　 􀭰ｖ１

ｍ≤􀭰ｖ２
ｍꎬ



　 第 １ 期 吕笑凡ꎬ等:２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ－Ｍｕｉｒｈｅａｄ 算子 １１９　　 　

式中: (μｉ
ｍꎬμｉ

ｍꎬ􀭵μｉ
ｍ)∈Γ ｉ

ｍꎬ (ｖｉ
ｍꎬｖｉꎬ􀭰ｖｉ

ｍ)∈Ψ ｉ
ｍꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ ｍ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋꎮ

定义 １０　 设 ｈｉ ＝ ‹ ｆ ｉ
１ꎬ ｆ ｉ

２ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｉ
ｋ› ｑ ＝ ‹([ ｓθ ｉ１ꎬｓτ ｉ１]ꎬΓ

ｉ
１ꎬΨ ｉ

１)ꎬ([ ｓθ ｉ２ꎬｓτ ｉ２]ꎬΓ
ｉ
２ꎬΨ ｉ

２)ꎬ􀆺ꎬ([ ｓθ ｉｋｉꎬｓτ ｉｋｉ]ꎬΓ
ｉ
ｋｉꎬ

Ψ ｉ
ｋｉ)› ｑꎬ ｈ＝‹([ｓθ１ꎬｓτ１]ꎬΓ１ꎬΨ１)ꎬ([ｓθ２ꎬｓτ２]ꎬΓ２ꎬΨ２)ꎬ􀆺ꎬ([ ｓθｋꎬｓτｋ]ꎬΓｋꎬΨｋ)› ｑ∈Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ

基于 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ ｔ 模和 ｔ 余模(ｒ<０)的运算定义为

　 　 ｈ１⊕ｈ２ ＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２

{ ｆ １⊕ｆ ２}› ｑ

＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２

{ ∪
(μ１ꎬμ１ꎬ􀭵μ１)∈Γ１ꎬ (ｖ１ꎬｖ１ꎬ􀭰ｖ１)∈Ψ １ꎬ
(μ２ꎬμ２ꎬ􀭵μ２)∈Γ２ꎬ (ｖ２ꎬｖ２ꎬ􀭰ｖ２)∈Ψ ２

[ｓθ１＋θ２ꎬｓτ１＋τ２]ꎬ{((１－((１－(μ１) ｑ) ｒ＋(１－(μ２) ｑ) ｒ－１)
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－((１－(μ１) ｑ) ｒ＋(１－(μ２) ｑ) ｒ－１)
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ(１－((１－(􀭵μ１) ｑ) ｒ＋(１－(􀭵μ２) ｑ) ｒ－１)

１
ｒ )

１
ｑ )}ꎬ

{(((ｖ１) ｑｒ＋(ｖ２) ｑｒ－１)
１
ｑｒꎬ((ｖ１) ｑｒ＋(ｖ２) ｑｒ－１)

１
ｑｒꎬ((􀭰ｖ１) ｑｒ＋(􀭰ｖ２) ｑｒ－１)

１
ｑｒ)}}› ｑꎻ (１０)

　 ｈ１⊗ｈ２ ＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２

{ ｆ １⊗ｆ ２}› ｑ

＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２

{ ∪
(μ１ꎬμ１ꎬ􀭵μ１)∈Γ１ꎬ (ｖ１ꎬｖ１ꎬ􀭰ｖ１)∈Ψ １ꎬ
(μ２ꎬμ２ꎬ􀭵μ２)∈Γ２ꎬ(ｖ２ꎬｖ２ꎬ􀭰ｖ２)∈Ψ ２

[ｓθ１×θ２ꎬｓτ１×τ２]ꎬ{(((μ１) ｑｒ＋(μ２) ｑｒ－１)
１
ｑｒꎬ((μ１) ｑｒ＋(μ２) ｑｒ－１)

１
ｑｒꎬ

((􀭵μ１) ｑｒ＋(􀭵μ２) ｑｒ－１)
１
ｑｒ)}ꎬ{((１－((１－(ｖ１) ｑ) ｒ＋(１－(ｖ２) ｑ) ｒ－１)

１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－((１－(ｖ１) ｑ) ｒ＋(１－(ｖ２) ｑ) ｒ－１)
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ(１－((１－(􀭰ｖ１) ｑ) ｒ＋(１－(􀭰ｖ２) ｑ) ｒ－１)

１
ｒ )

１
ｑ )}}› ｑꎻ (１１)

λｈ ＝‹{λｆｍꎬ ｍ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}› ｑ

＝‹ ∪
(μｍꎬμｍꎬ􀭵μｍ)∈Γｍꎬ (ｖｍꎬｖｍꎬ􀭰ｖｍ)∈Ψｍꎬ

{[ｓλθｍꎬｓλτｍ]ꎬ{((１－(λ(１－μ
ｑ
ｍ) ｒ－(λ－１))

１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－(λ(１－μｑ
ｍ) ｒ－(λ－１))

１
ｒ )

１
ｑ ꎬ(１－(λ(１－􀭵μｑ

ｍ) ｒ－(λ－１))
１
ｒ )

１
ｑ )}ꎬ

{((λｖｑｒ
ｍ－(λ－１))

１
ｑｒꎬ(λｖｑｒ

ｍ －(λ－１))
１
ｑｒꎬ(λ􀭰ｖｑｒ

ｍ －(λ－１))
１
ｑｒ)}}› ｑꎻ (１２)

ｈλ ＝‹{ ｆ λ
ｍꎬ ｍ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}› ｑ

＝‹ ∪
(μｍꎬμｍꎬ􀭵μｍ)∈Γｍꎬ (ｖｍꎬｖｍꎬ􀭰ｖｍ)∈Ψｍꎬ

{[ｓθλｍꎬｓτλｍ]ꎬ{((λμ
ｑｒ
ｍ－(λ－１))

１
ｑｒꎬ(λμｑｒ

ｍ －(λ－１))
１
ｑｒꎬ

(λ􀭵μｑｒ
ｍ －(λ－１))

１
ｑｒ)}ꎬ{((１－(λ(１－ｖｑ

ｍ) ｒ－(λ－１))
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－(λ(１－ｖｑ
ｍ) ｒ－(λ－１))

１
ｒ )

１
ｑ ꎬ(１－(λ(１－􀭰ｖｑ

ｍ) ｒ－(λ－１))
１
ｒ )

１
ｑ )}}› ｑꎮ (１３)

定理 １　 设 ｈｉ ＝‹ｆ ｉ
１ꎬ ｆ ｉ

２ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｉ
ｋ› ｑ ＝‹([ｓθ ｉ１ꎬｓτ ｉ１]ꎬΓ

ｉ
１ꎬΨ ｉ

１)ꎬ([ｓθ ｉ２ꎬｓτ ｉ２]ꎬΓ
ｉ
２ꎬΨ ｉ

２)ꎬ􀆺ꎬ([ｓθ ｉｋｉꎬｓτ ｉｋｉ]ꎬΓ
ｉ
ｋｉꎬΨ ｉ

ｋｉ)› ｑ∈
Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ有

(１) ｈ１⊕ｈ２ ＝ｈ２⊕ｈ１ꎻ
(２) ｈ１⊗ｈ２ ＝ｈ２⊗ｈ１ꎻ
(３) λ(ｈ１⊕ｈ２)＝ λｈ１⊕λｈ２ꎻ
(４) (ｈ１⊗ｈ２) λ ＝ｈλ

１⊗ｈλ
２ ꎻ

(５) (ｈ１⊕ｈ２)⊕ｈ３ ＝ｈ１⊕(ｈ２⊕ｈ３)ꎻ
(６) (ｈ１⊗ｈ２)⊗ｈ３ ＝ｈ１⊗(ｈ２⊗ｈ３)ꎮ
证明　 定理 １ 中(１)和(２)由定义 １０ 易得ꎬ(３)和(４)的证明类似ꎬ这里给出(３)的证明ꎮ

λ(ｈ１⊕ｈ２)＝ ‹λ ∪
( ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２

{ ｆ １⊕ｆ ２}› ｑ ＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２

{λ( ｆ １⊕ｆ ２)}› ｑ

＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２

{ ∪
(μ１ꎬμ１ꎬ􀭵μ１)∈Γ１ꎬ (ｖ１ꎬｖ１ꎬ􀭰ｖ１)∈Ψ １ꎬ
(μ２ꎬμ２ꎬ􀭵μ２)∈Γ２ꎬ (ｖ２ꎬｖ２ꎬ􀭰ｖ２)∈Ψ ２

[ｓλ(θ１＋θ２)ꎬｓλ(τ１＋τ２)]ꎬ

{((１－(λ(１－(μ１) ｑ) ｒ＋λ(１－(μ２) ｑ) ｒ－(２λ－１))
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－(λ(１－(μ１) ｑ) ｒ＋λ(１－(μ２) ｑ) ｒ－(２λ－１))
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－(λ(１－(􀭵μ１) ｑ) ｒ＋λ(１－(􀭵μ２) ｑ) ｒ－(２λ－１))
１
ｒ )

１
ｑ )}ꎬ

{((λ(ｖ１) ｑｒ＋λ(ｖ２) ｑｒ－(２λ－１))
１
ｑｒꎬ(λ(ｖ１) ｑｒ＋λ(ｖ２) ｑｒ－(２λ－１))

１
ｑｒꎬ

(λ(􀭰ｖ１) ｑｒ＋λ(􀭰ｖ２) ｑｒ－(２λ－１))
１
ｑｒ)}}› ｑꎬ
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λｈ１⊕λｈ２ ＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２

{λ ｆ １⊕λ ｆ ２}› ｑ

＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２

{ ∪
(μ１ꎬμ１ꎬ􀭵μ１)∈Γ１ꎬ (ｖ１ꎬｖ１ꎬ􀭰ｖ１)∈Ψ １ꎬ
(μ２ꎬμ２ꎬ􀭵μ２)∈Γ２ꎬ (ｖ２ꎬｖ２ꎬ􀭰ｖ２)∈Ψ ２

[ｓλ(θ１＋θ２)ꎬｓλ(τ１＋τ２)]ꎬ

{((１－(λ(１－(μ１) ｑ) ｒ＋λ(１－(μ２) ｑ) ｒ－(２λ－１))
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－(λ(１－(μ１) ｑ) ｒ＋λ(１－(μ２) ｑ) ｒ－(２λ－１))
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－(λ(１－(􀭵μ１) ｑ) ｒ＋λ(１－(􀭵μ２) ｑ) ｒ－(２λ－１))
１
ｒ )

１
ｑ )}ꎬ

{((λ(ｖ１) ｑｒ＋λ(ｖ２) ｑｒ－(２λ－１))
１
ｑｒꎬ(λ(ｖ１) ｑｒ＋λ(ｖ２) ｑｒ－(２λ－１))

１
ｑｒꎬ

(λ(􀭰ｖ１) ｑｒ＋λ(􀭰ｖ２) ｑｒ－(２λ－１))
１
ｑｒ)}}› ｑ

＝λ(ｈ１⊕ｈ２)ꎮ
定理 １ 中(５)和(６)的证明相似ꎬ这里给出(５)的证明ꎮ

(ｈ１⊕ｈ２)⊕ｈ３ ＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２ꎬ ｆ ３∈ｈ３

{( ｆ １⊕ｆ ２)⊕ｆ ３}› ｑ

＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２ꎬ ｆ ３∈ｈ３

{ ∪
(μ１ꎬμ１ꎬ􀭵μ１)∈Γ１ꎬ (ｖ１ꎬｖ１ꎬ􀭰ｖ１)∈Ψ １ꎬ
(μ２ꎬμ２ꎬ􀭵μ２)∈Γ２ꎬ (ｖ２ꎬｖ２ꎬ􀭰ｖ２)∈Ψ ２
(μ３ꎬμ３ꎬ􀭵μ３)∈Γ３ꎬ (ｖ３ꎬｖ３ꎬ􀭰ｖ３)∈Ψ３

[ｓθ１＋θ２＋θ３ꎬｓτ１＋τ２＋τ３]ꎬ

{((１－((１－(μ１) ｑ) ｒ＋(１－(μ２) ｑ) ｒ＋(１－(μ３) ｑ) ｒ－２)
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－((１－(μ１) ｑ) ｒ＋(１－μ２) ｑ ｒ＋(１－(μ３) ｑ) ｒ－２)
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－((１－(􀭵μ１) ｑ) ｒ＋(１－(􀭵μ２) ｑ) ｒ＋(１－(􀭵μ３) ｑ) ｒ－２)
１
ｒ )

１
ｑ )}ꎬ

{(((ｖ１) ｑｒ＋(ｖ２) ｑｒ＋(ｖ３) ｑｒ－２)
１
ｑｒꎬ((ｖ１) ｑｒ＋(ｖ２) ｑｒ＋(ｖ３) ｑｒ－２)

１
ｑｒꎬ

((􀭰ｖ１) ｑｒ＋(􀭰ｖ２) ｑｒ＋(􀭰ｖ３) ｑｒ－２)
１
ｑｒ)}}› ｑꎬ

ｈ１⊕(ｈ２⊕ｈ３)＝ ‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２ꎬ ｆ ３∈ｈ３

{ ｆ １⊕( ｆ ２⊕ｆ ３)}› ｑ

＝‹ ∪
ｆ １∈ｈ１ꎬ ｆ ２∈ｈ２ꎬ ｆ ３∈ｈ３

{ ∪
(μ１ꎬμ１ꎬ􀭵μ１)∈Γ１ꎬ (ｖ１ꎬｖ１ꎬ􀭰ｖ１)∈Ψ １ꎬ
(μ２ꎬμ２ꎬ􀭵μ２)∈Γ２ꎬ (ｖ２ꎬｖ２ꎬ􀭰ｖ２)∈Ψ ２
(μ３ꎬμ３ꎬ􀭵μ３)∈Γ３ꎬ (ｖ３ꎬｖ３ꎬ􀭰ｖ３)∈Ψ ３

[ｓθ１＋θ２＋θ３ꎬｓτ１＋τ２＋τ３]ꎬ

{((１－((１－(μ１) ｑ) ｒ＋(１－(μ２) ｑ) ｒ＋(１－(μ３) ｑ) ｒ－２)
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－((１－(μ１) ｑ) ｒ＋(１－μ２) ｑ ｒ＋(１－(μ３) ｑ) ｒ－２)
１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

(１－((１－(􀭵μ１) ｑ) ｒ＋(１－(􀭵μ２) ｑ)＋(１－(􀭵μ３) ｑ) ｒ－２)
１
ｒ )

１
ｑ )}ꎬ

((ｖ１) ｑｒ＋(ｖ２) ｑｒ＋(ｖ３) ｑｒ－２)
１
ｑｒꎬ((􀭰ｖ１) ｑｒ＋(􀭰ｖ２) ｑｒ＋(􀭰ｖ３) ｑｒ－２)

１
ｑｒ)}}› ｑ

＝(ｈ１⊕ｈ２)⊕ｈ３ꎮ

３　 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ－Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子

在多属性决策过程中ꎬ信息集成算子是综合评价的重要工具ꎬ并能有效集成决策者的评估信息ꎮ 经典的

犹豫模糊集算子(如犹豫模糊加权几何算子和犹豫模糊加权平均算子) [２３] 从数据的加权平均角度计算的ꎮ
然而在实际的多属性决策问题中ꎬ各属性之间往往存在相互关系ꎮ Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均(Ｍｕｉｒｈｅａｄ ｍｅａｎꎬ ＭＭ)算
子描述所有决策属性之间的关系ꎬ当算子的参数向量取特定值时ꎬＭＭ 算子退化为其它常用的平均算子ꎬ具
有很强的通用性和灵活性ꎬ广泛应用于信息集成和多属性决策ꎮ 本文将 ＭＭ 算子引入到 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角

不确定语言集中ꎬ基于 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ ｔ 模和 ｔ 余模定义 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ－
Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子和加权 Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子ꎮ ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ－Ｍｕｉｒｈｅａｄ算
子及其加权形式能够解决决策过程中出现的多层犹豫现象且评估属性之间相互关联的现实决策问题ꎮ

定义 １１　 设 ｈｉ ＝‹ｆ ｉ
１ꎬ ｆ ｉ

２ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｉ
ｋ› ｑ ＝‹([ｓθ ｉ１ꎬｓτ ｉ１]ꎬΓ

ｉ
１ꎬΨ ｉ

１)ꎬ([ｓθ ｉ２ꎬｓτ ｉ２]ꎬΓ
ｉ
２ꎬΨ ｉ

２)ꎬ􀆺ꎬ([ｓθ ｉｋｉꎬｓτ ｉｋｉ]ꎬΓ
ｉ
ｋｉꎬΨ ｉ

ｋｉ)› ｑ∈
Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ－Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子( ｔｙｐｅ￣２
ｈｅｓｉｔａｎｔ ｑ￣ｒｕｎｇ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｌｉｎｇｕｉｓｔｉｃ Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ－Ｍｕｉｒｈｅａｄ ｍｅａｎꎬ Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＭＭ)定义为
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　 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＭＭ(ｈ１ꎬｈ２ ..ꎬ􀆺ꎬｈｎ)

＝ １
ｎ!

⊕
ϑ∈Ｓｎ

(⊗
ｎ

ｊ＝１
(ｈϑ( ｊ)) ｐｊ)æ

è
ç

ö

ø
÷

１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

＝‹ ∪
ｆ ｉ∈ｈｉ

ｉ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ

１
ｎ!

⊕
ϑ∈Ｓｎ

(⊗
ｎ

ｊ＝１
( ｆ ϑ( ｊ)) ｐｊ)æ

è
ç

ö

ø
÷

１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ{ } › ｑꎬ

(１４)

式中: ｐ＝(ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｊ)为算子的参数向量ꎬϑ＝ {ϑ(１)ꎬϑ(２)ꎬ􀆺ꎬϑ( ｊ)}是{１ꎬ２ꎬ􀆺ｎ}的一组排列ꎬＳｎ 为{１ꎬ
２ꎬ􀆺ｎ}所有排列的集合ꎮ

定理 ２　 设 ｈｉ ＝‹ｆ ｉ
１ꎬ ｆ ｉ

２ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｉ
ｋ› ｑ ＝‹([ｓθ ｉ１ꎬｓτ ｉ１]ꎬΓ

ｉ
１ꎬΨ ｉ

１ )ꎬ([ｓθ ｉ２ꎬｓτ ｉ２]ꎬΓ
ｉ
２ꎬΨ ｉ

２ )ꎬ􀆺ꎬ([ｓθ ｉｋｉꎬｓτ ｉｋｉ]ꎬΓ
ｉ
ｋｉꎬΨ ｉ

ｋｉ)› ｑ∈
Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬ ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ则 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＭＭ 算子运算后的结果仍为 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言

元ꎬ即
　 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＭＭ(ｈ１ꎬｈ２ꎬ􀆺ꎬｈｎ)

＝ ‹ ∪
ｆ ｉ∈ｈｉ

ｉ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ

１
ｎ!

⊕
ϑ∈Ｓｎ

(⊗
ｎ

ｊ＝１
( ｆ ϑ( ｊ)) ｐｊ)æ

è
ç

ö

ø
÷

１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ{ } › ｑ

＝‹ ∪
ｆ ｉ∈ｈｉ

ｉ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ

{ ∪
([ｓθϑ( ｊ)ꎬｓτϑ( ｊ)]ꎬΓϑ( ｊ)ꎬΨ ϑ( ｊ))∈ｆ ϑ( ｊ)

[ ｓ １
ｎ! ∑

ϑ∈Ｓｎ
∏
ｎ

ｊ ＝１
(θϑ( ｊ))

ｐｊ( )
１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

ꎬ ｓ １
ｎ! ∑

ϑ∈Ｓｎ
∏
ｎ

ｊ ＝１
(τϑ( ｊ))

ｐｊ( )
１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

]ꎬ

　 {(Ｌμ(μϑ( ｊ))ꎬＬμ(μϑ( ｊ))ꎬＬμ(􀭵μϑ( ｊ)))}ꎬ{(Ｌｖ(ｖϑ( ｊ))ꎬＬｖ(ｖϑ( ｊ))ꎬＬｖ(􀭰ｖϑ( ｊ)))} } › ｑꎬ

(１５)

式中:
(μϑ( ｊ)ꎬμϑ( ｊ)ꎬ􀭵μϑ( ｊ))∈Γ ϑ( ｊ)ꎬ　 (ｖϑ( ｊ)ꎬｖϑ( ｊ)ꎬ􀭰ｖϑ( ｊ))∈Ψ ϑ( ｊ)ꎬ

Ｌμ(ｘ)＝ ( １

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

(１－ ( １
ｎ! ∑

ϑ( ｊ)∈Ｓｎ
(１－ ( １＋ ∑

ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ(ｘｑｒ－１)) )

１
ｒ )

ｒ

)
１
ｒ )

ｒ
－ ( １

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

－１ ) )
１
ｑｒꎬ

Ｌｖ(ｘ)＝ ( １－ ( １

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

(１－ ( １
ｎ! ∑

ϑ( ｊ)∈Ｓｎ
(１－ ( １＋ ∑

ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ(１－ｘｑ) ｒ－１) )

１
ｒ )

ｒ

)
１
ｒ )

ｒ
－ ( １

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

－１ ) )
１
ｒ )

１
ｑ ꎮ

证明

⊗
ｎ

ｊ＝１
( ｆ ϑ( ｊ)) ｐｊ ＝ ∪

([ｓθϑ( ｊ)ꎬｓτϑ( ｊ)]ꎬΓ ϑ( ｊ)ꎬΨ ϑ( ｊ))∈ｆ ϑ( ｊ)
{ [ ｓ

∏
ｎ

ｊ ＝１
(θϑ( ｊ)) ｐｊ

ꎬ ｓ
∏
ｎ

ｊ ＝１
(τϑ( ｊ)) ｐｊ

] ꎬ { ( (１＋ ∑
ｎｊ ＝１

(ｐｊ((μϑ( ｊ)) ｑｒ－１)) )
１
ｑｒꎬ

　 (１＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((μϑ( ｊ)) ｑｒ－１)) )

１
ｑｒꎬ (１＋ ∑

ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((􀭵μϑ( ｊ)) ｑｒ－１)) )

１
ｑｒ ) } ꎬ

　 { ( (１－ ( １＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((１－(ｖϑ( ｊ)) ｑ) ｒ－１)) )

１
ｒ )

１
ｑ ꎬ (１－ ( １＋ ∑

ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((１－(ｖϑ( ｊ)) ｑ) ｒ－１)) )

１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

　 (１－ ( １＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((１－(􀭰ｖϑ( ｊ)) ｑ) ｒ－１)) )

１
ｒ )

１
ｑ ) } } ꎬ

⊕
ϑ∈Ｓｎ

(⊗
ｎ

ｊ＝１
( ｆ ϑ( ｊ)) ｐｊ)＝ ∪

([ｓθϑ( ｊ)ꎬｓτϑ( ｊ)]ꎬΓ ϑ( ｊ)ꎬΨ ϑ( ｊ))∈ｆ ϑ( ｊ)
{ [ ｓ

∑
ϑ∈Ｓｎ

∏
ｎ

ｊ ＝１
θ
ｐｊ
ϑ( ｊ)

ꎬ ｓ
∑

ϑ∈Ｓｎ
∏
ｎ

ｊ ＝１
τ
ｐｊ
ϑ( ｊ)

]ꎬ

　 { ( (１－ ( ∑
ϑ( ｊ)∈Ｓｎ

(１－ ( １＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((μϑ( ｊ)) ｑｒ－１)) )

１
ｒ )

ｒ
－(ｎ! －１) )

１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

　 (１－ ( ∑
ϑ( ｊ)∈Ｓｎ

(１－ ( １＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((μϑ( ｊ)) ｑｒ－１)) )

１
ｒ )

ｒ
－(ｎ! －１) )

１
ｒ )

１
ｑ ꎬ

　 (１－ ( ∑
ϑ( ｊ)∈Ｓｎ

(１－ ( １＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((􀭵μϑ( ｊ)) ｑｒ－１)) )

１
ｒ )

ｒ
－(ｎ! －１) )

１
ｒ )

１
ｑ ) } ꎬ

　 { ( ( ∑
ϑ( ｊ)∈Ｓｎ

(１－ ( １＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((１－(ｖϑ( ｊ)) ｑ) ｒ－１)) )

１
ｒ )

ｒ
－(ｎ! －１) )

１
ｑｒꎬ
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　 ( ∑
ϑ( ｊ)∈Ｓｎ

(１－ ( １＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((１－(ｖϑ( ｊ)) ｑ) ｒ－１)) )

１
ｒ )

ｒ
－(ｎ! －１) )

１
ｑｒꎬ

　 ( ∑
ϑ( ｊ)∈Ｓｎ

(１－ ( １＋ ∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ((１－(ｖϑ( ｊ)) ｑ) ｒ－１)) )

１
ｒ )

ｒ
－(ｎ! －１) )

１
ｑｒ ) } } ꎬ

１
ｎ!

⊕
ϑ∈Ｓｎ

(⊗
ｎ

ｊ＝１
( ｆ ϑ( ｊ)) ｐｊ)æ

è
ç

ö

ø
÷

１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ＝ ‹ { ∪

([ｓθϑ( ｊ)ꎬｓτϑ( ｊ)]ꎬΓ ϑ( ｊ)ꎬΨ ϑ( ｊ))∈ｆ ϑ( ｊ)
( [ ｓ １

ｎ! ∑
ϑ∈Ｓｎ

∏
ｎ

ｊ ＝１
(θϑ( ｊ)) ｐｊ( )

１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

ꎬ ｓ １
ｎ! ∑

ϑ∈Ｓｎ
∏
ｎ

ｊ ＝１
(τϑ( ｊ)) ｐｊ( )

１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

] ꎬ

　 {(Ｌμ(μϑ( ｊ))ꎬＬμ(μϑ( ｊ))ꎬＬμ(􀭵μϑ( ｊ)))}ꎬ{(Ｌｖ(ｖϑ( ｊ))ꎬＬｖ(ｖϑ( ｊ))ꎬＬｖ(􀭰ｖϑ( ｊ)))} ) } › ｑꎮ

定理 ３ (单调性)　 设 ｈｉ ＝‹ ｆ ｉ
１ꎬ ｆ ｉ

２ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｉ
ｋ› ｑ ＝ ‹([ｓθ ｉ１ꎬｓτ ｉ１]ꎬΓ

ｉ
１ꎬΨ ｉ

１)ꎬ([ ｓθ ｉ２ꎬｓτ ｉ２]ꎬΓ
ｉ
２ꎬΨ ｉ

２)ꎬ􀆺ꎬ([ ｓθ ｉｋｉꎬｓτ ｉｋｉ]ꎬ
Γ ｉ

ｋｉꎬΨ ｉ
ｋｉ)› ｑꎬ ｈ′ｉ ＝‹ｆ ｉ

１′ꎬ ｆ ｉ
２′ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｉ

ｋ′› ｑ ＝‹([ｓθ ｉ１′ꎬｓτ ｉ１′]ꎬΓ
ｉ
１′ꎬΨ ｉ

１′)ꎬ([ｓθ ｉ２′ꎬｓτ ｉ２′]ꎬΓ
ｉ
２′ꎬΨ ｉ

２′)ꎬ􀆺ꎬ([ｓθ ｉｋｉ′ꎬｓτ ｉｋｉ′]ꎬΓ
ｉ
ｋ′ꎬΨ ｉ

ｋ′)› ｑ∈
Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ如果 ｈｉ≽ｓｈ′ｉꎬ有

Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＭＭ(ｈ１ꎬｈ２ꎬ􀆺ꎬｈｎ)≽ｓＴ２ＨｑＴＵＬＳＳＭＭ(ｈ′１ꎬｈ′２ꎬ􀆺ꎬｈ′ｎ)ꎮ
定理 ４ (置换不变性)　 设 ｈｉ ＝‹ｆ ｉ１ꎬｆ ｉ２ꎬ􀆺ꎬｆ ｉ

ｋｉ›ｑꎬ ｈ(ｉ)＝ ‹ｆ ｉ
(１)ꎬ ｆ ｉ

(２)ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｉ(ｋｉ)›ｑ∈Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬ ｉ ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ
其中ꎬ(ｈ(１)ꎬｈ(２)ꎬ􀆺ꎬｈ(ｎ))是(ｈ１ꎬｈ２ꎬ􀆺ꎬｈｎ)的任意置换ꎬ有

Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＭＭ(ｈ１ꎬｈ２ꎬ􀆺ꎬｈｎ)＝ Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＭＭ(ｈ(１)ꎬｈ(２)ꎬ􀆺ꎬｈ(ｎ))ꎮ
定义 １２　 设 ｈｉ ＝‹ｆ ｉ

１ꎬ ｆ ｉ
２ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｉ

ｋ› ｑ ＝‹([ｓθ ｉ１ꎬｓτ ｉ１]ꎬΓ
ｉ
１ꎬΨ ｉ

１)ꎬ([ｓθ ｉ２ꎬｓτ ｉ２]ꎬΓ
ｉ
２ꎬΨ ｉ

２)ꎬ􀆺ꎬ([ｓθ ｉｋｉꎬｓτ ｉｋｉ]ꎬΓ
ｉ
ｋｉꎬΨ ｉ

ｋｉ)› ｑ∈
Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ 加权 Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子

(ｔｙｐｅ￣２ ｈｅｓｉｔａｎｔ ｑ￣ｒｕｎｇ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｌｉｎｇｕｉｓｔｉｃ Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ ｗｅｉｇｈｔｅｄ Ｍｕｉｒｈｅａｄ ｍｅａｎꎬ Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ)
定义为

　 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ(ｈ１ꎬｈ２ ..ꎬ􀆺ꎬｈｎ)

＝ １
ｎ!

⊕
ϑ∈Ｓｎ

(⊗
ｎ

ｊ＝１
(ｎｗϑ( ｊ)ｈϑ( ｊ)) ｐｊ)æ

è
ç

ö

ø
÷

１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

＝ ‹ ∪
ｆ ｉ∈ｈｉ

ｉ ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ

１
ｎ!

⊕
ϑ∈Ｓｎ

(⊗
ｎ

ｊ ＝１
(ｎｗϑ( ｊ) ｆ ϑ( ｊ)) ｐｊ)æ

è
ç

ö

ø
÷

１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ{ } › ｑꎬ

(１６)

式中:ｗ＝(ｗ１ꎬｗ２ꎬ􀆺ꎬｗｊ) Ｔ 为权重向量ꎬ且有 ∑
ｎ

ｉ ＝１
ｗｉ ＝ １ꎬ ｗｉ∈[０ꎬ１]ꎬ ｐ ＝ (ｐ１ꎬｐ２ꎬ􀆺ꎬｐｊ)为算子的参数向量ꎬ

ϑ＝{ϑ(１)ꎬϑ(２)ꎬ􀆺ꎬϑ( ｊ)}是{１ꎬ２ꎬ􀆺ｊ}的一组置换ꎬＳｎ 为{１ꎬ２ꎬ􀆺ｎ}所有排列的集合ꎮ
定理 ５　 设 ｈｉ ＝‹ｆ ｉ

１ꎬ ｆ ｉ
２ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｉ

ｋ› ｑ ＝‹([ｓθ ｉ１ꎬｓτ ｉ１]ꎬΓ
ｉ
１ꎬΨ ｉ

１)ꎬ([ｓθ ｉ２ꎬｓτ ｉ２]ꎬΓ
ｉ
２ꎬΨ ｉ

２)ꎬ􀆺ꎬ([ｓθ ｉｋｉꎬｓτ ｉｋｉ]ꎬΓ
ｉ
ｋｉꎬΨ ｉ

ｋｉ)› ｑ∈
Ｔ２ＨｑＴＵＬＥ(Ｘ)ꎬ ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ 算子具有单调性ꎬ则 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ 算子运算后的

结果仍为 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言元ꎬ其表达式为

　 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ(ｈ１ꎬｈ２ꎬ􀆺ꎬｈｎ)

＝ １
ｎ!

⊕
ϑ∈Ｓｎ

(⊗
ｎ

ｊ＝１
(ｎｗϑ( ｊ)ｈϑ( ｊ))

ｐｊ)æ

è
ç

ö

ø
÷

１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

＝‹ ∪
ｆ ｉ∈ｈｉ

ｉ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ

１
ｎ!

⊕
ϑ∈Ｓｎ

(⊗
ｎ

ｊ ＝１
(ｎｗϑ( ｊ) ｆ ϑ( ｊ)) ｐｊ)æ

è
ç

ö

ø
÷

１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ{ } › ｑ

＝ ‹ ∪
ｆ ｉ∈ｈｉ

ｉ ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ

{ ∪
([ｓθϑ( ｊ)ꎬｓτϑ( ｊ)]ꎬΓ ϑ( ｊ)ꎬΨ ϑ( ｊ))∈ｆ ϑ( ｊ)

( [ ｓ １
ｎ! ∑

ϑ∈Ｓｎ
∏
ｎ

ｊ ＝１
(ｎｗϑ( ｊ)θϑ( ｊ))

ｐｊ( )
１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

ꎬ ｓ １
ｎ! ∑

ϑ∈Ｓｎ
∏
ｎ

ｊ ＝１
(ｎｗϑ( ｊ)τϑ( ｊ))

ｐｊ( )
１

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

]ꎬ

　 {(Ｌ∗
μ (μϑ( ｊ))ꎬＬ∗

μ (μϑ( ｊ))ꎬＬ∗
μ (􀭵μϑ( ｊ)))}ꎬ{(Ｌ∗

ｖ (ｖϑ( ｊ))ꎬＬ∗
ｖ (ｖϑ( ｊ))ꎬＬ∗

ｖ (􀭰ｖϑ( ｊ)))} ) } › ｑꎬ (１７)
式中:

(μϑ( ｊ)ꎬμϑ( ｊ)ꎬ􀭵μϑ( ｊ))∈Γ ϑ( ｊ)ꎬ　 (ｖϑ( ｊ)ꎬｖϑ( ｊ)ꎬ􀭰ｖϑ( ｊ))∈Ψ ϑ( ｊ)ꎬ

Ｌ∗
μ (ｘ)＝ ( １

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

(１ － ( １
ｎ! ∑

ϑ( ｊ)∈Ｓｎ
(１－ ( ∑

ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ(１－(ｎｗϑ( ｊ)(１－ｘｑ) ｒ－ｎｗϑ( ｊ) ＋１)

１
ｒ ) ｒ
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－ｐｊ＋１)－(ｎ－１) )
１
ｒ )

ｒ

)
１
ｒ )

ｒ
－ ( １

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

－１ ) )
１
ｑｒꎬ

Ｌ∗
ｖ ＝ ( １－ ( １

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

(１－ ( １
ｎ! ∑

ϑ( ｊ)∈Ｓｎ
(１－ ( ∑

ｎ

ｊ ＝１
(ｐｊ(１－ｎｗϑ( ｊ) ｘｑｒ－ｎｗϑ( ｊ) ＋１)

１
ｒ ) ｒ－ｐｊ＋１)

－(ｎ－１) )
１
ｒ )

ｒ

)
１
ｒ )

ｒ
－ ( １

∑
ｎ

ｊ ＝１
ｐｊ

－１ ) )
１
ｒ )

１
ｑ ꎮ

４　 基于 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言集的多属性决策方法

基于 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言集的多属性决策问题ꎬ设 Ｂ＝{Ｂ１ꎬＢ２ꎬ􀆺ꎬＢ ｌ}是候选方案的集合ꎬＭ ＝

{Ｍ１ꎬＭ２ꎬ􀆺ꎬＭｎ}是属性的集合ꎮ ｗ 反映不同属性在决策过程中的重要程度ꎮ 现有一组专家(ｕ 位)将对这

些候选方案评估ꎬ对候选方案排序或选出最符合期望的方案ꎮ 第 ｋ 位专家对候选方案 Ｂ ｉ 满足属性 Ｍｊ 的程

度给予评估值 ｆｉｊｋ ꎬ所有专家对候选方案 Ｂ ｉ 满足属性Ｍｊ 给出的评估值用 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言元ｈｉｊ ＝
{ ｆ ｉｊ

ｋ ꎬｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｕ}表示ꎬ决策矩阵 Ｈ＝(ｈｉｊ) ｌ×ｎꎮ
基于 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言多属性决策方法的具体步骤:
步骤 １　 利用 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ 算子计算每个候选方案的最终评估值 ｈｉ ＝ Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ( ｈｉ１ꎬ

ｈｉ２ꎬ􀆺ꎬｈｉｎ)ꎮ
步骤 ２　 计算各方案的得分函数 Ｓ(ｈｉ)和精确函数 Ｈ(ｈｉ)ꎮ
步骤 ３　 考虑决策者们的风险态度ꎬ确定 λꎬ根据每个候选方案的得分函数和式(２)ꎬ得到可能度矩 Ｃ ＝

(ｃａｂ) ｌ×ｌꎬ由 Ｃ 得到第 ｉ 个候选方案的总体优势度 ｃａ ＝∑
ｌ

ｂ ＝１
ｃａｂꎬ ｂ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌꎮ

步骤 ４　 根据方案的总体优势度进行排序ꎬ选出最理想的方案ꎮ
该方法运用 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ 算子将专家对各个方案的各个属性的评估值进行了有效融合ꎬ计算出了

各方案的最终评估值ꎬ仍为 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言元ꎮ 利用得分函数和三角模糊数的可能度计算公

式计算出各方案的总体优势度ꎬ对方案进行排序或选出最理想的方案ꎮ

５　 算例分析

５.１　 应用实例

民用飞机备件保障能力评估是指针对民用飞机备件的订购、储备和供应等能力的实际状况与其期望

能力之间的相匹配程度开展的评价工作ꎬ其目的是为确保在民用飞机运营过程中备件供应充足、及时ꎬ并
且能够满足飞机维修和维护的需求ꎮ 这种评估通常包括对备件库存水平、供应链管理、交付效率、备件可

用性、交换率、成本效益等多方面的考量ꎮ 为方便开展后续研究ꎬ评价指标应当具有覆盖性、独立性、实用

性、系统性等特性ꎬ选取任务指标、应急保障指标、费效指标、服务指标构建民用飞机备件保障能力评估指

标体系ꎮ
假设某民航公司为提高公司整体的备件保障能力ꎬ拟采用本文所提方法对下属 ５ 个子公司{Ｂ１ꎬＢ２ꎬＢ３ꎬ

Ｂ４ꎬＢ５}开展备件保障能力评估ꎬ选择能力最优的子公司并将其备件保障模式进行推广ꎮ 选择任务指标 Ｍ１、
应急保障指标 Ｍ２、费效指标 Ｍ３、服务指标 Ｍ４ 作为民用飞机备件保障能力评估的属性集ꎮ 邀请专家对备件

保障能力进行评估选ꎮ
给出语言术语集 􀭵Ｓ＝{Ｓ０ꎬＳ１ꎬＳ２ꎬＳ３ꎬＳ４ꎬＳ５ꎬＳ６ꎬＳ７}ꎬ Ｓ０、Ｓ１、Ｓ２、Ｓ３、Ｓ４、Ｓ５、Ｓ６、Ｓ７ 分别表示专家非常差、很

差、差、一般、好、很好、非常好的评价ꎮ
专家们对 ５ 个子公司的备件保障能力进行评估后形成的决策表如表 １ 所示ꎮ 考虑到不同的属性指标对
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评估的影响ꎬ取 ｗ＝(０.５ꎬ０.１ꎬ０.２ꎬ０.２)ꎮ 根据所有专家给出的评估值ꎬ当 ｑ≥３ 时满足 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确

定语言集的定义要求ꎬｑ＝ ３ꎬ ｐ＝(１ꎬ１ꎬ１ꎬ１)ꎬ ｒ＝ －１ꎮ
表 １　 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言决策表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｙｐｅ￣２ ｈｅｓｉｔａｎｔ ｑ￣ｒｕｎｇ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｌｉｎｇｕｉｓｔｉｃ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｔａｂｌｅ
子公司 Ｍ１ Ｍ２ Ｍ３ Ｍ４

Ｂ１

‹([ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)ꎬ
(０.６ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})ꎬ
([ｓ３ꎬｓ５]ꎬ{(０.５ꎬ０.６ꎬ０.７)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

‹([ｓ３ꎬｓ５]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)ꎬ
(０.６ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)})ꎬ
([ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})› ３

‹([ｓ５ꎬｓ６]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})ꎬ
([ｓ５ꎬｓ５]ꎬ{(０.６ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

‹([ｓ２ꎬｓ３]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)ꎬ
(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})ꎬ
([ｓ３ꎬｓ４]ꎬ{(０.５ꎬ０.６ꎬ０.７)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.４ꎬ０.５)})› ３

Ｂ２

‹([ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.５ꎬ０.６ꎬ０.７)ꎬ
(０.５ꎬ０.６ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.４ꎬ０.５)})ꎬ
([ｓ５ꎬｓ５]ꎬ{(０.６ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

‹([ｓ３ꎬｓ５]ꎬ{(０.５ꎬ０.６ꎬ０.７)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.４ꎬ０.５)})ꎬ
([ｓ２ꎬｓ３]ꎬ{(０.６ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})› ３

‹([ｓ３ꎬｓ５]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)ꎬ
(０.１ꎬ０.２ꎬ０.４)})ꎬ
[ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.６ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)}› ３

‹([ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.６ꎬ０.７ꎬ０.８)ꎬ
(０.６ꎬ０.７ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)})ꎬ
([ｓ５ꎬｓ５]ꎬ{(０.６ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

Ｂ３

‹([ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.６ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.４ꎬ０.５)})ꎬ
([ｓ５ꎬｓ５]ꎬ{(０.６ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

‹([ｓ３ꎬｓ４]ꎬ{(０.６ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)ꎬ
(０.３ꎬ０.４ꎬ０.５)})ꎬ
([ｓ５ꎬｓ５]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

‹([ｓ４ꎬｓ４]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)ꎬ
(０.６ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})ꎬ
[ｓ３ꎬｓ４]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)}› ３

‹([ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)ꎬ
(０.６ꎬ０.７ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})ꎬ
([ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

Ｂ４

‹[ｓ５ꎬｓ６]ꎬ{(０.５ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.３ꎬ０.４ꎬ０.５)ꎬ
(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)})ꎬ
([ｓ５ꎬｓ５]ꎬ{(０.６ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

‹([ｓ２ꎬｓ２]ꎬ{(０.６ꎬ０.７ꎬ０.８)ꎬ
(０.６ꎬ０.７ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)})ꎬ
([ｓ２ꎬｓ２]ꎬ{(０.５ꎬ０.６ꎬ０.７)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.４ꎬ０.５)})› ３

‹([ｓ２ꎬｓ３]ꎬ{(０.６ꎬ０.７ꎬ０.８)ꎬ
(０.５ꎬ０.６ꎬ０.７)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.３ꎬ０.４)})ꎬ
([ｓ２ꎬｓ４]ꎬ{(０.５ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

‹([ｓ３ꎬｓ５]ꎬ{(０.５ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)})ꎬ
([ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.６ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})› ３

Ｂ５

‹([ｓ３ꎬｓ５]ꎬ{(０.５ꎬ０.６ꎬ０.７)ꎬ
(０.６ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.３ꎬ０.４ꎬ０.５)})ꎬ
([ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.５ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

‹([ｓ２ꎬｓ２]ꎬ{(０.６ꎬ０.７ꎬ０.８)ꎬ
(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)}) .
([ｓ２ꎬｓ３]ꎬ{(０.７ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})› ３

‹([ｓ４ꎬｓ６]ꎬ{(０.６ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})ꎬ
([ｓ５ꎬｓ６]ꎬ{(０.６ꎬ０.８ꎬ０.９)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.３ꎬ０.４)})› ３

‹([ｓ４ꎬｓ５]ꎬ{(０.５ꎬ０.６ꎬ０.７)}ꎬ
{(０.２ꎬ０.４ꎬ０.５)ꎬ
(０.２ꎬ０.３ꎬ０.４)})ꎬ
([ｓ５ꎬｓ５]ꎬ{(０.５ꎬ０.７ꎬ０.８)}ꎬ
{(０.１ꎬ０.２ꎬ０.３)})› ３

　 　 由表 １ 可知ꎬ利用 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ 算子对每个子公司的备件保障能力的评估信息集成ꎬ得到各子公司

的备件保障能力的最终评估值ꎬ再利用定义 ７ 得分函数ꎬ５ 个子公司的备件保障能力的得分函数分别为(２.０ꎬ
２.４ꎬ２.８)、(１.９ꎬ２.３ꎬ２.８)、(２.２ꎬ２.６ꎬ３.０)、(１.５ꎬ１.８ꎬ２.２)和(１.８ꎬ２.２ꎬ２.６)ꎮ

设决策者们对风险规避持稳健态度ꎬ令 λ＝０.５ꎮ 利用式(２)计算可能度矩阵为

Ｐ＝

０.５０ ０.５７ ０.３０ １ ０.７
０.４３ ０.５０ ０.２４ １ ０.６３
０.７０ ０.７６ ０.５０ １ ０.９０
０ ０ ０ ０.５０ ０

０.２９ ０.３７ ０.１０ １ ０.５０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

ꎮ

最终得到每个子公司的备件保障能力的总体优势度分别为 ３.０８、２.８０、３.８６、０.５０ 和 ２.２６ꎮ ５ 个子公司的备

件保障能力经过专家评估后的排序为 Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４ꎬ选择 Ｂ３ꎬ并将 Ｂ３ 备件保障模式推广ꎮ
５.２　 参数分析

当 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ 算子中的 ｐ、ｗ 发生变化ꎬｒ、ｑ、λ 不同时ꎬ得到子公司的备件保障能力的得分函数和

总体优势度ꎮ 由表 ２ 得知ꎬ当 ｐ 分别取(１ꎬ０ꎬ０ꎬ０)、(１ꎬ１ꎬ０ꎬ０)、(１ꎬ１ꎬ１ꎬ０)和(１ꎬ１ꎬ１ꎬ１)时ꎬ５ 个子公司的得分函

数和排序出现变化ꎬ体现了决策属性相关联程度对决策结果的影响ꎮ 在本文的案例中ꎬ民用飞机备件保障能力

的Ｍ１、Ｍ２、Ｍ３ 和Ｍ４ 是相互联系、相互影响的ꎬ所以选取 ｐ＝(１ꎬ１ꎬ１ꎬ１)是合理的ꎮ 虽然最终排序结果不同ꎬ但总

得到 Ｂ３ 最优ꎬＢ４ 最劣ꎬ说明 Ｔ２ＨｑＴＵＬＳＳＷＭＭ 算子具有一定的稳定性ꎮ
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表 ２　 ｐ 不同时子公司得分函数和排序表
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｃｏｒｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｏｒｔｉｎｇ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｓｕｂｓｉｄｉａｒｙ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐ

参数 ｐ Ｓ(ｈ１) Ｓ(ｈ２) Ｓ(ｈ３) Ｓ(ｈ４) Ｓ(ｈ５) 排序情况

(１ꎬ０ꎬ０ꎬ０) (２.７ꎬ３.２ꎬ３.７) (２.７ꎬ３.２ꎬ３.９) (２.９ꎬ３.４ꎬ３.９) (２.４ꎬ３.０ꎬ３.６) (２.５ꎬ３.１ꎬ３.７) Ｂ３>Ｂ２>Ｂ１>Ｂ５>Ｂ４

(１ꎬ１ꎬ０ꎬ０) (２.３ꎬ２.８ꎬ３.３) (２.４ꎬ２.９ꎬ３.４) (２.５ꎬ３.０ꎬ３.５) (２.０ꎬ２.４ꎬ２.９) (２.３ꎬ２.８ꎬ３.３) Ｂ３>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ１>Ｂ４

(１ꎬ１ꎬ１ꎬ０) (２.１ꎬ２.４ꎬ２.９) (２.１ꎬ２.５ꎬ３.０) (２.２ꎬ２.６ꎬ３.０) (１.６ꎬ１.９ꎬ２.３) (２.０ꎬ２.５ꎬ２.９) Ｂ３>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ１>Ｂ４

(１ꎬ１ꎬ１ꎬ１) (２.０ꎬ２.４ꎬ２.８) (１.９ꎬ２.３ꎬ２.８) (２.２ꎬ２.６ꎬ３.０) (１.５ꎬ１.８ꎬ２.２) (１.８ꎬ２.２ꎬ２.６) Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

　 　 由表 ３ 可知ꎬ当决策者在多属性决策过程中对属性权重修改后ꎬ各个子公司的备件保障能力的总体优势度

出现较大变化ꎬ子公司的备件保障能力的最终排序也会随之改变ꎮ 因此ꎬ对属性权重的赋值应该认真考虑、谨
慎对待ꎮ

表 ３　 ｗ 不同时子公司总体优势度和排序表
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｏｖｅｒａｌｌ ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ａｎｄ ｓｏｒｔｉｎｇ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｓｕｂｓｉｄｉａｒｙ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗ

参数 ｗ ｃ１ ｃ２ ｃ３ ｃ４ ｃ５ 排序情况

(０.２ꎬ０.４ꎬ０.２ꎬ０.２) ２.９６ ２.９９ ４.０３ ０.６１ １.９０ Ｂ３>Ｂ２>Ｂ１>Ｂ５>Ｂ４

(０.１ꎬ０.１ꎬ０.７ꎬ０.１) ３.１２ ２.７９ ３.８８ ０.６９ ２.０１ Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

(０.５ꎬ０.１ꎬ０.２ꎬ０.２) ３.０８ ２.８０ ３.８６ ０.５０ ２.２６ Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

　 　 由表 ４—５ 可知ꎬＢ３ 最优ꎬＢ４ 最劣ꎬ子公司的备件保障能力排序没有发生变化ꎬ说明 ｒ 和 ｑ 对最终结果的影

响不大ꎮ
表 ４　 ｒ 不同时子公司得分函数和排序表

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｓｃｏｒｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｏｒｔｉｎｇ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｓｕｂｓｉｄｉａｒｙ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒ
参数 ｒ Ｓ(ｈ１) Ｓ(ｈ２) Ｓ(ｈ３) Ｓ(ｈ４) Ｓ(ｈ５) 排序情况

－１ (２.０ꎬ２.４ꎬ２.８) (１.９ꎬ２.３ꎬ２.８) (２.２ꎬ２.６ꎬ３.０) (１.５ꎬ１.８ꎬ２.２) (１.８ꎬ２.２ꎬ２.６) Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

－３ (２.０ꎬ２.４ꎬ２.８) (１.８ꎬ２.３ꎬ２.７) (２.２ꎬ２.６ꎬ３.１) (１.５ꎬ１.８ꎬ２.２) (１.８ꎬ２.２ꎬ２.６) Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

－５ (２.０ꎬ２.４ꎬ２.８) (１.９ꎬ２.３ꎬ２.８) (２.２ꎬ２.６ꎬ３.１) (１.５ꎬ１.８ꎬ２.２) (１.８ꎬ２.２ꎬ２.６) Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

－７ (２.０ꎬ２.４ꎬ２.８) (１.９ꎬ２.３ꎬ２.８) (２.２ꎬ２.６ꎬ３.１) (１.５ꎬ１.８ꎬ２.２) (１.８ꎬ２.２ꎬ２.６) Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

表 ５　 ｑ 不同时子公司得分函数和排序表
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｓｃｏｒｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｏｒｔｉｎｇ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｓｕｂｓｉｄｉａｒｙ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｑ

参数 ｑ Ｓ(ｈ１) Ｓ(ｈ２) Ｓ(ｈ３) Ｓ(ｈ４) Ｓ(ｈ５) 排序情况

３ (２.０ꎬ２.４ꎬ２.８) (１.９ꎬ２.３ꎬ２.８) (２.２ꎬ２.６ꎬ３.０) (１.５ꎬ１.８ꎬ２.２) (１.８ꎬ２.２ꎬ２.６) Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

５ (２.０ꎬ２.４ꎬ２.８) (１.９ꎬ２.３ꎬ２.８) (２.２ꎬ２.６ꎬ３.０) (１.５ꎬ１.８ꎬ２.２) (１.８ꎬ２.２ꎬ２.６) Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

７ (２.０ꎬ２.４ꎬ２.８) (１.９ꎬ２.３ꎬ２.８) (２.２ꎬ２.６ꎬ３.０) (１.５ꎬ１.８ꎬ２.２) (１.８ꎬ２.２ꎬ２.６) Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

９ (２.０ꎬ２.４ꎬ２.８) (１.９ꎬ２.３ꎬ２.８) (２.２ꎬ２.６ꎬ３.０) (１.５ꎬ１.８ꎬ２.２) (１.８ꎬ２.２ꎬ２.６) Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

　 　 由表 ６ 可知ꎬ在构造可能度矩阵时ꎬ改变风险因子 λꎬ即决策者们的风险态度出现变化时ꎬ总体优势度随之

发生了变化ꎬ但不改变子公司的备件保障能力的排序ꎮ
表 ６　 λ 不同时子公司总体优势度和排序表

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｏｖｅｒａｌｌ ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ａｎｄ ｓｏｒｔｉｎｇ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｓｕｂｓｉｄｉａｒｙ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ λ
参数 λ ｃ１ ｃ２ ｃ３ ｃ４ ｃ５ 排序情况

０.１ ３.０６ ２.８５ ３.８４ ０.５０ ２.２５ Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

０.３ ３.０７ ２.８３ ３.８５ ０.５０ ２.２６ Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

０.５ ３.０８ ２.８０ ３.８６ ０.５０ ２.２６ Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

０.９ ３.１０ ２.７５ ３.８９ ０.５０ ２.２６ Ｂ３>Ｂ１>Ｂ２>Ｂ５>Ｂ４

６　 结语

本文提出 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言集的概念ꎬ定义基于 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ 范数的模糊元的运算并证明

运算的性质ꎮ 将 Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子推广至 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言集ꎬ提出 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语

言 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－Ｓｋｌａｒ－Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子及其加权形式ꎬ给出基于 ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言的 Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ－
Ｓｋｌａｒ－Ｍｕｉｒｈｅａｄ 平均算子多属性决策方法ꎮ 该方法允许决策者给出更符合人们思维习惯的评估信息ꎬ应用于出
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现多层犹豫现象和评估属性之间相互关联的现实决策问题ꎮ ２ 型犹豫 ｑ 阶三角不确定语言集可以退化为多种

犹豫模糊集的拓展形式ꎬ本文研究的信息集成算子和多属性决策方法退化为犹豫模糊集推广形式的信息集成

算子和多属性决策算法ꎮ 本文的结论可以进一步推广到 ｎ 型犹豫模糊集ꎮ
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