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摘要:以二型模糊预序为基本结构研究了模糊粗糙集ꎬ定义一对模糊上下近似算子ꎬ并研究它们的性质和相互关系ꎬ证明上可

定义集和下可定义集是等价的ꎬ上可定义集和下可定义集构成一个满层的 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ 模糊拓扑ꎮ
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０　 引言

波兰数学家 Ｐａｗｌａｋ 于 １９８２ 年提出粗糙集的概念[１]ꎬ粗糙集理论和方法已广泛应用于过程控制、经济

学、医学诊断、生物化学、环境科学、心理学等领域[２￣３]ꎮ
粗糙集的一个起源为分类问题ꎬ等价关系是不可分辨关系中最简单的形式ꎮ 然而ꎬ经典粗糙集理论并不

能很好地解决现实世界中信息表的粒度问题ꎬ因此学者们提出基于容差关系[４￣５] 和相似关系[６] 的粗糙集模

型ꎬ统称为关系型粗糙集ꎮ 除了关系型粗糙集之外ꎬ利用覆盖和邻域系统 /算子获得粗糙集模型[７￣８]ꎮ 在集

值分析环境中ꎬ邻域系统 /算子总是与覆盖相关联ꎮ 覆盖是划分的一般推广ꎬ其中每个成员都可以被视为等

价类的抽象ꎬ在某种意义上也可以看作是一个多重关系系统ꎮ 基于覆盖的粗糙集和基于邻域系统 /算子的粗

糙集实际上都是基于粒度的方法ꎬ该方法将论域中的离散点组合成颗粒ꎬ然后用颗粒描述粗糙性ꎮ 然而ꎬ上
述推广不再等价ꎬ因此产生了不同的粗糙集模型的推广ꎮ

现实世界充满了各种不确定性ꎬ包括模糊性、粗糙性和随机性等[９]ꎮ 分类是对满足要求的数据集的一

个划分ꎬ它与数据集的一个等价关系相联系ꎮ 而等价关系的严格性会导致数据的极端离散化ꎬ使得一些有用

的信息可能丢失ꎬ这时需要用程度的观点考虑元素之间的关系ꎬ由此 Ｄｕｂｏｉｓ 等[１０] 引入模糊化的方法扩展经
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典粗糙集模型ꎮ 在关系型模糊粗糙集理论框架下ꎬ研究者们提出并研究了多种近似算子的模糊推广ꎮ 文献

[１１￣１２]中将单位区间[０ꎬ１]作为取值格ꎬ提出多种类型的模糊粗糙集ꎬ给出模糊粗糙近似算子的公理刻画ꎮ
然而ꎬ在偏序和多维情境中ꎬ单位区间[０ꎬ１]一般不能用作取值格ꎬ文献[１３￣１５]中使用完备剩余格 Ｌ 研究 Ｌ￣
模糊粗糙近似算子ꎮ 在覆盖型模糊粗糙集框架下ꎬ文献[１６￣１８]中利用论域的模糊子集族定义模糊覆盖的概

念ꎬ构造上下粗糙近似算子ꎮ 正如经典情形一样ꎬ模糊邻域系统也与模糊覆盖密切相关ꎬ例如ꎬ文献[１９]中
引入基于给定模糊覆盖的模糊邻域系统的概念ꎬ以及模糊最小和最大描述的概念ꎬ定义并研究 １６ 种不同的

模糊邻域算子ꎮ 除上述方法外ꎬ基于半度量的模糊粗糙集[２０￣２１] 是一种新的模糊粗糙集模型ꎬ在模糊聚类分

析和图像处理中具有潜在的应用前景ꎮ
　 　 半度量是一种非对称的距离函数ꎬ该函数允许 ２ 个不同点之间的距离为零[２２]ꎻ模糊预序可以看作是一

种非对称的模糊相似度[２３]ꎮ 在文献[２４]中引入二型模糊预序(二型 Ｌ￣预序)的概念ꎬ其中 Ｌ 是一个完备剩

余格ꎮ 二型 Ｌ￣预序是模糊预序和半度量的共同推广ꎬＬ￣预序与二型 Ｌ￣预序有两种相互诱导的方式ꎮ 文献

[２４]还包含了不同类型的模糊度量作为自然的例子ꎬ其中包括 Ｍｏｒｓｉ 模糊半度量、ＫＭ￣模糊半度量和模半度

量[２５￣２６]ꎮ 把距离函数(即度量)纳入离散数学中ꎬ它可以看作相似度的对立面: 两个对象之间的距离越小ꎬ
它们就越相似ꎻ相反ꎬ距离越大ꎬ它们的差别越大ꎮ 也就是说ꎬ度量可提供一种定量的工具ꎬ描述意义相反的

相似关系ꎮ 与现有的模糊粗糙集模型的基本结构相比ꎬ度量可作为经典二元关系的一种量化扩展结构ꎬ能够

更精确更合理地描述对象之间的差异和联系ꎬ而二型模糊预序将半度量和模糊预序统一在同个框架中ꎬ基于

二型模糊预序的模糊粗糙集模型为复杂问题的解决提供更有效的综合数学方法ꎮ
本文构造一个基于二型模糊预序的模糊粗糙集模型ꎬ提出一种基于半度量和模糊预序的粗糙集模型的

通用框架ꎮ 使用二型模糊预序作为基本结构定义和研究模糊粗糙集ꎬ定义一对模糊上下近似算子ꎬ并且研究

它们的性质和相互关系ꎬ然后证明上可定义集和下可定义集的等价关系以及它们可以构成一个满层的

Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ模糊拓扑ꎮ

１　 预备知识

定义 １　 设 Ｔ:[０ꎬ１]×[０ꎬ１]→[０ꎬ１]是[０ꎬ１]上的二元函数ꎬ则称 Ｔ 为[０ꎬ１]上的三角模ꎬ简称为三角模

(以下简称 ｔ 模)ꎬ 若对于任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈[０ꎬ１]ꎬＴ 满足

(１) Ｔ(ｘꎬｙ)＝ Ｔ(ｙꎬｘ)ꎻ
(２) Ｔ(ｘꎬＴ(ｙꎬｚ))＝ Ｔ(Ｔ(ｘꎬｙ)ꎬｚ)ꎻ
(３) 当 ｙ≤ｚ 时ꎬ有 Ｔ(ｘꎬｙ)＝ Ｔ(ｘꎬｚ)ꎻ
(４) Ｔ(ｘꎬ１)＝ ｘꎮ

　 　 当 Ｔ 在[０ꎬ１] ２ 上左连续时ꎬ称 Ｔ 为左连续 ｔ 模ꎮ
运算∗为一个左连续 ｔ 模并等价地表述为ꎬ对于任意的 ｘ∈[０ꎬ１]以及 Ｓ⊆[０ꎬ１]ꎬ ｘ∗(∨Ｓ)＝ ∨

ｓ∈Ｓ
(ｘ∗ｓ)ꎮ 该

运算还可以等价地表述为ꎬ存在一个蕴含算子→:[０ꎬ１] ×[０ꎬ１]→[０ꎬ１]ꎬ使得对于任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈[０ꎬ１]ꎬ
ｘ∗ｙ≤ｚ当且仅当 ｘ≤ｙ→ｚꎮ

左连续 ｔ 模有很多例子ꎬ例如ꎬ
(１) 取小 ｔ 模∧:ｘ∧ｙ＝ｍｉｎ{ｘꎬｙ}ꎻ

(２) 乘积 ｔ 模∗ｐ:ｘ∗ｐｙ＝ ｘ􀅰ｙꎻ
(３) Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ ｔ 模∗Ｌｕ:ｘ∗Ｌｕｙ＝ｍａｘ{ｘ＋ｙ－１ꎬ０}ꎮ
定义 ２[２４] 　 设 Ｘ 是一个非空集合ꎬ∗为一个左连续 ｔ 模ꎬ则称 Ｅ 为一个二型模糊预序ꎬ称序对(ＸꎬＥ)为

一个二型模糊预序集ꎬ若映射 Ｅ:Ｘ×Ｘ×[０ꎬ１]→[０ꎬ１]满足:
(Ｍ１) 对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｘ 和 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｅ(ｘꎬｙꎬ０)＝ Ｅ(ｘꎬｘꎬｔ)＝ １ꎻ
(Ｍ２) 对于任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｘ 和 ｓꎬｔ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｅ(ｘꎬｙꎬｓ)∗Ｅ(ｙꎬｚꎬｔ)≤Ｅ(ｘꎬｚꎬｓ∗ｔ)ꎮ

例 １[２７] 　 设 Ｘ 是一个非空集合ꎬ则称 ｅ 为一个模糊预序ꎬ 若映射 ｅ:Ｘ×Ｘ→[０ꎬ１]满足:
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(Ｅ１) 对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ ｅ(ｘꎬｘ)＝ １ꎻ
(Ｅ２) 对于任意的 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｘꎬ ｅ(ｘꎬｙ)∗ｅ(ｙꎬｚ)≤ｅ(ｘꎬｚ)ꎮ
对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｘ 和 ｒ∈[０ꎬ１]ꎬ定义Ｅｅ:Ｘ×Ｘ×[０ꎬ１]→[０ꎬ１]为

Ｅｅ(ｘꎬｙꎬｒ)＝ ｒ→ｅ(ｘꎬｙ)ꎬ
则 Ｅｅ 是一个二型模糊预序ꎮ

证明　 设 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｘꎬ ｓꎬｔ∈[０ꎬ１]ꎬ
(Ｍ１) Ｅｅ(ｘꎬｙꎬ０)＝ ０→ｅ(ｘꎬｙ)＝ １ꎻ

Ｅｅ(ｘꎬｘꎬｔ)＝ ｔ→ｅ(ｘꎬｘ)＝ ｔ→１＝１ꎮ
(Ｍ２)

　 Ｅｅ(ｘꎬｙꎬｓ)∗Ｅｅ(ｙꎬｚꎬｔ)
＝ [ｓ→ｅ(ｘꎬｙ)]∗[ ｔ→ｅ(ｙꎬｚ)]
≤(ｓ∗ｔ)→[ｅ(ｘꎬｙ)∗ｅ(ｙꎬｚ)]
≤(ｓ∗ｔ)→ｅ(ｘꎬｚ)
＝ Ｅｅ(ｘꎬｚꎬｓ∗ｔ)ꎬ

则 Ｅｅ(ｘꎬｙꎬｓ)∗Ｅｅ(ｙꎬｚꎬｔ)≤Ｅｅ(ｘꎬｚꎬｓ∗ｔ)ꎮ 综上ꎬＥｅ 是一个二型模糊预序ꎮ
设∗是 ｔ 模ꎬ若对于任意的 ａꎬｂ∈[０ꎬ１]且 ａ≤ｂ 时ꎬ存在 ｃ∈[０ꎬ１]ꎬ使得 ａ＝ｂ∗ｃꎬ或等价地ꎬ∗:[０ꎬ１]×

[０ꎬ１]→[０ꎬ１]是一个连续函数ꎬ则称∗是可除的[２８]ꎮ
命题 １　 设(ＸꎬＥ)是一个二型模糊预序集ꎬ若∗是一个可除的 ｔ 模ꎬ则对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｘꎬ Ｅ(ｘꎬｙꎬ－)是

单调递减函数ꎮ
证明　 设 ｘꎬｙ∈Ｘ 且 ｓꎬｔ∈[０ꎬ１]ꎬ若 ｓ≤ｔꎬ通过∗的可除性ꎬ存在 ｒ∈[０ꎬ１]ꎬ使得 ｓ＝ ｔ∗ｒꎮ 那么

Ｅ(ｘꎬｙꎬｓ)＝ Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ∗ｒ)≥Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗Ｅ(ｙꎬｙꎬｒ)＝ Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗１＝Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)ꎮ
定义 ３[２９] 　 论域 Ｘ 上的模糊集合(或称模糊子集)Ａ 是 Ｘ 到[０ꎬ１]的一个映射(称为隶属函数)

μＡ:Ｘ→[０ꎬ１]ꎮ
对于 ｘ∈Ｘꎬ称 μＡ(ｘ)为对于 Ａ 的隶属度ꎮ

对于 ａ∈[０ꎬ１]ꎬ记 ａＸ 为恒取 ａ 的常值模糊子集ꎬ并且记Ｆ (Ｘ)为 Ｘ 的模糊子集族的全体ꎮ 对于

{Ａ ｉ ｜ ｉ∈Ｉ}⊆Ｆ (Ｘ)ꎬ则(∨ｉ Ａ ｉ)(ｘ)＝ ｓｕｐ{Ａ ｉ(ｘ) ｜ ｉ∈Ｉ} ꎬ (∧ｉ Ａ ｉ)(ｘ)＝ ｉｎｆ{Ａ ｉ(ｘ) ｜ ｉ∈Ｉ}ꎮ

２　 二型模糊预序诱导的模糊粗糙集模型

本章将根据二型模糊预序集构造一对模糊粗糙近似算子ꎬ并研究它们的性质和内在关系ꎮ
定义 ４　 设(ＸꎬＥ)是一个二型模糊预序集ꎬ定义上近似算子ＡｐｒＥ 与下近似算子ＡｐｒＥ:Ｆ (Ｘ)→Ｆ (Ｘ)

为:对于任意的 Ａ∈Ｆ (Ｘ)和 ｘ∈Ｘꎬ

ＡｐｒＥ(Ａ)(ｘ)＝ ∨
ｙ∈Ｘ

∨
ｔ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｙ)∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔꎻ

ＡｐｒＥ(Ａ)(ｘ)＝ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ)→Ａ(ｙ)ꎮ

分别称算子ＡｐｒＥꎬ ＡｐｒＥ:Ｆ (Ｘ)→Ｆ (Ｘ)为由二型模糊预序 Ｅ 诱导的模糊上粗糙近似算子和模糊下粗

糙近似算子ꎮ
Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)的值可以理解为 ｘ 与 ｙ 的相似度大于等于 ｔ 的程度ꎮ 由于二型模糊预序集 Ｅ 不必满足对称

性ꎬ我们需要注意ꎬ在模糊上下近似算子的定义中ꎬｘꎬｙ 不能更改为同一顺序ꎮ 接下来我们研究模糊上下粗

糙近似算子的性质ꎮ
定理 １　 设(ＸꎬＥ)是一个二型模糊预序集ꎬ则对于任意的 Ａ∈Ｆ (Ｘ)ꎬ ａ∈[０ꎬ１]和{Ａｉ ｜ ｉ∈Ｉ}⊆Ｆ (Ｘ)ꎬ有

(Ｕ１) Ａ≤ＡｐｒＥ(Ａ)≤１Ｘꎻ

(Ｕ２) ＡｐｒＥ(ａＸ)＝ ａＸꎻ
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(Ｕ３) ＡｐｒＥ(∨ｉ Ａ ｉ)＝ ∨ｉ ＡｐｒＥ(Ａ ｉ)ꎻ

(Ｕ４) ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))＝ ＡｐｒＥ(Ａ)ꎻ

(Ｕ５) ＡｐｒＥ(ａ∗Ａ)＝ ａ∗ＡｐｒＥ(Ａ)ꎮ

证明　 (Ｕ１) 显然ꎬＡｐｒＥ(Ａ)≤１Ｘꎮ 对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ

　 ＡｐｒＥ(Ａ)(ｘ)
＝ ∨

ｙ∈Ｘ
∨

ｔ∈[０ꎬ１]
Ａ(ｙ)∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ

≥ ∨
ｔ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｘ)∗Ｅ(ｘꎬｘꎬｔ)∗ｔ

＝ ∨
ｔ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｘ)∗１∗ｔ

＝Ａ(ｘ)∗ ∨
ｔ∈[０ꎬ１]

ｔ

＝Ａ(ｘ)ꎬ

因此ꎬＡ≤ＡｐｒＥ(Ａ)≤１Ｘꎮ
(Ｕ２) 对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ ∨

ｙ∈Ｘ
∨

ｔ∈[０ꎬ１]
Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ≥ ∨

ｔ∈[０ꎬ１]
Ｅ(ｘꎬｘꎬｔ)∗ｔ＝ ∨

ｔ∈[０ꎬ１]
１∗ｔ＝ １ꎬ从而

　 ＡｐｒＥ(ａＸ)(ｘ)
＝ ∨

ｙ∈Ｘ
∨

ｔ∈[０ꎬ１]
ａ∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ

＝ａ∗[∨
ｙ∈Ｘ

∨
ｔ∈[０ꎬ１]

Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ]

＝ａ∗１
＝ａꎬ

因此ꎬＡｐｒＥ(ａＸ)＝ ａＸꎮ
(Ｕ３) 对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ

　 ＡｐｒＥ(∨ｉ Ａ ｉ)(ｘ)
＝ ∨

ｙ∈Ｘ
∨

ｔ∈[０ꎬ１]
(∨ｉ Ａ ｉ)(ｙ)∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ

＝∨ｉ ∨
ｙ∈Ｘ

∨
ｔ∈[０ꎬ１]

Ａ ｉ(ｙ)∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ

＝∨ｉ ＡｐｒＥ(Ａ ｉ)(ｘ)ꎬ

因此ꎬＡｐｒＥ(∨ｉ Ａ ｉ)＝ ∨ｉ ＡｐｒＥ(Ａ ｉ)ꎮ

(Ｕ４) 由(Ｕ１)可知ＡｐｒＥ(Ａ)≤ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))ꎮ 对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ

　 ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))(ｘ)

＝ ∨
ｙ∈Ｘ

∨
ｓ∈[０ꎬ１]

ＡｐｒＥ(Ａ)∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｓ)∗ｓ

＝ ∨
ｙ∈Ｘ

∨
ｓ∈[０ꎬ１]

∨
ｚ∈Ｘ

∨
ｔ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｚ)∗Ｅ(ｚꎬｙꎬｔ)∗ｔ∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｓ)∗ｓ

＝ ∨
ｙꎬｚ∈Ｘ

∨
ｓꎬｔ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｚ)∗Ｅ(ｚꎬｙꎬｔ)∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｓ)∗ｓ∗ｔ

≤∨
ｚ∈Ｘ

∨
ｓꎬｔ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｚ)∗Ｅ(ｚꎬｘꎬｓ∗ｔ)∗(ｓ∗ｔ)

≤∨
ｚ∈Ｘ

∨
ｍ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｚ)∗Ｅ(ｚꎬｘꎬｍ)∗ｍ

＝ＡｐｒＥ(Ａ)(ｘ)ꎬ

因此ꎬＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))＝ ＡｐｒＥ(Ａ)ꎮ
(Ｕ５) 由运算 ａ∗(－)的保并性易得ꎮ
定理 ２　 设(ＸꎬＥ)是一个二型模糊预序集ꎬ则对于任意的 Ａ∈Ｆ (Ｘ)ꎬ ａ∈[０ꎬ１]和{Ａｉ ｜ ｉ∈Ｉ}⊆Ｆ (Ｘ)ꎬ有
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(Ｌ１) ０Ｘ≤ＡｐｒＥ(Ａ)≤Ａꎻ
(Ｌ２) ＡｐｒＥ(ａＸ)＝ ａＸꎻ
(Ｌ３) ＡｐｒＥ(∧ｉＡ ｉ)＝ ∧ｉ ＡｐｒＥ(Ａ ｉ)ꎻ
(Ｌ４) ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))＝ ＡｐｒＥ(Ａ)ꎻ
(Ｌ５) ＡｐｒＥ(ａ→Ａ)＝ ａ→ＡｐｒＥ(Ａ)ꎮ
证明　 (Ｌ１) 显然ꎬ０Ｘ≤ＡｐｒＥ(Ａ)ꎮ 对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ

　 ＡｐｒＥ(Ａ)(ｘ)

＝ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ)→Ａ(ｙ)

≤ ∧
ｔ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｘꎬｔ)∗ｔ)→Ａ(ｘ)

＝ ∧
ｔ∈[０ꎬ１]

(１∗ｔ)→Ａ(ｘ)

＝ ( ∨
ｔ∈[０ꎬ１]

ｔ)→Ａ(ｘ)

＝ １→Ａ(ｘ)
＝ Ａ(ｘ)ꎬ

因此ꎬ０Ｘ≤ＡｐｒＥ(Ａ)≤Ａꎮ
(Ｌ２) 对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ ∨

ｙ∈Ｘ
∨

ｔ∈[０ꎬ１]
Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ≥ ∨

ｔ∈[０ꎬ１]
Ｅ(ｘꎬｘꎬｔ)∗ｔ＝ ∨

ｔ∈[０ꎬ１]
１∗ｔ＝ １ꎬ从而ꎬ

　 ＡｐｒＥ(ａＸ)(ｘ)

＝ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ)→ａ

＝ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

[(Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ)→ａ]

＝[∨
ｙ∈Ｘ

∨
ｔ∈[０ꎬ１]

Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ]→ａ

＝ １→ａ
＝ａꎬ

因此ꎬＡｐｒＥ(ａＸ)＝ ａＸꎮ
(Ｌ３) 对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ

　 ＡｐｒＥ(∧ｉ Ａ ｉ)(ｘ)

＝ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ)→∧ｉＡ ｉ(ｙ)

＝ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

∧ｉ(Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ)→Ａ ｉ(ｙ)

＝ ∧ｉ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ)→Ａ ｉ(ｙ)

＝ ∧ｉ ＡｐｒＥ(Ａ ｉ)(ｘ)ꎬ
因此ꎬＡｐｒＥ(∧ｉＡ ｉ)＝ ∧ｉ ＡｐｒＥ(Ａ ｉ)ꎮ

(Ｌ４) 由(Ｌ１)可知ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))≤ＡｐｒＥ(Ａ)ꎮ 对于任意的 ｘ∈Ｘꎬ
　 ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))(ｘ)

＝ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｓ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｙꎬｓ)∗ｓ)→ＡｐｒＥ(Ａ)(ｙ)

＝ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｓ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｙꎬｓ)∗ｓ)→[∧
ｚ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｙꎬｚꎬｔ)∗ｔ)→Ａ(ｚ)]

＝ ∧
ｙꎬｚ∈Ｘ

∧
ｓꎬｔ∈[０ꎬ１]

[(Ｅ(ｘꎬｙꎬｓ)∗ｓ)∗(Ｅ(ｙꎬｚꎬｔ)∗ｔ)]→Ａ(ｚ)

≥∧
ｚ∈Ｘ

∧
ｓꎬｔ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｚꎬｓ∗ｔ)∗(ｓ∗ｔ))→Ａ(ｚ)

≥∧
ｚ∈Ｘ

∧
ｍ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｚꎬｍ)∗ｍ)→Ａ(ｚ)

＝ ＡｐｒＥ(Ａ)(ｘ)ꎬ
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因此ꎬＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))＝ ＡｐｒＥ(Ａ)ꎮ
(Ｌ５) 由运算 ａ→(－)的保交性易得ꎮ
定理 ３　 设(ＸꎬＥ)是一个二型模糊预序集ꎬ则对于任意的 Ａ∈Ｆ (Ｘ)ꎬ

(１) ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))＝ ＡｐｒＥ(Ａ)ꎻ

(２) ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))＝ ＡｐｒＥ(Ａ)ꎮ

证明　 (１) 根据(Ｕ１)ꎬ仅需证明ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))≤ＡｐｒＥ(Ａ)ꎮ 设 ｘ∈Ｘꎬ则

　 ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))(ｘ)

＝ ∨
ｙ∈Ｘ

∨
ｔ∈[０ꎬ１]

ＡｐｒＥ(Ａ)(ｙ)∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ

＝ ∨
ｙ∈Ｘ

∨
ｔ∈[０ꎬ１]

[∧
ｐ∈Ｘ

∧
ｓ∈[０ꎬ１]

Ｅ(ｙꎬｐꎬｓ)∗ｓ→Ａ(ｐ)]∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔꎮ

需证

　 ∨
ｙ∈Ｘ

∨
ｔ∈[０ꎬ１]

[∧
ｐ∈Ｘ

∧
ｓ∈[０ꎬ１]

Ｅ(ｙꎬｐꎬｓ)∗ｓ→Ａ(ｐ)]∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ

≤∧
ｚ∈Ｘ

∧
ｒ∈[０ꎬ１]

[Ｅ(ｘꎬｚꎬｒ)∗ｒ]→Ａ(ｚ)ꎬ

或等价地ꎬ对于任意的 ｙꎬｚ∈Ｘ 和 ｒꎬｔ∈[０ꎬ１]ꎬ
[∧

ｐ∈Ｘ
∧

ｓ∈[０ꎬ１]
[Ｅ(ｙꎬｐꎬｓ)∗ｓ→Ａ(ｐ)]∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ∗[Ｅ(ｘꎬｚꎬｒ)∗ｒ]≤Ａ(ｚ)ꎮ

事实上ꎬ
　 [∧

ｐ∈Ｘ
∧

ｓ∈[０ꎬ１]
[Ｅ(ｙꎬｐꎬｓ)∗ｓ→Ａ(ｐ)]∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ∗[Ｅ(ｘꎬｚꎬｒ)∗ｒ]

≤[ ∧
ｓ∈[０ꎬ１]

Ｅ(ｙꎬｚꎬｓ)∗ｓ→Ａ(ｚ)]∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ∗[Ｅ(ｘꎬｚꎬｒ)∗ｒ]

≤[Ｅ(ｙꎬｚꎬｔ∗ｒ)∗( ｔ∗ｒ)→Ａ(ｚ)]∗Ｅ(ｙꎬｘꎬｔ)∗ｔ∗[Ｅ(ｘꎬｚꎬｒ)∗ｒ]
≤[Ｅ(ｙꎬｚꎬｔ∗ｒ)∗( ｔ∗ｒ)→Ａ(ｚ)]∗Ｅ(ｙꎬｚꎬｔ∗ｒ)∗( ｔ∗ｒ)
≤Ａ(ｚ)ꎬ

因此ꎬＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))(ｘ)＝ ＡｐｒＥ(Ａ)(ｘ)ꎮ

(２) 根据(Ｌ１)ꎬ仅需证明ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))≥ＡｐｒＥ(Ａ)ꎮ 设 ｘ∈Ｘꎬ则

　 ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))(ｘ)

＝ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ)→ＡｐｒＥ(Ａ)(ｙ)

＝ ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

(Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ)→[∨
ｐ∈Ｘ

∨
ｓ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｐ)∗Ｅ(ｐꎬｙꎬｓ)∗ｓ]ꎮ

需要证明

　 ∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ→[∨
ｐ∈Ｘ

∨
ｓ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｐ)∗Ｅ(ｐꎬｙꎬｓ)∗ｓ]

≥∨
ｚ∈Ｘ

∨
ｒ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｚ)∗Ｅ(ｚꎬｘꎬｒ)∗ｒꎬ

或等价地ꎬ对于任意的 ｙꎬｚ∈Ｘ 和 ｒꎬｔ∈[０ꎬ１]ꎬ
∨
ｐ∈Ｘ

∨
ｓ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｐ)∗Ｅ(ｐꎬｙꎬｓ)∗ｓ≥Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ∗Ａ(ｚ)∗Ｅ(ｚꎬｘꎬｒ)∗ｒꎮ

事实上ꎬ
　 ∨

ｐ∈Ｘ
∨

ｓ∈[０ꎬ１]
Ａ(ｐ)∗Ｅ(ｐꎬｙꎬｓ)∗ｓ

≥ ∨
ｓ∈[０ꎬ１]

Ａ(ｚ)∗Ｅ(ｚꎬｙꎬｓ)∗ｓ

≥Ａ(ｚ)∗Ｅ(ｚꎬｙꎬｔ∗ｒ)∗( ｔ∗ｒ)
≥Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ∗Ａ(ｚ)∗Ｅ(ｚꎬｘꎬｒ)∗ｒꎬ

因此ꎬＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))(ｘ)＝ ＡｐｒＥ(Ａ)(ｘ)ꎮ
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３　 可定义模糊集

粗糙集理论的一个基本思想是通过特定的公式利用可定义集找到不可定义集的近似ꎮ 在语义上ꎬ语言

中的公式是概念的内涵ꎬ与公式相对应ꎬ将语言中的公式定义集赋给满足公式的对象集被看作是概念的外

延ꎮ 因此ꎬ如果一组对象是使用描述性语言的一个公式的本质含义的集合ꎬ那么它是可定义的ꎬ否则它是不

可定义的ꎻ另一种解释是ꎬ一个公式的可定义集正是它的不动点ꎬ这些不动点由这个公式完全确定ꎬ它们构成

近似空间的基本信息[３０]ꎮ

设(ＸꎬＥ)是一个二型模糊预序集ꎬ对于 Ａ∈Ｆ (Ｘ)ꎬ若ＡｐｒＥ(Ａ)＝ Ａ(ＡｐｒＥ(Ａ)＝ Ａ)ꎬ那么称 Ａ 为上(下)可
定义的ꎮ 首先证明上可定义性和下可定义性是等价的ꎮ

定理 ４　 设(ＸꎬＥ)是一个二型模糊预序集ꎬ对于任意的 Ａ∈Ｆ (Ｘ)ꎬ下列陈述是等价的:
(１) Ａ 是上可定义的ꎻ
(２) 对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｘ 和 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ≤Ａ(ｘ)→Ａ(ｙ)ꎻ
(３) Ａ 是下可定义的ꎮ
证明　 (１)⇔(２)ꎮ
Ａ 是上可定义的

⇔ ＡｐｒＥ(Ａ)≤Ａꎬ
⇔ ∀ｙ∈Ｘꎬ ∨

ｘ∈Ｘ
∨

ｔ∈[０ꎬ１]
Ａ(ｘ)∗Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ≤Ａ(ｙ)ꎬ

⇔ ∀ｘꎬｙ∈Ｘꎬ ∀ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ≤Ａ(ｘ)→Ａ(ｙ)ꎮ
(２)⇔(３)ꎮ
Ａ 是下可定义的

⇔ Ａ≤ＡｐｒＥ(Ａ)ꎬ

⇔ ∀ｘ∈Ｘꎬ Ａ(ｘ)≤∧
ｙ∈Ｘ

∧
ｔ∈[０ꎬ１]

[Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ→Ａ(ｙ)]ꎬ

⇔ ∀ｘꎬｙ∈Ｘꎬ ∀ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔ≤Ａ(ｘ)→Ａ(ｙ)ꎮ
若 Ａ∈Ｆ (Ｘ)满足定理 ４ 的条件ꎬ则称 Ａ 为(ＸꎬＥ)的可定义集ꎬ并使用 ＤＦ (Ｘ)来表示(ＸꎬＥ)的所有可

定义集构成的集族ꎮ

注 １　 (１) 设(ＸꎬＥ)是一个二型模糊预序集ꎬＡ∈Ｆ (Ｘ)ꎬ则ＡｐｒＥ(Ａ)是大于等于 Ａ 的最小可定义集ꎬ
ＡｐｒＥ(Ａ)是小于等于 Ａ 的最大可定义集ꎮ

(２) 定理 ３ 可以被视为定理 ４ 的一个推论ꎮ 由(Ｕ４)可知ＡｐｒＥ(Ａ)是可定义的ꎬ因此ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))＝

ＡｐｒＥ(Ａ)ꎻ类似地ꎬ由(Ｌ４)可知ＡｐｒＥ(Ａ)是可定义的ꎬ因此ＡｐｒＥ(ＡｐｒＥ(Ａ))＝ ＡｐｒＥ(Ａ)ꎮ
下面研究 ＤＦ (Ｘ)的拓扑性质ꎮ
定理 ５　 设(ＸꎬＥ)是一个二型模糊预序集ꎬ则集族 ＤＦ (Ｘ)是 Ｘ 上的一个满层的 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ 模糊拓扑ꎬ即
(ＤＦ１) ａＸ∈ＤＦ (Ｘ)(∀ａ∈[０ꎬ１])ꎻ
(ＤＦ２) ∨ｉ Ａ ｉꎬ∧ｉ Ａ ｉ∈ＤＦ (Ｘ)(∀{Ａ ｉ ｜ ｉ∈Ｉ}⊆ＤＦ (Ｘ))ꎻ
(ＤＦ３) ａ∗Ａꎬ ａ→Ａ∈ＤＦ (Ｘ)(∀ａ∈[０ꎬ１]ꎬ Ａ∈ＤＦ (Ｘ))ꎮ
证明　 将利用定理 ４(２)进行证明ꎮ 设 ｘꎬｙ∈Ｘꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ
(ＤＦ１) 对于任意的 ａ∈[０ꎬ１]ꎬ

ａＸ(ｘ)→ａＸ(ｙ)＝ ａ→ａ＝ １≥Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔꎮ
因此ꎬａＸ∈ＤＦ (Ｘ)ꎮ

(ＤＦ２) 对于任意的{Ａ ｉ ｜ ｉ∈Ｉ}⊆ＤＦ (Ｘ)ꎬ
(∨ｉ Ａ ｉ(ｘ))→(∨ｉ Ａ ｉ(ｙ))≥∧ｉ[Ａ ｉ(ｘ)→Ａ ｉ(ｙ)]≥Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔꎻ
(∧ｉ Ａ ｉ(ｘ))→(∧ｉ Ａ ｉ(ｙ))≥∧ｉ[Ａ ｉ(ｘ)→Ａ ｉ(ｙ)]≥Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔꎮ
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因此ꎬ∨ｉ Ａ ｉꎬ∧ｉ Ａ ｉ∈ＤＦ (Ｘ)ꎮ
(ＤＦ３) 对于任意的 ａ∈[０ꎬ１]ꎬ Ａ∈ＤＦ (Ｘ)ꎬ

(ａ∗Ａ(ｘ))→(ａ∗Ａ(ｙ))≥Ａ(ｘ)→Ａ(ｙ)≥Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔꎻ
(ａ→Ａ(ｘ))→(ａ→Ａ(ｙ))≥Ａ(ｘ)→Ａ(ｙ)≥Ｅ(ｘꎬｙꎬｔ)∗ｔꎮ

因此ꎬａ∗Ａꎬ ａ→Ａ∈ＤＦ (Ｘ)ꎮ
注 ２　 集族 ＤＦ (Ｘ)是一个模糊拓扑ꎬ且其内部算子和闭包算子恰好分别是模糊上粗糙近似算子和模

糊下粗糙近似算子ꎮ

４　 结论

包括模糊预序和模糊相似性在内的模糊关系是粗糙集理论的重要工具ꎮ 半度量是一种非对称的距离函

数ꎬ它提供一种定量的工具来描述意义相反的相似关系ꎮ 作为半度量和模糊预序的一个共同推广ꎬ二型模糊

预序被视为一种多值关系ꎮ 本文构造了一个基于二型模糊预序的模糊粗糙集模型ꎬ提出了一种基于半度量

和模糊预序的粗糙集模型通用框架ꎮ 使用二型模糊预序作为基本结构来研究模糊粗糙集ꎬ定义了一对模糊

上下近似算子ꎬ并且研究它们的性质和相互关系ꎬ证明了上可定义集和下可定义集的等价关系ꎬ并且上可定

义集和下可定义集构成一个满层的 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ 模糊拓扑ꎬ该方法在数据挖掘和图像处理中具有潜在的应用

前景[３１]ꎮ
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