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具有任意频率的拟周期驱动阻尼振子方程响应解的存在性

舒兴奎ꎬ杨莲ꎬ王芬芬∗

(四川师范大学数学科学学院ꎬ 四川 成都 ６１００６６)

摘要:致力于寻找一个具有任意频率的拟周期驱动阻尼振子方程

ｘｔｔ＋μｘｔ＋ｘ－βｘ２ ＝εｆ(ωｔ)
响应解的存在性(即与驱动频率相同的拟周期解)ꎮ 当 μ≠０且远离零时ꎬ系统是双曲的(特征值的实部非零)ꎬ此时不会出现

小除数问题ꎮ 因此ꎬ在不对频率 ω 施加任何算术性条件ꎬ也不要求驱动项的平均是零的情况下ꎬ将原方程响应解的存在性转

化为 Ｂａｎａｃｈ 空间中不动点问题ꎬ分别在解析、高阶可微的情形下用压缩映射原理证明方程响应解的存在性ꎮ
关键词:振子方程ꎻ响应解ꎻ压缩映射原理
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０　 引言

近些年来ꎬ人们对具有阻尼的非线性系统响应解的存在性非常感兴趣ꎮ 本文所考虑的系统是一个关于

时间导数的二阶方程ꎬ阻尼对应于一阶时间导数的项ꎬ即具有拟周期驱动的阻尼振子方程[１￣２]

ｘｔｔ＋μｘｔ＋ｘ－βｘ２ ＝εｆ(ωｔ)ꎬ　 ｘ∈Ｒꎬ (１)
其中 β∈Ｒꎬ μ∈Ｒ ＼{０}ꎬ ε 任意小并且 ω∈Ｒｄ ＼{０}(ｄ∈Ｎ＋:＝Ｎ ＼ {０})有理无关(ｋ􀅰ω≠０ꎬ ∀ｋ∈Ｚｄ ＼{０})ꎬ
ｆ:Ｔ ｄ→Ｒ(Ｔ ｄ ＝Ｒｄ / (２πＺ) ｄ)是关于时间 ｔ 的拟周期函数ꎬμ 称为阻尼系数ꎮ 本文的目标是在不对频率 ω 施加
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任何算术的条件下ꎬ寻找方程(１)的响应解ꎬ即频率为 ω 的拟周期解ꎬ具体形式见式(３)ꎮ
　 　 对于振子方程(１)ꎬ从动力系统角度来看ꎬ当 μ ＝ ０ 时ꎬ方程的线形部分是椭圆的(线形部分的特征值

是纯虚数)ꎮ 更进一步来说ꎬ椭圆方向导致在级数展开的表示中会出现系数
１

ｋ􀅰ω
( ｋ∈Ｚｄ ＼ {０}ꎬ ω∈Ｒｄ)ꎬ

即使频率 ω 非共振(ｋ􀅰ω≠０ꎬ ｋ∈Ｚｄ ＼ {０})ꎬ由 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 定理[３]可知ꎬω 的有理无关或者说 ｆ 的拟周期性

使得有无穷多个 ｋ 的整系数组合 ｋ􀅰ω 任意趋近零ꎬ此问题称为小除数问题(小分母问题) [４] ꎬ该问题由

Ｐｏｉｎｃａｒé 在研究天体力学问题的摄动方法中首次提出ꎮ 卡姆理论(Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ－Ａｒｎｏｌｄ－Ｍｏｓｅｒꎬ ＫＡＭ)正
是处理小除数问题的有效方法之一ꎮ Ｍｏｓｅｒ 等[５￣７]使用 ＫＡＭ 理论证明了当频率 ω 满足某些非共振条件

(如 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ 条件、Ｂｒｙｕｎｏ 条件)时ꎬ其响应解的存在性ꎮ 然而当 μ 远离原点时ꎬ系统(１)线形部分特

征值的实部非零ꎬ此时
１

ｋ􀅰ω
的分母有远离零的下界ꎬ因此小除数问题不会出现ꎮ Ｒａｆａｅｌ 等[８]在假设驱动

项的平均为零并且阻尼系数足够大的条件下ꎬ使用了压缩映射原理证明了强阻尼(μ 足够大)系统响应解

的存在性ꎮ Ｃｈｅｎｇ 等[９]考虑了一个具有退化平衡点的拟周期系统ꎬ在不假设驱动项的平均为零的情形

下ꎬ通过求解一个平均值方程并结合不动点理论获得系统的响应解ꎮ 受论文[８￣９]的启发ꎬ对于一般的阻

尼振子方程(１)ꎬ本文在不假设驱动 ｆ 的平均为零ꎬ也不对频率 ω 施加任何算术条件ꎬ当阻尼 μ 满足一定

条件( ｜ μ ｜ ≥μ０>０)(μ０ 是任意非零正数)ꎬ在系统是解析和高阶可微情形下ꎬ结合求解平均值方程与不动

点理论得出方程响应解的存在性ꎮ
值得注意的ꎬ条件 ｜ μ ｜≥μ０>０是本文压缩映射原理能够成功实施的关键(具体细节见第 ４ 章ꎬ即实特征

值不等于零是保证算子压缩的关键)ꎬ但是并不是强阻尼ꎮ 具体来说ꎬ当 μ 取值于一个不包含原点的区域

时ꎬ方程(１)在不同情况下(解析和高阶可微情况下)都能通过压缩映射原理构造出响应解ꎮ 当 μ 趋于原点

时ꎬ构造的算子不再是一个压缩ꎬ这将导致本文的方法不再适用ꎮ

１　 原方程(１)的转化

本章将启发式地讨论处理方程(１)的主要思想ꎮ 这里只介绍形式转化ꎬ而忽略参数的取值、空间的选

择ꎮ 这些细节将在后面讨论ꎬ但实际上ꎬ本节的形式转化将是后面精确定义的动机ꎮ 在将振子方程转化为不

动点方程之前ꎬ首先介绍一些基本概念ꎮ
１.１　 预备知识

对于函数 ｆ:Ｔ ｄ→Ｒꎬ记
－ｆ :＝

１
(２π) ｄ ∫Ｔｄ ｆ(θ)ｄθꎬ

~ｆ (θ):＝ ｆ(θ)－ －ｆ ꎮ

(２)

称
－ｆ 为 ｆ 关于 θ 的平均ꎬ ~ｆ 为 ｆ 的振荡部分ꎮ
本文感兴趣的是寻找频率为 ω∈Ｒｄ的拟周期解[１０￣１２]ꎬ也就是关于时间 ｔ 的解具有以下形式

ｘ( ｔ)＝ ａ＋Ｖ(ωｔ)ꎬ (３)
其中 ａ∈Ｒꎬ Ｖ:Ｔ ｄ→Ｒ 被称为 ｘ 的壳函数ꎮ 壳函数 Ｖ 将成为本篇论文接下来的核心处理对象ꎮ 值得注意的

是ꎬ函数 ｘ( ｔ)的表示并不是唯一的ꎮ 由 ａ１＋Ｖ１(ωｔ)＝ ａ２＋Ｖ ２(ωｔ)ꎬ只能得出Ｖ１ ＝Ｖ ２ ꎬ ａ１－ａ２ ＝Ｖ ２－Ｖ１ꎮ
频率 ω 的有理无关性保证了集合{ωｔ} ｔ∈Ｒ在环面 Ｔ ｄ上的稠密性ꎮ 因此ꎬ将式(３)带入方程(１)ꎬ结合

{ωｔ} ｔ∈Ｒ在环面 Ｔ ｄ上的稠密性得到方程(１)对于连续函数 ｘ( ｔ)成立ꎬ当且仅当壳函数 Ｖ 满足
(ω􀅰∂θ) ２Ｖ(θ)＋μ(ω􀅰∂θ)Ｖ(θ)＋ａ＋Ｖ(θ)－β(ａ＋Ｖ(θ)) ２ ＝ε

－ｆ ＋ε~ｆ (θ)ꎬ (４)
因此ꎬ求解方程(１)将转化为求解方程(４)ꎬ接下来试图将方程(４)转化成不动点方程ꎮ 然后ꎬ选取合适的

Ｂａｎａｃｈ 空间使得不动点定理成立ꎮ
１.２　 不动点方程

将方程(４)重写为
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(ω􀅰∂θ) ２Ｖ(θ)＋μ(ω􀅰∂θ)Ｖ(θ)＋Ｖ(θ)－２ａβＶ(θ)＝ ε
－ｆ ＋ε~ｆ (θ)－ａ＋βａ２＋βＶ ２(θ)ꎮ (５)

第一步ꎬ选择 ａ 满足以下平均值方程
βａ２－ａ＋ε－ｆ ＝ ０ꎮ (６)

由于 ε 足够小ꎬ则恒有 Δ＝ １－４βε－ｆ >０ꎮ 因此ꎬ以上平均值方程总是有解的ꎮ 第二步ꎬ定义如下线性算子 Ｌμ:

Ｌμ:＝(ω􀅰∂θ) ２＋μ(ω􀅰∂θ)＋１－２ａβꎮ (７)
结合式(６)、(７)ꎬ方程(５)可以表示成

Ｌμ(Ｖ(θ))＝ ε
~ｆ (θ)＋βＶ ２(θ)ꎮ (８)

若线性算子 Ｌμ 可逆(证明参见第 ３节)ꎬ这意味着式(８)可以转化为以下不动点方程:
Ｖ(θ)＝ Ｌ －１

μ [ε
~ｆ (θ)＋βＶ ２(θ)]≡Ｔμ(Ｖ)(θ)ꎬ (９)

这里引进算子 Ｔμꎮ 接下来的目标是在选取的 Ｂａｎａｃｈ 空间中选取一个开球ꎬ使得算子 Ｔμ 将此开球映射到自

身且该算子是压缩ꎮ
注记 １　 注意ꎬ方程(９)成立的关键点在于线性算子 Ｌμ 的可逆性ꎮ 事实上ꎬ空间范数由 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数所

刻画ꎬ在此情况下ꎬ只需估计线性算子在 Ｆｏｕｒｉｅｒ 基下的系数即可得到算子的有界性ꎮ 具体细节见第 １节ꎮ

２　 Ｂａｎａｃｈ 空间的选择及主要结果

这一章将选择合适的 Ｂａｎａｃｈ 空间使得压缩映射原理成立ꎮ 与此同时ꎬ选择的空间需要满足以下性质:
(１) 空间中函数的范数可以从 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数的大小中读出ꎮ 这使得式(７)中定义的线形算子 Ｌμ 在

Ｆｏｕｒｉｅｒ基下是对角的ꎬ从而该算子的范数可以比较简单且精确地估计出来ꎮ
(２) 所选空间必须具有 Ｂａｎａｃｈ 代数性质ꎬ以便进行乘法算子的范数估计ꎮ
对于空间的选择、范数的定义及空间的性质ꎬ主要参考文章[９ꎬ１３￣１５]中定义的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ

２.１　 Ｂａｎａｃｈ 空间的选择

对于 ρ≥０ꎬ记
Ｔ ｄ

ρ ＝{θ∈Ｃｄ / (２πＺ) ｄ:Ｒｅ(θｊ)∈Ｔꎬ ｜ Ｉｍ(θｊ) ｜≤ρꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｄ}ꎮ
将环 Ｔ ｄ

ρ上的周期函数 ｆ(θ)进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开为

ｆ(θ)＝∑
ｋ∈Ｚｄ

ｆ^ ｋｅｉｋ􀅰θꎬ

其中 ｋ􀅰θ＝∑
ｄ

ｊ ＝１
ｋｊθｊ 是 Ｃｄ 上的欧式乘积ꎬ ｆ^ ｋ 是 ｆ 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数ꎮ 如果函数 ｆ 在 Ｔ ｄ

ρ上是解析并且有界的ꎬ则

Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数满足以下 Ｃａｕｃｈｙ 界:
｜ ｆ^ ｋ ｜≤ｍａｘ

θ∈Ｔ ｄρ
｜ ｆ(θ) ｜􀅰ｅ－ρ ｜ ｋ ｜ ꎬ

其中 ｜ ｋ ｜ ＝∑
ｄ

ｊ ＝１
｜ ｋｊ ｜ ꎮ

定义 １　 对于 ｍ∈Ｎ＋ꎬ ρ≥０ꎬ用 Ｈ ρꎬｍ表示在 Ｔ ｄ
ρ上满足有界范数的函数 Ｖ 构成的空间:

Ｈ ρꎬｍ:＝Ｈ ρꎬｍ(Ｔ ｄ)

＝ {Ｖ:Ｔ ｄ
ρ→Ｃ ｜‖Ｖ‖２

ρꎬｍ ＝∑
ｋ∈Ｚｄ
｜ Ｖ^ｋ ｜ ２ｅ２ρ ｜ ｋ ｜( ｜ ｋ ｜ ２＋１)ｍ<＋∞ }ꎮ

显然ꎬ空间(Ｈ ρꎬｍꎬ‖􀅰‖Ｈ ρꎬｍ)是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ事实上是一个 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎮ 特别地ꎬ当 ρ＝ ０时ꎬＨ ｍ:＝

Ｈ ０ꎬｍ是一个标准的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间(具体细节见参考文献[１６￣１７])ꎮ 为了简化符号ꎬ使用缩写‖􀅰‖ｍ:＝
‖􀅰‖０ꎬｍꎮ 当 ρ>０时ꎬ从实解析的角度来看ꎬ考虑的 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｈ ρꎬｍ中的函数对于实变量取实值ꎬ本文的压

缩映射原则将在 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｈ ρꎬｍ中成立ꎮ
接下来给出 Ｂａｎａｃｈ 空间的代数性质ꎮ
引理 １ (Ｂａｎａｃｈ 代数性质)　 对于 Ｂａｎａｃｈ 代数有以下两种性质:

(１) Ｓｏｂｏｌｅｖ 情形[１６￣１７]:设 ρ＝ ０ꎬ ｍ> ｄ
２
ꎬ存在一个只依赖于 ｍ、ｄ 的常数 Ｃｍꎬｄ>０ 满足对于 ｕ１ꎬｕ２∈Ｈｍ有
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ｕ１􀅰ｕ２∈Ｈｍ并且

‖ｕ１ｕ２‖Ｈｍ≤Ｃｍꎬｄ‖ｕ１‖Ｈｍ‖ｕ２‖Ｈｍꎮ
(２) 解析情形[９]:设 ρ>０ꎬ ｍ>ｄꎬ存在一个只依赖于 ρꎬｍꎬｄ 的常数 Ｃρꎬｍꎬｄ >０ 满足对于 ｕ１ꎬｕ２∈Ｈ ρꎬｍ有

ｕ１􀅰ｕ２∈Ｈ ρꎬｍ并且

‖ｕ１ｕ２‖Ｈ ρꎬｍ≤Ｃρꎬｍꎬｄ‖ｕ１‖Ｈ ρꎬｍ‖ｕ２‖Ｈ ρꎬｍꎮ
特别地ꎬ对于上述 ρ、ｍ、ｄꎬＨ ρꎬｍ是一个 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎮ

２.２　 主要结果

本节根据驱动 ｆ 的可微性不同获得相对应的解ꎮ 更精确地说ꎬ当 ｆ 解析时ꎬ得到 Ｈ ρꎬｍ空间中的解ꎬ当 ｆ 是
高阶可微时ꎬ得到 Ｈｍ空间中的解ꎮ

定理 １　 对于方程(１)ꎬ若 ｆ∈Ｈ ρꎬｍꎬ ρ>０ꎬ ｍ>ｄꎬ对于 μ∈Γꎬ其中

Γ:＝{μ∈Ｒ: ｜ μ ｜≥μ０>０}ꎬ (１０)
μ０ 是任意常数ꎬ则在空间 Ｈ ρꎬｍ中ꎬ方程(１)存在一个形如式(３)的解ꎮ

定理 ２　 对于方程(１)ꎬ若 ｆ∈Ｈｍꎬ ｍ> ｄ
２
ꎬ对于 μ∈Γꎬ则在空间 Ｈｍ中ꎬ方程(１)存在一个形如式(３)

的解ꎮ
注记 ２　 在定理 １和定理 ２中没有对驱动频率 ω∈Ｒｄ添加任何算术条件ꎮ 对于解的存在性ꎬ将用压缩

映射原理证明(具体见第 ３章)ꎬ本文不仅得出解析的结果还得出高阶光滑的结果ꎮ 事实上ꎬ压缩映射原理

能够成功实施完全得益于选取的 ｜ μ ｜≥μ０>０ꎮ 在剔除掉一个以原点 μ ＝ ０ 为中心的小区域时ꎬ系统(１)只有

双曲方向ꎬ此时不会产生小除数
１

｜ ‹ｋꎬω› ｜
ꎬ因此ꎬ不需要 ω 满足任何非退化条件如 Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ 或者 Ｂｒｙｕｎｏ

条件ꎮ

３　 解析和高阶可微情形:定理 １和定理 ２的证明

对于 μ∈Γꎬ方程(１)解的存在性等价于不动点方程
Ｖ(θ)＝ Ｌ －１

μ [ε
~ｆ (θ)＋βＶ ２(θ)]≡Ｔμ(Ｖ)(θ) (１１)

不动点的存在性ꎮ 由第 １.２节知ꎬ首先需要通过平均值方程选取 ａꎻ其次ꎬ方程(１１)的成立基于算子 Ｌμ 可逆

以及逆算子 Ｌ －１
μ 有界ꎮ

由式(６)知ꎬ选取 ａ 满足平均值方程:
βａ２－ａ＋ε －ｆ ＝ ０ꎮ (１２)

当 β＝ ０时ꎬ平均值方程存在根 ａ＝ε －ｆ ꎻ而当 β≠０时ꎬ由于 ε 的极小性ꎬ平均值方程的判别式 Δ＝ １－４βε－ｆ >０ꎬ由

此ꎬ平均值方程必然存在两根 ａ１ꎬａ２ 且 ａ１≈０ꎬ ａ２≈
１
β
ꎮ

３.１　 逆算子 Ｌ －１
μ 的估计

这一部分将给出逆算子的定量估计ꎬ一个关键因素就是函数的范数需要由 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数所刻画ꎮ 对于线

性算子

Ｌμ ＝(ω􀅰∂θ) ２＋μ(ω􀅰∂θ)＋１－２ａβꎮ (１３)
当把函数 Ｖ∈Ｈ ρꎬｍＦｏｕｒｉｅｒ 展开为

Ｖ(θ)＝ ∑
ｋ∈Ｚｄ

Ｖ^ｋｅｉｋ􀅰θꎬ

其中 Ｖ^ｋ∈Ｃꎬ则算子 Ｌμ 作用在 Ｆｏｕｒｉｅｒ 基上为

Ｌμ(ｅｉｋ􀅰θ)＝ (－(ｋ􀅰ω) ２＋ｉμ(ｋ􀅰ω)＋１－２ａβ)ｅｉｋ􀅰θꎮ (１４)
由此ꎬ只需估计算子在 Ｆｏｕｒｉｅｒ 基下系数的大小即可获得算子的定量估计ꎮ

命题 １　 对于任意的 μ∈Γꎬ线性算子Ｌ －１
μ :Ｈ ρꎬｍ→Ｈ ρꎬｍ有界ꎮ

证明　 考虑 Ｈ ρꎬｍ中的函数
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Ｖ(θ)＝∑
ｋ∈Ｚｄ

Ｖ^ｋｅｉｋ􀅰θꎮ

根据式(１３)中定义的算子 Ｌμ 及式(１４)ꎬ有以下 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开:

Ｌ －１
μ (Ｖ)(θ)＝∑

ｋ∈Ｚｄ

１
－(ｋ􀅰ω) ２＋ｉμ(ｋ􀅰ω)＋１－２ａβ

Ｖ^ｋｅｉｋ􀅰θꎮ (１５)

由于

‖Ｌ －１
μ (Ｖ)‖２

ρꎬｍ ＝∑
ｋ∈Ｚｄ

１
｜ －(ｋ􀅰ω) ２＋ｉμ(ｋ􀅰ω)＋１－２ａβ ｜ ２

｜ Ｖ^ｋ ｜ ２􀅰ｅ２ρ ｜ ｋ ｜( ｜ ｋ ｜ ２＋１)ｍ

≤ｓｕｐ
ｋ∈Ｚｄ

１
｜ －(ｋ􀅰ω) ２＋ｉμ(ｋ􀅰ω)＋１－２ａβ ｜ ２

‖Ｖ^ｋ‖２
ρꎬｍꎬ

因此ꎬ只需估计 Ｌμ(ｋ􀅰ω)的上确界ꎬ其中

Ｌμ(ｋ􀅰ω):＝
１

－(ｋ􀅰ω) ２＋ｉμ(ｋ􀅰ω)＋１－２ａβ
ꎮ (１６)

记 ｑ＝ ｋ􀅰ω∈Ｒꎬ等价地看ꎬ估计式(１６)也就是需要估计 ｌμ(ｑ)的下确界ꎬ其中

ｌμ(ｑ)＝ －ｑ２＋ｉμｑ＋１－２ａβꎮ (１７)
事实上ꎬ对于 μ∈Γꎬ有

｜ ｌμ(ｑ) ｜ ２ ＝(－ｑ２＋１－２ａβ) ２＋(μｑ) ２

＝ｑ４＋(μ２＋４ａβ－２)ｑ２＋(２ａβ－１) ２ꎮ
接下来根据 ａ 和 β 的不同取值来确定 ｌμ(ｑ)的下确界ꎮ

(１) 当 β＝ ０时ꎬ有
｜ ｌμ(ｑ) ｜ ２ ＝ｑ４＋(μ２－２)ｑ２＋１ꎮ (１８)

(ａ) 当 ｜ μ ｜≥ ２时ꎬ ｜ ｌμ(ｑ) ｜ ２≥１ꎮ

(ｂ) 当 ２ > ｜ μ ｜≥μ０>０时(注意ꎬ此时选取的 ０<μ０< ２ )ꎬ则

｜ ｌμ(ｑ) ｜ ２ ＝ ｑ２＋μ
２－２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋(４－μ
２)μ２

４

≥(４
－μ２)μ２

４
≥
(４－μ２０)μ２０
４

＝:Ｃμ０>０ꎬ (１９)

其中 Ｃμ０是与 μ０ 有关的常数(为了简化符号ꎬ从这里开始将使用 Ｃμ０表示与 μ０ 有关的任意常数ꎬ不再加以

区分)ꎮ
(２) 当 β≠０时ꎬ此时平均值方程(１２)有两不同实数根

ａ１ ＝
１＋ １－４βε－ｆ
２β

ꎬ　 ａ２ ＝
１－ １－４βε－ｆ
２β

ꎮ (２０)

记 ｃ:＝ １－４βε－ｆꎬ根据 ε 得极小性ꎬ不妨设 ε 满足 ４βε－ｆ <
１５
１６
ꎬ即 １>ｃ> １

４
ꎮ

(ａ) 当 ａ＝ａ１ 时ꎬ

｜ ｌμ(ｑ) ｜ ２ ＝ｑ４＋(μ２＋２ｃ)ｑ２＋ｃ２≥
１
１６
ꎮ (２１)

(ｂ) 当 ａ＝ａ２ 时ꎬ
｜ ｌμ(ｑ) ｜ ２ ＝ｑ４＋(μ２－２ｃ)ｑ２＋ｃ２ꎮ (２２)

显然当 μ２≥２ｃ 时ꎬ有 ｜ ｌμ(ｑ) ｜ ２≥ｃ２≥ １
１６
ꎬ而当 ０<μ２０≤μ２<２ｃ(注意ꎬ此时选取的 ０<μ２０<２ｃ)ꎬ有

｜ ｌμ(ｑ) ｜ ２ ＝ｑ４＋(μ２－２ｃ)ｑ２＋ｃ２

＝ ｑ２＋μ
２－２ｃ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋μ
２(４ｃ－μ２)
４

≥
μ２０(４ｃ－μ２０)

４
≥Ｃμ０>０ꎮ
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综上所述ꎬ对任意 ａ∈Ｒꎬ μ∈Γꎬ有
ｉｎｆ
ｑ∈Ｒ
｜ ｌμ(ｑ) ｜≥Ｃμ０>０ꎮ (２３)

由于空间 Ｈ ρꎬｍ的范数由 Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数所刻画ꎬ则可以定义

‖Ｌ －１
μ ‖Ｈ ρꎬｍ →Ｈ ρꎬｍ:＝ ｓｕｐ

ｋ∈Ｚｄ
｜Ｌμ(ｋ􀅰ω) ｜≤ｓｕｐ

ｑ∈Ｒ
｜ ｌμ(ｑ) ｜

－１≤Ｃμ０ꎮ (２４)

即算子 Ｌμ 具有有界逆ꎮ
注记 ３　 当 μ→０时ꎬｌμ(ｑ)的下确界趋于零ꎬ因此算子 Ｌ －１

μ 无界ꎬ这也是选择 ｜ μ ｜≥μ０>０的原因ꎮ 当 μ→０
时ꎬ本文的方法将不再成立ꎮ 但值得强调的是ꎬ在剔除掉一个以原点 μ＝ ０为中心的小区域时ꎬ振子方程的解

总是可以通过压缩映射原理构造ꎮ
３.２　 不动点的存在性

回忆不动点方程
Ｖ(θ)＝ Ｌ －１

μ [ε
~ｆ (θ)＋βＶ ２(θ)]≡Ｔμ(Ｖ)(θ)ꎮ

注意到压缩映射原理的使用有两个必要条件:算子是自映射且该算子是压缩ꎮ 本文将根据 ｆ 处于不同空间

获得相应的响应解ꎮ
(１) 若 ｆ∈Ｈ ρꎬｍꎬ本文将在空间 Ｈ ρꎬｍ中使用压缩映原则ꎬ根据命题 １知道算子 Ｌ －１

μ 是有界的ꎮ 因此ꎬ选择

空间 Ｈ ρꎬｍ中以原点为圆心ꎬ半径为 ｒ>０的球 Ｂｒ(０)满足 Ｃμ０􀅰｜ β ｜􀅰ｒ<
１
２
ꎬ对任意 Ｖ１ꎬＶ２∈Ｂｒ(０)ꎬ结合式(２４)和

Ｈ ρꎬｍ的 Ｂａｎａｃｈ 代数性质ꎬ有
‖Ｔμ(Ｖ１)－Ｔμ(Ｖ２)‖ρꎬｍ ＝‖βＬ －１

μ Ｖ ２１－βＬ
－１
μ Ｖ ２２‖ρꎬｍ

≤‖Ｌ －１
μ ‖Ｈ ρꎬｍ→Ｈ ρꎬｍ􀅰｜ β ｜􀅰‖Ｖ１＋Ｖ２‖ρꎬｍ‖Ｖ１－Ｖ２‖ρꎬｍ

≤Ｃμ０􀅰｜ β ｜􀅰ｒ‖Ｖ１－Ｖ２‖ρꎬｍ

< １
２
‖Ｖ１－Ｖ２‖ρꎬｍꎬ (２５)

由此可得 Ｔμ 是在球 Ｂｒ(０)中的是一个压缩映射ꎮ
对于任意 Ｖ∈Ｂｒ(０)ꎬ有

‖Ｔ (Ｖ)‖ρꎬｍ≤‖Ｔ (０)‖ρꎬｍ＋‖Ｔ (Ｖ)－Ｔ (０)‖ρꎬｍ

≤Ｃμ０ ｜ ε ｜‖
~ｆ ‖ρꎬｍ＋

１
２
ｒ

≤ｒꎬ
这是由于 ε 的极小性得到

Ｃμ０ ｜ ε ｜‖
~ｆ ‖ρꎬｍ<

１
２
ｒꎬ

因此 Ｔ (Ｂｒ(０))⊂Ｂｒ(０)ꎮ 综上所述ꎬ根据 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｈ ρꎬｍ中的不动点定理ꎬ在空间 Ｈ ρꎬｍ中不动点方程(９)
存在唯一的解 Ｖꎮ 定理 １得证ꎮ

(２) 若 ｆ∈Ｈｍꎬ类似于解析情况ꎬ在空间 Ｈｍ中选择一个半径为 ｒ 足够小的球 Ｂｒ(０)满足 Ｃμ０􀅰｜ β ｜􀅰ｒ<１ / ２ꎮ
则对任意 Ｖ１ꎬＶ２∈Ｂｒ(０)ꎬ有

‖Ｔμ(Ｖ１)－Ｔμ(Ｖ２)‖ｍ ＝‖βＬ －１
μ Ｖ ２１－βＬ

－１
μ Ｖ ２２‖ｍ

≤Ｃμ０􀅰｜ β ｜􀅰ｒ‖Ｖ１－Ｖ２‖ｍ

< １
２
‖Ｖ１－Ｖ２‖ｍꎬ

因此ꎬＴ 是球 Ｂｒ(０)中的一个压缩ꎮ 对于任意 Ｖ∈Ｂｒ(０)ꎬ有
‖Ｔ (Ｖ)‖ｍ ≤‖Ｔ (０)‖ｍ＋‖Ｔ (Ｖ)－Ｔ (０)‖ｍ

≤Ｃμ０ ｜ ε ｜‖
~ｆ ‖ｍ＋

１
２
ｒ≤ｒꎬ

因此ꎬＴ (Ｂｒ(０))⊂Ｂｒ(０)ꎮ 由 Ｂａｎａｃｈ 空间不动点定理可以获得方程(９)在空间 Ｈｍ中的解 Ｖꎮ 定理 ２得证ꎮ
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