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非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程的
数值解

梁飞ꎬ张丽洁∗

(西安科技大学理学院ꎬ 陕西 西安 ７１０６００)

摘要:针对满足非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件的由 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程ꎬ运用 Ｅｕｌｅｒ 方法构造出方程的数值解ꎬ并证明 Ｅｕｌｅｒ
数值解在均方意义下收敛于解析解ꎮ 最后通过一个例子验证方法的有效性ꎮ
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０　 引言

随机微分方程( ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ ＳＤＥｓ)广泛应用于金融工程、控制理论和物理学等领

域[１]ꎮ 经典的模型通常是由 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程描述ꎬ许多学者对经典 ＳＤＥｓ 的数值解进行了

深入研究[２￣３]ꎮ 在 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下ꎬＰｌａｔｅｎ[４]证明 ＳＤＥｓ 的 Ｅｕｌｅｒ 方法的强收敛阶为 １ / ２ꎬ弱收敛阶为 １ꎮ 在非

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下ꎬＭａｏ 等[５]证明经典 ＳＤＥｓ 的 Ｅｕｌｅｒ 数值解能够收敛于其精确解ꎮ 范振成和宋明辉[６]也证明

了一类经典 ＳＤＥｓ 的 Ｅｕｌｅｒ 数值解收敛ꎬ收敛阶为 １ / ２ꎮ 但经典的模型依赖于完整市场信息的风险度量ꎬ难以

应对实际问题ꎮ 在不完全信息、不对称信息和复杂噪声的情况下ꎬ基于 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动的随机微分方程及其

Ｇ￣风险度量能够更有效地处理这些问题ꎬ尤其在金融市场建模极端风险和尾部风险方面ꎬ具有重要的理论

与实践意义[７]ꎮ
已有很多学者对由 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的 ＳＤＥｓ 解的性质进行了研究[８￣１０]ꎮ 在标准 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下ꎬ

Ｇａｏ[１１]研究了由 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程解的存在性和唯一性ꎻ２０１４ 年ꎬＢａｉ 等[１２]把上述存在唯

一性结果推广到了带积分 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 系数的情形ꎻ李光洁等[１３]通过构造一个 Ｇ￣Ｌｙａｐｕｎｏｖ￣Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函得
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到了 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的中立型随机时滞微分方程平凡解的 ｐ￣阶矩指数的稳定性的充分条件ꎻＺｈｅｎｇ[１４]和
Ｇｕ 等[１５]对由 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程解的适定性进行了研究ꎮ 进一步ꎬ当系数满足局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 和广义 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 条件时ꎬＨｕ 等[１６]证明该方程解的存在性和唯一性ꎮ 在非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下ꎬ韩敏

等[１７]建立了 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程的随机平均原理ꎬ证明了平均后方程的解在均方意义下收

敛于原始方程的解ꎮ 在弱线性增长条件和非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下ꎬＦａｉｚｕｌｌａｈ 等[１８]研究了由 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动

的随机微分方程的解的存在性和唯一性ꎮ
对由 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的 ＳＤＥｓ 数值解的研究ꎬ在 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下ꎬＤｅｎｇ 等[１９]研究了 Ｅｕｌｅｒ 数值方法

的指数稳定性ꎻＹｕａｎ[２０]证明了指数 Ｅｕｌｅｒ 方法是收敛的ꎬ收敛阶为 １ / ２ꎮ 关于该方程在非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下数

值解的相关文献较少ꎬ由于此类方程的解析解很难得到ꎬ因此对其数值解的研究非常有意义ꎮ 本文研究如下

由 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的 ＳＤＥｓ:
ｄｘ( ｔ)＝ ａ(ｘ( ｔ))ｄｔ＋ｂ(ｘ( ｔ))ｄ‹ＢꎬＢ›( ｔ)＋ｃ(ｘ( ｔ))ｄＢ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ
ｘ(０)＝ ｘ０ꎬ

{ (１)

其中ꎬｘ(０)∈Ｒｎ 为初值ꎬ满足 Ｅ ｘ(０) ２ <∞ ꎻ ‹ＢꎬＢ› ｔ 是 Ｇ￣布朗运动(Ｂ ｔ) ｔ≥ｔ０的二次变差过程ꎻａꎬｂꎬｃ∈

Ｍ２
Ｇ([０ꎬＴ]ꎻＲｎ)ꎬ是 Ｂｏｒｅｌ 可测的ꎮ

１　 预备知识

对文中涉及的符号、基本定义及相关定理进行说明和阐释ꎬ并给出系数项须满足的假设条件ꎮ
｜􀅰｜是 Ｒｎ 上的 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ 范数ꎮ

ＭＰ
Ｇ( [０ꎬＴ] ꎻＲｎ)表示 Ｍ ０

Ｇ( [０ꎬＴ] ꎻＲｎ)在范数‖􀅰‖ＭＰＧ
:＝ Ｅ^( ∫Ｔ

０
｜􀅰ｔ ｜ Ｐｄｔ)[ ]

１ / Ｐ
下的完备化空间ꎮ

定义 １ [２１] (次线性期望空间)　 设 Ω 为一给定的集合ꎬＨ 为 Ω 上的线性空间ꎬ对所有的常数 ｍ∈Ｈꎬ如果

Ｘ∈Ｈꎬ则 ｜Ｘ ｜∈Ｈꎻ对所有的随机变量 ＸꎬＹ∈Ｈꎬ若 Ｅ^:Ｈ→Ｒ 满足

(ａ) 保常性:Ｅ^[ｍ] ＝ｍꎬ对任意 ｍ∈Ｒꎻ
(ｂ) 单调性:如果 Ｘ≥Ｙꎬ那么 Ｅ^[Ｘ]≥Ｅ^[Ｙ]ꎻ
(ｃ) 正齐性:Ｅ^[λＸ] ＝λＥ^[Ｘ]ꎬ任意的 λ≥０ꎻ
(ｄ) 次可加性:Ｅ^[Ｘ＋Ｙ]≤Ｅ^[Ｘ]＋Ｅ^[Ｙ]ꎮ

则称 Ｅ^ 为(ΩꎬＨ)上的次线性期望ꎬ三元组(ΩꎬＨꎬＥ^)为次线性期望空间ꎮ
定义 ２[２１￣２３] (Ｇ￣布朗运动)　 设 Ｇ:Ｓｄ ｜→Ｒ 为一单调次线性函数ꎮ 定义在次线性期望空间(ΩꎬＨꎬＥ^)上

的随机过程(Ｂ ｔ∈Ｈ) ｔ≥０被称为 Ｇ￣布朗运动ꎬ满足

(ａ) Ｂ０ ＝ ０ꎻ

(ｂ) 对任意 ｔꎬｓ≥０增量过程 Ｂｔ＋ｓ－Ｂｔ ＝
ｄ
ｓＸ 且独立于(Ｂｔ１ꎬＢｔ２ꎬ􀆺ꎬＢｔｎ)ꎬ其中 ｎ∈Ｎꎬ ０≤ｔ１≤􀆺≤ｔｎ≤ｔꎬ这里

Ｘ 为 Ｇ￣正态分布ꎮ
注 １　 考虑(ΩꎬＦꎬＰ)上的 １维布朗运动 Ｂ ｔꎬ给出表示次线性期望 Ｅ^ 弱紧的概率测度族 􀭵ＰＭ 为

􀭵ＰＭ:＝{ｐθ:ｐθ ＝ｐ°Ｘ
－１ꎬ　 Ｘ ｔ ＝ ∫ｔ

０
θｓｄＢｓꎬ　 θ∈Ｌ２Ｆ([０ꎬＴ]ꎻ[σ２ꎬ􀭺σ２])}ꎬ

其中ꎬＬ２Ｆ([０ꎬＴ]ꎻ[σ２ꎬ􀭺σ２])为所有满足 σ２≤｜ θｓ ｜ ２≤􀭺σ２ 的 Ｆ￣适应随机过程构成的集合ꎮ
接下来ꎬ定义与弱紧概率测度族 􀭵Ｐ 相关的容量 ｃ(􀅰) [１４]:

ｃ(Ｄ)＝ ｓｕｐ
Ｐ∈􀭵Ｐ

Ｐ(Ｄ)ꎬ 　 Ｄ∈Ｂ(Ω)ꎬ

其中 Ｂ(Ω)为 Ω 上的 Ｂｏｒｅｌ 代数ꎮ 关于上述定义的更多细节ꎬ可参考文献[２２]ꎮ
本文中由 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程(１)的 Ｇ￣Ｉｔô 积分形式为

ｘ( ｔ)＝ ｘ(０)＋ ∫ｔ
０
ａ(ｘ(ｓ))ｄｓ＋ ∫ｔ

０
ｂ(ｘ(ｓ))ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)＋ ∫ｔ

０
ｃ(ｘ(ｓ))ｄＢ(ｓ)ꎮ (２)

引理 １[２４] 　 对 ｘ∈ＭＰ
Ｇ([０ꎬＴ]ꎻＲｎ)ꎬ有
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σ２Ｅ∫Ｔ
０
｜ ｘ(ｓ) ｜ ２ｄｓ≤ Ｅ(∫Ｔ

０
ｘ２(ｓ)ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)) ≤ 􀭺σ２Ｅ∫Ｔ

０
｜ ｘ(ｓ) ｜ ２ｄｓꎮ

引理 ２[１１] (Ｇ￣随机积分的 Ｂ￣Ｄ￣Ｇ 不等式)　 对 ｘ∈Ｍｐ
Ｇ([０ꎬＴ]ꎻＲｎ)ꎬ ｐ≥１ꎬ有

Ｅ ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜ ∫ｔ
０
ｘ(ｓ)ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ) ｜ ｐ ≤􀭺σ２ｐＴ ｐ－１∫ｔ

０
Ｅ ｜ ｘ(ｓ) ｜ ｐｄｓꎮ

为了本文证明的需要ꎬ给出以下非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件假设:
(Ｈ１)存在常数 Ｋ０ꎬ使得 ｜ ａ(０) ｜ ２＋ ｜ ｂ(０) ｜ ２＋ ｜ ｃ(０) ｜ ２≤Ｋ０ 成立ꎮ
(Ｈ２)对任意的 ｘꎬｙ∈Ｒｎꎬ不等式 ｜ ａ(ｘ)－ａ(ｙ) ｜ ２＋ ｜ ｂ(ｘ)－ｂ(ｙ) ｜ ２＋ ｜ ｃ(ｘ) －ｃ(ｙ) ｜ ２≤ｋ( ｜ ｘ－ｙ ｜ ２)成立ꎮ 其

中 ｋ(ｑ)为一个连续非降的凹函数ꎬｋ(０)＝ ０ꎻ当 ｑ>０时ꎬｋ(ｑ)>０ꎻ且满足积分条件 ∫
０＋

ｄｑ
ｋ(ｑ)

＝ ＋∞ ꎮ 特别地ꎬ如

果取 ｋ(ｑ)＝ Ｋ′ｑꎬ那么非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件将退化为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件ꎮ
定理 １[１８] 　 如果条件(Ｈ１)、(Ｈ２)成立ꎬ则方程(１)的解存在且唯一ꎮ

２　 Ｅｕｌｅｒ 方法

对时间区间[０ꎬＴ]进行等距划分 ０＝ ｔ０<ｔ１<􀆺<ｔＮ－１<ｔＮ ＝Ｔꎬ Δｔ＝Ｔ / Ｎ 为等距划分的步长ꎬ Δｔ∈(０ꎬ１)ꎬ记划

分时间点为 ｔｎ ＝ｎΔｔꎬ ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎮ 对方程(１)构造 Ｅｕｌｅｒ 数值方法ꎬ得到以下迭代格式:
Ｘｎ＋１ ＝Ｘｎ＋ａ(Ｘｎ)Δｔ＋ｂ(Ｘｎ)Δ‹ＢꎬＢ› ｎ＋ｃ(Ｘｎ)ΔＢｎꎬ (３)

其中ꎬＸｎ≈ｘ( ｔｎ)ꎬ ΔＢｎ ＝Ｂ ｔｎ＋１
－Ｂ ｔｎ为 Ｇ￣布朗运动的增量ꎬΔ‹ＢꎬＢ› ｎ ＝ ‹ＢꎬＢ› ｔｎ＋１

－‹ＢꎬＢ› ｔｎ为平方变差的增量ꎮ
接下来ꎬ定义方程(３)的一个连续扩张:

􀭵Ｘ( ｔ)＝ Ｘ０ ＋ ∫ｔ
０
ａ(Ｚ(ｓ))ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
ｂ(Ｚ(ｓ))ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ) ＋ ∫ｔ

０
ｃ(Ｚ(ｓ))ｄＢ(ｓ)ꎬ (４)

其中ꎬ阶梯函数 Ｚ( ｔ)＝ Ｘｎ ＝ 􀭵Ｘ( ｔｎ)ꎬ ｔ∈[ ｔｎꎬｔｎ＋１]ꎬ ｎ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎮ
引理 ３　 在条件(Ｈ１)、(Ｈ２)下ꎬ存在常数 Ｃ１ꎬ使得对任意的 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ有

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜ 􀭵Ｘ( ｔ) ｜ ２)≤Ｃ１ꎮ

证明　 对 ｜ 􀭵Ｘ( ｔ) ｜ ２ 利用 Ｉｔô 公式[１１]ꎬ并利用柯西不等式ꎬ可得

｜ 􀭵Ｘ( ｔ) ｜ ２ ＝ ｜Ｘ０ ｜ ２＋ ２∫ｔ
０
‹􀭵Ｘ(ｓ)ꎬａ(Ｚ(ｓ))›ｄｓ＋ ∫ｔ

０
｜ ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)

＋ ２∫ｔ
０
‹􀭵Ｘ(ｓ)ꎬｃ(Ｚ(ｓ))›ｄＢ(ｓ)＋ ２∫ｔ

０
‹􀭵Ｘ(ｓ)ꎬｂ(Ｚ(ｓ))›ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)

≤｜Ｘ０ ｜ ２＋ ∫ｔ
０
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋ ∫ｔ

０
｜ ａ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ＋ ∫ｔ

０
｜ ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)

＋ ２∫ｔ
０
‹􀭵Ｘ(ｓ)ꎬｃ(Ｚ(ｓ))›ｄＢ(ｓ)＋ ２∫ｔ

０
‹􀭵Ｘ(ｓ)ꎬｂ(Ｚ(ｓ))›ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)ꎮ (５)

对任意的 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ对式(５)两边取期望ꎬ由引理 １可得

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)≤Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２＋ Ｅ∫ｔ

０
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋ Ｅ∫ｔ

０
｜ ａ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ＋ α１Ｅ∫ｔ

０
｜ ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ

＋２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

０
‹􀭵Ｘ(ｕ)ꎬｃ(Ｚ(ｕ))›ｄＢ(ｕ)

＋２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

０
‹􀭵Ｘ(ｕ)ꎬｂ(Ｚ(ｕ))›ｄ‹ＢꎬＢ›(ｕ)ꎬ (６)

其中 α１ 为正常数ꎮ 针对式(６)右侧第 ４项ꎬ对∀β１>０ꎬ 根据 Ｂ￣Ｄ￣Ｇ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ有

２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

０
‹􀭵Ｘ(ｕ)ꎬｃ(Ｚ(ｕ))›ｄＢ(ｕ)≤３Ｅ ｓｕｐ

０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜􀅰( ∫ｔ

０
｜ ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ)

１
２

≤３[β１Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２]

１
２ ×( １

β１
Ｅ∫ｔ

０
｜ ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ)

１
２
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≤６β１Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)＋ ６

β１
Ｅ∫ｔ

０
｜ ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓꎮ (７)

　 　 针对式(６)右侧第 ６项ꎬ对∀β２>０ꎬ根据引理 ２、Ｙｏｕｎｇ 不等式以及 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ有

　 ２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

０
‹􀭵Ｘ(ｕ)ꎬｂ(Ｚ(ｕ))›ｄ‹ＢꎬＢ›(ｕ)

≤２α２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜􀅰( ∫ｔ

０
｜ ｂ(Ｚ(ｓ)) ｜ ｄｓ)

≤２α２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜􀅰(Ｔ∫ｔ

０
｜ ｂ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ)

１
２

≤２α２[β２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２]

１
２ ×( Ｔ

β２
Ｅ∫ｔ

０
｜ ｂ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ)

１
２

≤４α２β２Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)＋

４α２Ｔ
β２

Ｅ∫ｔ
０
｜ ｂ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓꎬ (８)

其中 α２ 为正常数ꎮ 将式(７)、(８)代入式(６)ꎬ可得

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)≤ Ｅ∫ｔ

０
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋ Ｅ∫ｔ

０
｜ ａ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ＋(６β１＋４α２β２)Ｅ( ｓｕｐ

０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)

＋(α１＋
６
β１
) Ｅ∫ｔ

０
｜ ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ＋

４α２Ｔ
β２

Ｅ∫ｔ
０
｜ ｂ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ＋Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２ꎮ (９)

选取充分小的正数 β１、β２ꎬ使得 ６β１＋４α２β２ ＝ １ / ２ꎬ并根据柯西不等式ꎬ由式(９)可推出

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)≤２Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２＋ ２∫ｔ

０
Ｅ ( ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ 􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２)ｄｓ＋ ４Ｅ∫ｔ

０
｜ ａ(Ｚ(ｓ))－ａ(０) ｜ ２ｄｓ＋ ４Ｅ∫ｔ

０
｜ ａ(０) ｜ ２ｄｓ

＋４(α１＋
６
β１
)Ｅ ∫ｔ

０
｜ ｃ(Ｚ(ｓ))－ｃ(０) ｜ ２ｄｓ＋４(α１＋

６
β１
)Ｅ ∫ｔ

０
｜ ｃ(０) ｜ ２ｄｓ

＋
１６α２Ｔ
β２

Ｅ∫ｔ
０
｜ ｂ(Ｚ(ｓ))－ｂ(０) ｜ ２ｄｓ＋

１６α２Ｔ
β２

Ｅ∫ｔ
０
｜ ｂ(０) ｜ ２ｄｓꎮ

根据条件(Ｈ１)、(Ｈ２)ꎬ上式进一步可化为

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)≤２Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２＋ ２∫ｔ

０
Ｅ ( ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ 􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２)ｄｓ＋４ＴＫ０(１＋α１＋

６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
)

＋(４＋４(α１＋
６
β１
)＋
１６α２Ｔ
β２
) Ｅ∫ｔ

０
ｋ ( ｜Ｚ(ｓ) ｜ ２)ｄｓꎮ

　 　 由于 ｋ(ｑ)是一个连续非降的凹函数ꎬ且 ｋ(０)＝ ０ꎬ对任意的 ｑ>０ꎬ存在常数 ｍ 和 ｎꎬ使得 ｋ(ｑ)＝ ｍｑ＋ｍꎮ
因此

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)≤ ２∫ｔ

０
Ｅ( ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ 􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２)ｄｓ＋４ＴＫ０(１＋α１＋

６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
)

＋(４＋４(α１＋
６
β１
)＋
１６α２Ｔ
β２
)Ｅ∫ｔ

０
(ｍ ｜Ｚ(ｓ) ｜ ２＋ｎ)ｄｓ＋２Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２

≤２Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２＋４Ｔ(１＋α１＋
６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
)(Ｋ０＋ｎ)

＋[２＋４ｍ(１＋α１＋
６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
)] ∫ｔ

０
Ｅ ( ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ 􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２)ｄｓꎮ (１０)

对式(１０)用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ可得

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)≤Ｃ１ꎬ

其中 Ｃ１ ＝[２Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２＋４Ｔ(１＋α１＋
６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
)(Ｋ０＋ｎ)]ｅｘｐ ([２＋４ｍ(１＋α１＋

６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
)]Ｔ )ꎮ 引理 ３证毕ꎮ
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３　 Ｅｕｌｅｒ 数值解的收敛性

引理 ４　 在条件(Ｈ１)、(Ｈ２)下ꎬ存在常数 Ｃ２ꎬ使得对任意的 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ有

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜ 􀭵Ｘ( ｔ)－Ｚ( ｔ) ｜ ２)≤Ｃ２Δｔꎮ

证明　 对任意的 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ存在整数 ｎꎬ使得 ｔ∈[ｎΔｔꎬ(ｎ＋１)Δｔ]时ꎬ根据柯西不等式ꎬ有

｜ 􀭵Ｘ( ｔ)－Ｚ( ｔ) ｜ ２ ＝ ∫ｔ
ｎΔｔ

ａ(Ｚ(ｓ))ｄｓ＋ ∫ｔ
ｎΔｔ

ｂ(Ｚ(ｓ))ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)＋ ∫ｔ
ｎΔｔ

ｃ(Ｚ(ｓ))ｄＢ(ｓ) ２

≤３ ∫ｔ
ｎΔｔ

ａ(Ｚ(ｓ))ｄｓ ２＋３ ∫ｔ
ｎΔｔ

ｂ(Ｚ(ｓ))ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ) ２＋３ ∫ｔ
ｎΔｔ

ｃ(Ｚ(ｓ))ｄＢ(ｓ) ２ꎮ (１１)

　 　 对式(１１)两边取期望ꎬ由 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式、Ｂ￣Ｄ￣Ｇ 不等式、引理 ２ 及 ｄＢ( ｔ)鞅的

性质ꎬ可得

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜ 􀭵Ｘ( ｔ)－Ｚ( ｔ) ｜ ２)≤ ３ΔｔＥ∫Ｔ
０
｜ ａ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ ＋３Ｅ ｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔ
ｍａｘ

ｎ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１ ∫
ｔ

ｎΔｔ
ｃ(Ｚ(ｓ))ｄＢ(ｓ) ２

＋３Ｅ ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｍａｘ
ｎ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１

｜ ∫ｔ
ｎΔｔ

ｂ(Ｚ(ｓ))ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ) ｜ ２

≤ ３ΔｔＥ∫Ｔ
０
｜ ａ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ＋３ ｍａｘ

ｎ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１
Ｅ∫(ｎ＋１)Δｔ

ｎΔｔ
｜ ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ

＋３α３ ｍａｘ
ｎ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１

Ｅ∫(ｎ＋１)Δｔ
ｎΔｔ

｜ ｂ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓꎮ (１２)

由柯西不等式ꎬ式(１２)可化为

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜ 􀭵Ｘ( ｔ)－Ｚ( ｔ) ｜ ２)≤ ４ΔｔＥ∫Ｔ
０
｜ ａ(Ｚ(ｓ))－ａ(０) ｜ ２ｄｓ＋６α３ ｍａｘ

ｎ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１
Ｅ∫(ｎ＋１)Δｔ

ｎΔｔ
｜ ｂ(０) ｜ ２ｄｓ

＋６α３ ｍａｘ
ｎ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１

Ｅ∫(ｎ＋１)Δｔ
ｎΔｔ

｜ ｂ(Ｚ(ｓ))－ｂ(０) ｜ ２ｄｓ＋ ４ΔｔＥ∫Ｔ
０
｜ ａ(０) ｜ ２ｄｓ

＋６ ｍａｘ
ｎ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１

Ｅ∫(ｎ＋１)Δｔ
ｎΔｔ

｜ ｃ(Ｚ(ｓ))－ｃ(０) ｜ ２ｄｓ

＋６ ｍａｘ
ｎ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１

Ｅ∫(ｎ＋１)Δｔ
ｎΔｔ

｜ ｃ(０) ｜ ２ｄｓꎮ

由条件(Ｈ１)、(Ｈ２)和引理 ３ꎬ可推出

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜ 􀭵Ｘ( ｔ)－Ｚ( ｔ) ｜ ２)≤ ４ΔｔＥ∫Ｔ
０
ｋ ( ｜Ｚ(ｓ) ｜ ２)ｄｓ＋６α３ ｍａｘ

ｎ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１
Ｅ∫(ｎ＋１)Δｔ

ｎΔｔ
ｋ( ｜ Ｚ(ｓ) ｜ ２)ｄｓ

＋６ ｍａｘ
ｎ＝０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ－１

Ｅ∫(ｎ＋１)Δｔ
ｎΔｔ

ｋ( ｜ Ｚ(ｓ) ｜ ２)ｄｓ ＋４ＴＫ０Δｔ＋６α３Ｋ０Δｔ＋６Ｋ０Δｔ

≤４Ｔｋ(Ｃ１)Δｔ＋６α３ｋ(Ｃ１)Δｔ＋６ｋ(Ｃ１)Δｔ＋２Ｋ０(２Ｔ＋３α３＋３)Δｔꎬ
即

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜ 􀭵Ｘ( ｔ)－Ｚ( ｔ) ｜ ２)≤Ｃ２Δｔꎬ

其中 Ｃ２ ＝ ２(２Ｔ＋３α３＋３)(Ｋ０＋ｋ(Ｃ１))ꎮ 引理 ４证毕ꎮ
定理 ２　 若条件(Ｈ１)、(Ｈ２)成立ꎬ则 Ｅｕｌｅｒ 数值解收敛于方程(２)的解析解ꎬ即对任意的 Ｔ>０ꎬ有

ｌｉｍ
Δｔ→０

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜ ｘ( ｔ)－􀭵Ｘ( ｔ) ｜ ２)＝ ０ꎮ

证明　 由公式(２)、(４)可知

ｘ( ｔ)－􀭵Ｘ( ｔ)＝ ∫ｔ
０
[ａ(ｘ(ｓ))－ａ(Ｚ(ｓ))]ｄｓ＋ ∫ｔ

０
[ｂ(ｘ(ｓ))－ｂ(Ｚ(ｓ))]ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)

＋ ∫ｔ
０
[ｃ(ｘ(ｓ))－ｃ(Ｚ(ｓ))]ｄＢ(ｓ)ꎮ

根据 Ｉｔô 公式[１１]和柯西不等式ꎬ可得

　 　 　 　 ｜ ｘ( ｔ)－􀭵Ｘ( ｔ) ｜ ２ ＝ ２∫ｔ
０
‹ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ)ꎬａ(ｘ(ｓ))－ａ(Ｚ(ｓ))›ｄｓ
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＋ ２∫ｔ
０
‹ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ)ꎬｃ(ｘ(ｓ))－ｃ(Ｚ(ｓ))›ｄＢ(ｓ)

＋ ２∫ｔ
０
‹ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ)ꎬｂ(ｘ(ｓ))－ｂ(Ｚ(ｓ))›ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)

＋ ∫ｔ
０
｜ ｃ(ｘ(ｓ))－ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)

≤ ∫ｔ
０
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋ ∫ｔ

０
｜ ａ(ｘ(ｓ))－ａ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ

＋ ２∫ｔ
０
‹ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ)ꎬｂ(ｘ(ｓ))－ｂ(Ｚ(ｓ))›ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)

＋ ２∫ｔ
０
‹ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ)ꎬｃ(ｘ(ｓ))－ｃ(Ｚ(ｓ))›ｄＢ(ｓ)

＋ ∫ｔ
０
｜ ｃ(ｘ(ｓ))－ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)ꎮ (１３)

　 　 对任意的 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ对式(１３)两边取期望ꎬ由引理 １可得

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)≤ Ｅ∫ｔ

０
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋ Ｅ∫ｔ

０
｜ ａ(ｘ(ｓ))－ａ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ

＋２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ∫

ｓ

０
‹ｘ(ｕ)－􀭵Ｘ(ｕ)ꎬｃ(ｘ(ｕ))－ｃ(Ｚ(ｕ))›ｄＢ(ｕ)

＋２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ∫

ｓ

０
‹ｘ(ｕ)－􀭵Ｘ(ｕ)ꎬｂ(ｘ(ｕ))－ｂ(Ｚ(ｕ))›ｄ‹ＢꎬＢ›(ｕ)

＋ α１Ｅ∫ｔ
０
｜ ｃ(ｘ(ｓ))－ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ

＝Ａ１＋Ａ２＋Ａ３＋ α１Ｅ∫ｔ
０
｜ ｃ(ｘ(ｓ))－ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓꎮ (１４)

其中 α１ 为正常数ꎮ 先证 Ａ１ꎮ 由条件(Ｈ１)、(Ｈ２)以及引理 ４ꎬ可推出

Ａ１≤ Ｅ∫ｔ
０
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋ Ｅ∫ｔ

０
ｋ( ｜ ｘ(ｓ)－Ｚ(ｓ) ｜ ２)ｄｓ

≤ Ｅ∫ｔ
０
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋ ∫ｔ

０
Ｅ (２ｋ ｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２＋２ｋ ｜ 􀭵Ｘ(ｓ)－Ｚ(ｓ) ｜ ２)ｄｓ

≤ Ｅ∫ｔ
０
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２ｄｓ＋ ∫ｔ

０
(２ｋＥ ｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２＋２ｋ(Ｃ２Δｔ))ｄｓꎮ (１５)

再证 Ａ２ꎮ 对任意的 β１>０ꎬ利用 Ｂ￣Ｄ￣Ｇ 不等式、Ｙｏｕｎｇ 不等式和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ有

Ａ２ ≤３Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜􀅰( ∫ｔ

０
｜ ｃ(ｘ(ｓ))－ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ)

１
２

≤３[β１Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２]

１
２ ×( １

β１
Ｅ∫ｔ

０
｜ ｃ(ｘ(ｓ))－ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ)

１
２

≤６ β１Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)＋ ６

β１
Ｅ∫ｔ

０
｜ ｃ(ｘ(ｓ))－ｃ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓꎮ (１６)

　 　 接下来证 Ａ３ꎮ 对任意的 β２>０ꎬ由引理 ２和 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ有

Ａ３ ≤２α２Ｅ[ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜􀅰( ∫ｔ

０
｜ ｂ(ｘ(ｓ))－ｂ(Ｚ(ｓ)) ｜ ｄｓ)]　 　

≤２α２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜􀅰(Ｔ∫ｔ

０
｜ ｂ(ｘ(ｓ))－ｂ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ)

１
２

≤２α２[β２Ｅ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２]

１
２ ×( Ｔ

β２
Ｅ∫ｔ

０
｜ ｂ(ｘ(ｓ))－ｂ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓ)

１
２

≤４α２ β２Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)＋

４α２Ｔ
β２

Ｅ∫ｔ
０
｜ ｂ(ｘ(ｓ))－ｂ(Ｚ(ｓ)) ｜ ２ｄｓꎮ (１７)

其中 α２ 为正常数ꎮ 将式(１５)—(１７)代入式(１４)ꎬ由条件(Ｈ２)ꎬ可得

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)≤ ∫ｔ

０
(２ｋ(Ｅ ｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)＋２ｋ(Ｃ２Δｔ))ｄｓ
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＋(α１＋
６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
) Ｅ∫ｔ

０
ｋ ( ｜ ｘ(ｓ)－Ｚ(ｓ) ｜ ２)ｄｓ

＋(１＋６β１＋４α２β２) ∫ｔ
０
Ｅ ( ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ ｘ(ｕ)－􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２)ｄｓꎮ (１８)

根据引理 ４ꎬ由式(１８)可推出

　 Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)

≤(１＋６β１＋４α２β２) ∫ｔ
０
Ｅ ( ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ ｘ(ｕ)－􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２)ｄｓ

＋ ∫ｔ
０
[２ｋ(Ｅ ｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)＋２ｋ(Ｃ２Δｔ)]ｄｓ

＋( ６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
＋α１) ∫ｔ

０
Ｅ (２ｋ ｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２＋２ｋ ｜ 􀭵Ｘ(ｓ)－Ｚ(ｓ) ｜ ２)ｄｓ

≤(１＋６β１＋４α２β２) ∫ｔ
０
Ｅ ( ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ ｘ(ｕ)－􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２)ｄｓ＋２(１＋ ６

β１
＋
４α２Ｔ
β２
＋α１)Ｔｋ(Ｃ２Δｔ)

＋２(１＋ ６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
＋α１) ∫ｔ

０
ｋ (Ｅ ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ ｘ(ｕ)－􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２)ｄｓ

≤ Ｉ１∫ｔ
０
Ｅ ( ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ ｘ(ｕ)－􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２ｄｓ＋ ∫ｔ

０
ｋ (Ｅ ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ ｘ(ｕ)－􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２))ｄｓ＋Ｉ２ｋ(Δｔ)ꎬ (１９)

其中

Ｉ１ ＝ｍａｘ{(１＋６β１＋４α２β２)ꎬ ２(１＋
６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
＋α１)}ꎻ　 Ｉ２ ＝ ２(１＋

６
β１
＋
４α２Ｔ
β２
＋α１)ＴＣ２ꎮ

再令 􀭴ｋ(ｑ)＝ [ｑ＋ｋ(ｑ)]ꎬ则有

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)≤ Ｉ１∫ｔ

０
􀭴ｋ(Ｅ ｓｕｐ

０≤ｕ≤ｓ
｜ ｘ(ｕ)－􀭵Ｘ(ｕ) ｜ ２)ｄｓ＋Ｉ２ｋ(Δｔ)ꎮ (２０)

　 　 因为 ｋ(ｑ)是一个连续非降的凹函数ꎬ且 ｋ(０)＝ ０ꎬ所以当 ０≤ｑ≤１时ꎬ有 ｑｋ(１)≤ｋ(ｑ)ꎮ 故

∫１
０

ｄｑ
􀭴ｋ(ｑ)

＝ ∫１
０

ｄｑ
ｋ(ｑ) ＋ ｑ

≥ ｋ(１)
１ ＋ ｋ(１)∫

１

０

ｄｑ
ｋ(ｑ)

＝∞ꎮ

令

ｙ( ｔ)＝ Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)ꎬ

则式(２０)可以重写为

ｙ( ｔ)≤ Ｉ１∫ｔ
０
􀭴ｋ(ｙ(ｓ))ｄｓ ＋ Ｉ２ｋ(Δｔ)ꎬ

由 Ｂｉｈａｒｉ 引理ꎬ可推出

ｙ( ｔ)≤Ｇ－１(Ｇ( Ｉ２ｋ(Δｔ))＋Ｉ１ ｔ)ꎮ
易知ꎬ当 Δｔ→０时ꎬＩ２ｋ(Δｔ)→０ꎮ 又因为

∫１
０

ｄｑ
􀭴ｋ(ｑ)

＝ ∞ ꎬ

所以

Ｇ( Ｉ２ｋ(Δｔ))→－∞ ꎬ　 Ｇ( Ｉ２ｋ(Δｔ))＋Ｉ１ ｔ→－∞ꎬ
因此

Ｇ－１(Ｇ( Ｉ２ｋ(Δｔ))＋Ｉ１ ｔ)→０ꎬ
即

ｌｉｍ
Δｔ→０

Ｅ( ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ｘ(ｓ)－􀭵Ｘ(ｓ) ｜ ２)≤ｌｉｍ

Δｔ→０
Ｇ－１(Ｇ( Ｉ２ｋ(Δｔ))＋Ｉ１ ｔ)＝ ０ꎮ

也即得在非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下ꎬ方程(１)的 Ｅｕｌｅｒ 数值解在均方意义下收敛于解析解ꎮ 定理 ２得证ꎮ
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４　 数值试验

考虑以下由 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程:
ｄｘ( ｔ)＝ ａ(ｘ( ｔ))ｄｔ＋ｂ(ｘ( ｔ))ｄ‹ＢꎬＢ›( ｔ)＋ｃ(ｘ( ｔ))ｄＢ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ (２１)

其中

ａ(ｘ)＝ ｘ
１＋ ｜ ｘ ｜

ꎻ　 ｂ(ｘ)＝ １
１＋ ｘ

ꎻ　 ｃ(ｘ)＝ ｘ２

１＋ｘ２
ꎮ

显然ꎬａꎬｂꎬｃ∈Ｍ２
Ｇ([０ꎬＴ]ꎻＲｎ)是 Ｂｏｒｅｌ 可测的ꎮ 首先ꎬ计算在 ｘ＝ ０处的值:

｜ ａ(０) ｜ ２＋ ｜ ｂ(０) ｜ ２＋ ｜ ｃ(０) ｜ ２ ＝ ０２＋１２＋０２ ＝ １≤Ｋ０ꎮ
因此ꎬＫ０ ＝ １是合理的ꎬ满足条件(Ｈ１)ꎮ 其次ꎬ计算如下增量:

｜ ａ(ｘ)－ａ(ｙ) ｜ ２ ＝ ｜ ｘ
１＋ ｜ ｘ ｜

－ ｙ
１＋ ｜ ｙ ｜

｜ ２ꎻ　 ｜ ｂ(ｘ)－ｂ(ｙ) ｜ ２ ＝ ｜ １
１＋ ｘ

－ １
１＋ ｙ

｜ ２ꎻ

｜ ｃ(ｘ)－ｃ(ｙ) ｜ ２ ＝ ｜ ｘ２

１＋ｘ２
－ ｙ２

１＋ｙ２
｜ ２ꎮ

当 ｘꎬ ｙ→０时ꎬ这些增量均不会发散ꎬ满足条件(Ｈ２)的形式ꎬ即存在 ｋ(ｑ)＝ ｑ１ / ２使其成立ꎮ 此外ꎬ

∫＋∞
０

ｄｑ
ｑ１ / ２

＝ ∫＋∞
０

ｑ－１ / ２ｄｑ ＝ ２ ｑ
＋∞
０

＝＋∞ꎬ

因此ꎬ该函数满足条件(Ｈ２)ꎮ 综上ꎬ方程的系数 ａ(ｘ)、ｂ(ｘ)和 ｃ(ｘ)都不满足全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件ꎬ但满足条

件(Ｈ２)的非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件ꎮ 由式(４)可知ꎬ方程(２１)的 Ｅｕｌｅｒ 数值解为

􀭵Ｘ( ｔ)＝ Ｘ０＋ ∫ｔ
０
ａ(Ｚ(ｓ))ｄｓ＋ ∫ｔ

０
ｂ(Ｚ(ｓ))ｄ‹ＢꎬＢ›(ｓ)＋ ∫ｔ

０
ｃ(Ｚ(ｓ))ｄＢ(ｓ)ꎬ (２２)

其中 Ｘ０ ＝１ꎮ 由定理 ２可知ꎬ对任意的 ｔ∈[０ꎬＴ]方程的 Ｅｕｌｅｒ 数值解(２２)在均方意义下收敛于解析解ꎮ
最后ꎬ通过数值试验来验证所推导的理论结果ꎮ 由于方程(２１)的解析解很难得到ꎬ因此在数值模拟时

采用步长 Δｔ＝ ２×１０－１１的 Ｅｕｌｅｒ 数值解来近似代替解析解ꎮ 选取 １０ ０００ 条样本路径ꎬ并以样本均值来近似期

望ꎬ即在终点时间 ｔＮ 处的均方误差为

ε＝ １
１０ ０００∑

１０ ０００

ｊ ＝１
｜ Ｘ ｊ( ｔＮ) － 􀭵Ｘ ｊ( ｔＮ) ｜ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ꎬ

其中ꎬＸ ｊ( ｔＮ)和 􀭵Ｘ ｊ( ｔＮ)分别表示第 ｊ 条路径上的解析解和 Ｅｕｌｅｒ 数值解ꎮ
在每条路径上选取 ３种不同的步长 Δｔ１ ＝ ２×１０

－７、 Δｔ２ ＝ ２×１０
－９和 Δｔ３ ＝ ２×１０

－１０ꎬ利用 ｐｙｔｈｏｎ 绘制均方误

差 ε 与步长 Δｔ 之间的关系图ꎬ结果如图 １ 所示ꎬ其中实线表示数值试验所得的收敛阶ꎬ虚线斜率为 １ / ２ꎬ用
来做参考线ꎮ

图 １　 Ｅｕｌｅｒ 方法的收敛性误差
Ｆｉｇ.１　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｅｒｒｏｒ ｐｌｏｔ ｏｆ Ｅｕｌｅｒ ｍｅｔｈｏｄ



　 １８　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６１卷　

　 　 由图 １可知ꎬ数值试验的收敛阶与给定的参考线 １ / ２ 基本平行ꎬ随着步长的减小均方误差 ε 也减小ꎬ即
方程(２１)的 Ｅｕｌｅｒ 数值解(２２)在均方意义下收敛于解析解ꎬ与定理 ２结论一致ꎮ

接下来ꎬ绘制当步长 Δｔ＝ ２×１０－９时 Ｅｕｌｅｒ 方法得到的数值解与解析解的拟合图ꎬ并计算平均绝对误差

(ｍｅａｎ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒꎬ ＭＡＥ)ꎬ结果如图 ２所示ꎮ

图 ２　 数值解和解析解的拟合
Ｆｉｇ.２　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｐｌｏｔ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

　 　 由图 ２可知ꎬ数值解虽略有波动ꎬ但趋势吻合度较高ꎮ 数值解和解析解的平均绝对误差为 ０.０８７ ７６４ꎬ误
差较小ꎬ说明数值方法较好地拟合了解析解ꎮ

最后ꎬ绘制当步长 Δｔ＝ ２×１０－９时的数值解和解析解的迭代误差曲面图ꎬ迭代路径为 ５０ ０００ 条ꎬ结果如图

３所示ꎬ可以看出ꎬ最大绝对误差为 ０.２５ꎬ误差相对较小ꎬ说明 Ｅｕｌｅｒ 数值方法的效果较好ꎮ

图 ３　 迭代误差
Ｆｉｇ.３　 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｐｌｏｔ

５　 结论

本文针对满足非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件的由 Ｇ￣Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程ꎬ首先利用 Ｅｕｌｅｒ 方法构造出方
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程的数值解ꎻ其次证明该 Ｅｕｌｅｒ 数值解的有界性ꎬ进一步证明在均方意义下数值解收敛于解析解ꎻ最后通过

数值算例进行数值模拟ꎬ以理论阶为 １ / ２作为参考线ꎬ利用 ｐｙｔｈｏｎ 绘制了 Ｅｕｌｅｒ 数值解的收敛性误差图ꎬ得
到数值解在均方意义下收敛于解析解ꎻ并绘制了解析解和数值解的拟合图ꎬ通过误差分析可知最大绝对误差

为 ０.２５ꎬ误差相对较小ꎬ即 Ｅｕｌｅｒ 数值方法的效果较好ꎮ
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