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７个苯环生成的六角系统的自由度与反自由度

徐正权ꎬ邓凯∗

(北方民族大学数学与信息科学学院ꎬ 宁夏 银川 ７５００２１)

摘要:设 Ｍ 是图 Ｇ 的一个完美匹配ꎬＳ⊆Ｍꎬ Ｓ′⊆Ｅ(Ｇ) ＼Ｍꎮ 若 Ｓ 不被 Ｇ 中除 Ｍ 以外的其它完美匹配所包含ꎬ则称 Ｓ 是 Ｍ 的一

个强迫集ꎮ 包含边数最少的强迫集的势称为 Ｍ 的强迫数ꎬ图 Ｇ 中所有完美匹配强迫数的和称作图 Ｇ 的自由度ꎮ 若 Ｍ 是 Ｇ
删去 Ｓ′中边得到的图 Ｇ ＼Ｓ′中唯一的完美匹配ꎬ则称 Ｓ′是 Ｍ 的一个反强迫集ꎮ 包含边数最少的反强迫集的势称为 Ｍ 的反强迫

数ꎬ图 Ｇ 中所有完美匹配反强迫数的和称作图 Ｇ 的反自由度ꎮ 通过计算强迫和反强迫多项式ꎬ得到了由 ７个苯环生成的所有

有完美匹配的六角系统的自由度和反自由度ꎮ
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１　 引言与预备

设 Ｇ 是一个简单无向图ꎬ分别用 Ｖ(Ｇ)和 Ｅ(Ｇ)表示图 Ｇ 的顶点集和边集ꎮ 如果图 Ｇ 的一个边子集

Ｍ⊆Ｅ(Ｇ)中任意两条边都不邻接ꎬ那么称 Ｍ 为图 Ｇ 的一个匹配ꎮ 匹配 Ｍ 中边所关联的顶点称作被 Ｍ 覆

盖ꎬ覆盖图中所有顶点的匹配称作是图的完美匹配ꎮ 完美匹配是刻画和解决资源分配、人员安排和理论化学

中 Ｋｅｋｕｌé 结构等问题的有效模型ꎬ文献[１]系统地介绍了匹配理论的研究背景和发展ꎮ
设 Ｍ 是图 Ｇ 的一个完美匹配ꎬＳ 是Ｍ 的子集ꎮ 若 Ｓ 不包含于 Ｇ 中除Ｍ 以外的其它完美匹配ꎬ则称 Ｓ 是

Ｍ 的一个强迫集ꎮ Ｍ 的一个包含边数最小的强迫集ꎬ称作 Ｍ 的最小强迫集ꎮ Ｍ 的最小强迫集的势叫做 Ｍ
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的强迫数ꎬ记作 ｆ(ＧꎬＭ)ꎮ 特别地ꎬ当 ｆ(ＧꎬＭ)＝ １时ꎬ仅需图 Ｇ 中一条边就可以强迫 Ｍꎬ这样的边叫作图 Ｇ
的强迫边ꎮ 完美匹配的强迫数最早由 Ｈａｒａｒｙ 等[２]提出ꎬ其背景来源于 Ｋｌｅｉｎ 和 Ｒａｎｄｉｃ' [３￣４]在理论化学研究中

提出的 Ｋｅｋｕｌé 结构的内自由度概念ꎮ 图 Ｇ 中所有完美匹配的强迫数的最小和最大值ꎬ分别叫作图的最小和

最大强迫数ꎬ分别记作 ｆ(Ｇ)和 Ｆ(Ｇ)ꎮ Ａｄａｍｓ 等[５]证明求解最大度为 ３的二部图中单个完美匹配的强迫数

是 ＮＰ￣完全的ꎬＡｆｓｈａｎｉ[６]等进一步证明求解最大度为 ４的二部图的最小强迫数也是 ＮＰ￣完全的ꎮ
　 　 图中完美匹配数目通常是指数级的ꎬ实际上一般图的完美匹配计数问题是＃Ｐ￣完全的[１]ꎮ 图Ｇ 中所有完美

匹配的强迫数之和称作图的自由度ꎬ记作 ＩＤＦ(Ｇ)ꎮ 苯类碳氢化合物分子图的自由度被认为是反映分子稳定性

的图不变量[４ꎬ７]ꎮ 为研究图中所有完美匹配的强迫数的分布ꎬＡｄａｍｓ 等[５]提出图 Ｇ 的强迫谱ꎬ它是 Ｇ 中所有完

美匹配强迫数的集合ꎮ 进一步考虑强迫谱中强迫数的重数ꎬ张和平等[８]定义图 Ｇ 的强迫多项式

Ｆ(Ｇꎬｘ)＝∑
Ｆ(Ｇ)

ｉ ＝ｆ(Ｇ)
ω(Ｇꎬｉ)ｘｉꎬ (１)

其中 ω(Ｇꎬｉ)表示图 Ｇ 中强迫数等于 ｉ 的完美匹配数目ꎮ
设 Ｍ(Ｇ)表示图 Ｇ 中所有完美匹配的集合ꎬ则式(１)可改写为

Ｆ(Ｇꎬｘ)＝ ∑
Ｍ∈Ｍ(Ｇ)

ｘ ｆ(ＧꎬＭ)ꎮ (２)

设 Φ(Ｇ)表示 Ｇ 中完美匹配的个数ꎬ则 Ｆ(Ｇꎬｘ) ｜ ｘ＝１ ＝Φ(Ｇ)ꎬ ＩＤＦ(Ｇ)＝ ｄ
ｄｘ

Ｆ(Ｇꎬｘ) ｜ ｘ＝１ꎮ 早期 Ｋｌｅｉｎ 和

Ｒａｎｄｉｃ' [４]利用转移矩阵方法得到 Ｚｉｇｚａｇ 六角链的自由度计算公式ꎮ 最近一些图类的强迫多项式和自由度

得到了精确的计算结果ꎬ例如 ｃａｔａ￣型六角系统[８]、平行四边形六角系统[９]、特殊方格子图[１０￣１１]、线性亚苯基

系统[１２]等ꎮ
Ｖｕｋｉｃ̌ｅｖｉｃ'等[１３]提出图的反强迫数ꎬ随后 Ｌｅｉ 等[１４]进一步提出单个完美匹配的反强迫概念ꎮ 设 Ｍ 是图

Ｇ 的一个完美匹配ꎬＳ′⊆Ｅ(Ｇ) ＼Ｍꎬ如果 Ｍ 是图 Ｇ ＼Ｓ′中唯一的完美匹配ꎬ则称 Ｓ′是 Ｍ 的反强迫集ꎮ Ｍ 的最

小反强迫集的势称作 Ｍ 的反强迫数ꎬ记作 ａｆ(ＧꎬＭ)ꎮ 图 Ｇ 中所有完美匹配的反强迫数的最小和最大值ꎬ分
别叫作图的最小和最大反强迫数ꎬ分别记作 ａｆ(Ｇ)和 Ａｆ(Ｇ)ꎮ 文献[１５]证明求解最大度为 ４ 的二部图中单

个完美匹配的反强迫数是 ＮＰ￣完全的ꎮ
Ｈｗａｎｇ 等[１６]引入图的反强迫多项式

Ａｆ(Ｇꎬｘ)＝ ∑
Ｍ∈Ｍ(Ｇ)

ｘａｆ(ＧꎬＭ)ꎮ (３)

式(３)可改写为

Ａｆ(Ｇꎬｘ)＝ ∑
ＡＦ(Ｇ)

ｉ ＝ａｆ(Ｇ)
ν(Ｇꎬｉ)ｘｉꎬ (４)

其中 υ(Ｇꎬｉ)表示图 Ｇ 中反强迫数为 ｉ 的完美匹配的个数ꎮ

显然ꎬＡｆ(Ｇꎬ１)＝ Φ(Ｇ)ꎮ ｄ
ｄｘ

Ａｆ(Ｇꎬｘ) ｜ ｘ＝１是图 Ｇ 中所有完美匹配的反强迫数之和ꎬ也称为图 Ｇ 的反自

由度ꎬ记为 ＡＤＦ(Ｇ)ꎮ 一些图类的反强迫多项式和反自由度得到了精确的计算结果ꎬ例如特殊方格子

图[１０￣１１]、线性亚苯基系统[１２]、芘系统[１７]、有强迫边的六角系统[１８]等ꎮ
六角系统是一个 ２￣连通平面二部图ꎬ其所有内面边界都是全等的正六边形或苯环ꎬ仅有外部面的边界

可以是非六边形ꎮ 理论化学中将苯类碳氢化合物的碳原子和氢原子看作图中的顶点ꎬ２ 个原子之间的化学

键作为图中的边ꎬ然后去掉氢原子ꎬ得到的苯类碳氢化合物的碳原子骨架或分子图就是一个六角系统ꎮ 苯类

碳氢化合物中碳碳双键的集合恰好与其分子图中的完美匹配相对应ꎬ化学中称其为 Ｋｅｋｕｌé 结构ꎬ理论化学

研究表明稳定的苯类碳氢化合物中都有 Ｋｅｋｕｌé 结构[１９]ꎮ
六角系统可划分为 ｃａｔａ￣型和 ｐｅｒｉ￣型 ２类ꎮ 如果一个六角系统的内对偶图是一棵树ꎬ即没有 ３ 个六边形

共用一个顶点ꎬ那么称其为 ｃａｔａ￣型六角系统ꎮ 特别地ꎬ若 ｃａｔａ￣型六角系统内对偶图是一条路ꎬ则叫做六角

链ꎻ若 ｃａｔａ￣型六角系统内对偶图有 ３度顶点ꎬ即存在一个六边形与另外 ３ 个六边形相邻ꎬ则称为是分叉的ꎮ
除了 ｃａｔａ￣型其余都是 ｐｅｒｉ￣型ꎬ即有 ３个六边形共用一个顶点ꎮ

由给定数目的苯环生成的非同构的六角系统的计数是经典的细胞生长问题和苯类碳氢化合物同分异构体
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研究的主要内容ꎬ该计数问题目前仍然是公开的[２０￣２１]ꎮ 由 ７个苯环生成的所有不同六角系统的数目是 ３３１个ꎬ
其中有完美匹配的是 １９０个[２１]ꎬｃａｔａ￣型有 １１８个[２２]ꎮ 附录图 １是由 ７个苯环生成的所有不同的 １１８个 ｃａｔａ￣型
六角系统ꎮ 附录图 ２是由 ７个苯环生成的所有不同的 ７２个有完美匹配的 ｐｅｒｉ￣型六角系统ꎬ其中图 Ｈ１９０称作是

六苯并苯ꎮ 如果六角系统 Ｈ 中的一条边属于其某个完美匹配ꎬ那么称这条边是 Ｈ 中的一条允许边ꎬ否则称其

为禁止边ꎮ 附录图 ２中从 Ｈ１１９到 Ｈ１４０都是有禁止边的ꎬ其中的虚线边是禁止边ꎮ Ｈ 中所有允许边导出的子图的

连通分支称作 Ｈ 的基本分支ꎮ 本文将计算 ７个苯环生成的所有六角系统的自由度和反自由度ꎮ

２　 ７个苯环生成的六角系统的自由度

设 Ｍ 是图 Ｇ 的一个完美匹配ꎬ如果 Ｇ 中的一个圈 Ｃ 的边在 Ｍ 和 Ｅ(Ｇ) ＼Ｍ 中交替出现那么称 Ｃ 是 Ｍ￣
交错圈ꎮ 令 ｃ(Ｍ)表示图 Ｇ 中互不相交或者独立的 Ｍ￣交错圈的最大个数ꎬ则有下面的极大极小定理ꎮ

定理 １[２３] 　 设 Ｇ 是平面二部图ꎬＭ 是 Ｇ 的一个完美匹配ꎬ则 ｆ(ＧꎬＭ)＝ ｃ(Ｍ)ꎮ
平面图的一个面的边界称作是面圈ꎬ对于平面二部图有下面的结论ꎮ
引理 １[２４] 　 设 Ｍ 是平面基本二部图 Ｇ 的一个完美匹配ꎬＣ 是 Ｇ 中一个 Ｍ￣交错圈ꎬ则 Ｃ 的内部存在一

个 Ｍ￣交错面圈ꎮ
定理 ２　 设 Ｈ 是一个由 ７个苯环生成的六角系统ꎬ且 Ｈ 不是六苯并苯(见附录图 ２Ｈ１９０)ꎬＭ 是 Ｈ 的一个

完美匹配ꎬ则 ｆ(ＨꎬＭ)＝ ｈ(ＨꎬＭ)ꎬ其中 ｈ(ＨꎬＭ)是 Ｈ 中独立的 Ｍ￣交错六边形的最大个数ꎮ
证明　 设 Ａ 是 Ｈ 中一个势最大的独立 Ｍ￣交错圈的集合ꎬ且 Ａ 中包含尽可能多的 Ｍ￣交错六边形ꎮ 假

设 Ａ 中包含一个非六边形圈 Ｃꎬ则由引理 １ 知 Ｃ 的内部包含一个 Ｍ￣交错六边形 ｈꎮ 观察附录图 １、２ꎬ除
Ｈ１９０外ꎬＨ 中每一个六边形都至少有一条边在 Ｈ 的外面边界上ꎬ因此 Ａ 中任意 ２个独立的 Ｍ￣交错圈不能相

互嵌套ꎬ即一个包含在另一个的内部ꎮ 这表明 ｈ 与 Ｃ 一定有公共边ꎬ且 ｈ 与 Ａ ＼ {Ｃ}中的 Ｍ￣交错圈都不相

交ꎮ 令 Ａ′＝(Ａ ＼{Ｃ})∪{ｈ}ꎬ则 Ａ′仍是一个独立 Ｍ￣交错圈的集合ꎬ且 ｜Ａ′ ｜ ＝ ｜Ａ ｜ ꎬ但是 Ａ′中的 Ｍ￣交错

六边形比 Ａ 中多一个ꎬ这与 Ａ 中包含 Ｍ￣交错六边形个数的最大性矛盾ꎮ 因此 Ａ 中只有 Ｍ￣交错六边形ꎬ
根据定理 １有 ｈ(ＨꎬＭ)≤ｆ(ＨꎬＭ)＝ ｜Ａ ｜≤ｈ(ＨꎬＭ)ꎮ 故 ｆ(ＨꎬＭ)＝ ｈ(ＨꎬＭ)ꎮ

利用文献[１８]给出的递推公式ꎬ可以得到 ７ 个苯环生成的所有 １１８ 个 ｃａｔａ￣型六角系统的自由度ꎬ见表

１ꎮ 为了讨论 ７个苯环生成的 ｐｅｒｉ￣型六角系统ꎬ首先引入定理 ３ꎮ
表 １　 ７个苯环生成的六角系统的自由度列表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｌｉｓｔ ｏｆ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｏｆ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｓｅｖｅｎ ｂｅｎｚｅｎｅ ｒｉｎｇｓ
　 　 　 强迫多项式 ＩＤＦ 　 　 　 强迫多项式 ＩＤＦ
Ｆ(Ｈ１ꎬｘ)＝ ８ｘ ８ Ｆ(Ｈ１２１ꎬｘ)＝ １２ｘ３＋３ｘ２ ４２
Ｆ(Ｈ２ꎬｘ)＝ １２ｘ２＋ｘ ２５ Ｆ(Ｈ１２３ꎬｘ)＝ １６ｘ３＋４ｘ２ ５６
Ｆ(Ｈ３ꎬｘ)＝ １５ｘ２＋ｘ ３１ Ｆ(Ｈ１２５ꎬｘ)＝ ２４ｘ３ ７２
Ｆ(Ｈ４ꎬｘ)＝ １７ｘ２ ３４ Ｆ(Ｈ１２７ꎬｘ)＝ ９ｘ２ １８
Ｆ(Ｈ６ꎬｘ)＝ １６ｘ２＋ｘ ３３ Ｆ(Ｈ１３０ꎬｘ)＝ １６ｘ２ ３２
Ｆ(Ｈ７ꎬｘ)＝ １９ｘ２ ３８ Ｆ(Ｈ１３２ꎬｘ)＝ １２ｘ２ ２４
Ｆ(Ｈ９ꎬｘ)＝ １６ｘ３＋６ｘ２ ６０ Ｆ(Ｈ１３４ꎬｘ)＝ １８ｘ３＋３ｘ２ ６０
Ｆ(Ｈ１１ꎬｘ)＝ １６ｘ３＋７ｘ２ ６２ Ｆ(Ｈ１３８ꎬｘ)＝ １２ｘ３＋６ｘ２ ４８
Ｆ(Ｈ１５ꎬｘ)＝ １６ｘ３＋４ｘ２ ５６ Ｆ(Ｈ１３９ꎬｘ)＝ １５ｘ２ ３０
Ｆ(Ｈ１７ꎬｘ)＝ １８ｘ３＋５ｘ２ ６４ Ｆ(Ｈ１４１ꎬｘ)＝ １６ｘ３＋２ｘ２＋ｘ ５３
Ｆ(Ｈ１９ꎬｘ)＝ ２２ｘ３＋３ｘ２ ７２ Ｆ(Ｈ１４２ꎬｘ)＝ ２２ｘ３＋ｘ ６７
Ｆ(Ｈ２３ꎬｘ)＝ １８ｘ３＋７ｘ２ ６８ Ｆ(Ｈ１４３ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋４ｘ３＋２ｘ２ １１２
Ｆ(Ｈ２６ꎬｘ)＝ １８ｘ３＋６ｘ２ ６６ Ｆ(Ｈ１４４ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋４ｘ３＋３ｘ２ １１４
Ｆ(Ｈ２８ꎬｘ)＝ ２４ｘ３＋３ｘ２ ７８ Ｆ(Ｈ１４５ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋５ｘ２ １０６
Ｆ(Ｈ３２ꎬｘ)＝ ２８ｘ３＋ｘ２ ８６ Ｆ(Ｈ１４６ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋８ｘ３＋４ｘ２ ９６
Ｆ(Ｈ３８ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋１２ｘ３＋ｘ２ １０２ Ｆ(Ｈ１４７ꎬｘ)＝ １８ｘ３＋５ｘ２ ６４
Ｆ(Ｈ４１ꎬｘ)＝ ２２ｘ３＋４ｘ２ ７４ Ｆ(Ｈ１４８ꎬｘ)＝ １６ｘ３＋７ｘ２ ６２
Ｆ(Ｈ４５ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋１４ｘ３＋ｘ２ １０８ Ｆ(Ｈ１４９ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋１２ｘ３＋ｘ２ １０２
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表 １(续)
　 　 　 强迫多项式 ＩＤＦ 　 　 　 强迫多项式 ＩＤＦ
Ｆ(Ｈ５３ꎬｘ)＝ ３０ｘ３ ９０ Ｆ(Ｈ１５０ꎬｘ)＝ ２４ｘ３＋ｘ ７３
Ｆ(Ｈ５９ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋１８ｘ３ １１８ Ｆ(Ｈ１５２ꎬｘ)＝ ２４ｘ３＋２ｘ２ ７６
Ｆ(Ｈ６８ꎬｘ)＝ ２０ｘ３＋ｘ ６１ Ｆ(Ｈ１５３ꎬｘ)＝ １６ｘ３＋４ｘ２＋ｘ ５７
Ｆ(Ｈ６９ꎬｘ)＝ ２４ｘ３＋ｘ ７３ Ｆ(Ｈ１５４ꎬｘ)＝ １６ｘ３＋５ｘ２ ５８
Ｆ(Ｈ７０ꎬｘ)＝ ２０ｘ３＋４ｘ２ ６８ Ｆ(Ｈ１５６ꎬｘ)＝ ２２ｘ３＋２ｘ２ ７０
Ｆ(Ｈ７３ꎬｘ)＝ ２４ｘ３＋２ｘ２ ７６ Ｆ(Ｈ１５７ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋１０ｘ３＋ｘ ９５
Ｆ(Ｈ７５ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋４ｘ３＋２ｘ２ １１２ Ｆ(Ｈ１５９ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋８ｘ３＋３ｘ２ ９４
Ｆ(Ｈ７６ꎬｘ)＝ ２７ｘ３＋２ｘ２ ８５ Ｆ(Ｈ１６０ꎬｘ)＝ ２２ｘ３＋３ｘ２ ７２
Ｆ(Ｈ７７ꎬｘ)＝ ２７ｘ３＋ｘ ８２ Ｆ(Ｈ１６３ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋１０ｘ３＋２ｘ２ ９８
Ｆ(Ｈ７８ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋４ｘ３＋４ｘ２ １１６ Ｆ(Ｈ１６８ꎬｘ)＝ １２ｘ３＋９ｘ２ ５４
Ｆ(Ｈ８４ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋１０ｘ３ １２６ Ｆ(Ｈ１６９ꎬｘ)＝ １７ｘ２ ３４
Ｆ(Ｈ８９ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋６ｘ３＋３ｘ２ １２０ Ｆ(Ｈ１７１ꎬｘ)＝ ２０ｘ３＋４ｘ２ ６８
Ｆ(Ｈ９０ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋８ｘ３＋ｘ２ １２２ Ｆ(Ｈ１７６ꎬｘ)＝ １６ｘ３＋６ｘ２ ６０
Ｆ(Ｈ９５ꎬｘ)＝ ３１ｘ３ ９３ Ｆ(Ｈ１７８ꎬｘ)＝ ２０ｘ３＋３ｘ２ ６６
Ｆ(Ｈ９８ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋６ｘ３＋２ｘ２ １１８ Ｆ(Ｈ１８１ꎬｘ)＝ １４ｘ２＋ｘ ２９
Ｆ(Ｈ１００ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋４ｘ３＋３ｘ２ １１４ Ｆ(Ｈ１８２ꎬｘ)＝ １２ｘ３＋６ｘ２＋ｘ ４９
Ｆ(Ｈ１０１ꎬｘ)＝ ２４ｘ４＋１２ｘ３ １３２ Ｆ(Ｈ１８３ꎬｘ)＝ １３ｘ２＋ｘ ２７
Ｆ(Ｈ１０６ꎬｘ)＝ ３２ｘ５＋８ｘ３＋ｘ２ １８６ Ｆ(Ｈ１８４ꎬｘ)＝ ８ｘ３＋７ｘ２＋ｘ ３９
Ｆ(Ｈ１０９ꎬｘ)＝ ３２ｘ４＋３ｘ２ １３４ Ｆ(Ｈ１８５ꎬｘ)＝ ８ｘ３＋１０ｘ２ ４４
Ｆ(Ｈ１１１ꎬｘ)＝ ３２ｘ４＋４ｘ３＋ｘ２ １４２ Ｆ(Ｈ１８６ꎬｘ)＝ ２２ｘ３＋ｘ ６７
Ｆ(Ｈ１１４ꎬｘ)＝ ３２ｘ４＋６ｘ３ １４６ Ｆ(Ｈ１８７ꎬｘ)＝ ２０ｘ３＋ｘ２＋ｘ ６３
Ｆ(Ｈ１１６ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋１９ｘ３ １２１ Ｆ(Ｈ１８８ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋４ｘ３＋５ｘ２ ８６
Ｆ(Ｈ１１８ꎬｘ)＝ ３２ｘ５＋８ｘ３ １８４ Ｆ(Ｈ１８９ꎬｘ)＝ １２ｘ３＋８ｘ２ ５２
Ｆ(Ｈ１１９ꎬｘ)＝ １６ｘ４＋８ｘ３＋ｘ２ ９０ Ｆ(Ｈ１９０ꎬｘ)＝ １５ｘ３＋５ｘ２ ５５

　 　 定理 ３[８] 　 设 Ｇ１ꎬＧ２ꎬ􀆺ꎬＧｋ 是图 Ｇ 的连通分支或者基本分支ꎬ则 Ｆ(Ｇꎬｘ)＝∏
ｋ

ｉ ＝１
Ｆ(Ｇｉꎬｘ)ꎮ

例 １　 附录图 ２中 Ｈ１３８有禁止边ꎬ删去禁止边后ꎬ得到其 ２个基本分支ꎬ即由六边形 ｈ４、ｈ５、ｈ６、ｈ７ 生成的一

个平行四边形六角系统 Ｐ２×２和六边形 ｈ１、ｈ２ 构成的一个六角链 Ｌ２ꎮ 根据定理 ３ꎬ结合文献[９]的结论ꎬ可得

Ｆ(Ｈ１３８ꎬｘ)＝ Ｆ(Ｐ２×２ꎬｘ)×Ｆ(Ｌ２ꎬｘ)＝ (４ｘ２＋２ｘ)×３ｘ＝ １２ｘ３＋６ｘ２ꎮ

因此 Φ(Ｈ１３８)＝ Ｆ(Ｈ１３８ꎬ１)＝ １８ꎬ ＩＤＦ(Ｈ１３８)＝
ｄ
ｄｘ

Ｆ(Ｈ１３８ꎬｘ) ｜ ｘ＝１ ＝ ４８ꎮ

例 ２　 附录图 ２中 Ｈ１８２无禁止边ꎬ根据六边形 ｈ４ 的边 ｅ 是否属于某个完美匹配ꎬ可以把 Ｍ(Ｈ１８２)划分

成 ２个子集:Ｍ１ ＝{Ｍ∈Ｍ(Ｈ１８２):ｅ∉Ｍ}和 Ｍ２ ＝ {Ｍ∈Ｍ(Ｈ１８２):ｅ∈Ｍ}ꎮ 设 Ｍ∈Ｍ１ꎬ则边 ｅ 的 ２ 条邻接

边都是强迫边ꎬ因此这样的 Ｍ 仅有一个ꎬ且 ｆ(Ｈ１８２ꎬＭ)＝ １ꎮ 若 Ｍ∈Ｍ２ꎬ把六边形 ｈ１、ｈ２、ｈ３、ｈ５、ｈ６、ｈ７ 构成的

六角链记为 Ｌ６ꎬ则 Ｍ 在 Ｌ６ 上的限制是 Ｌ６ 的一个完美匹配ꎬ且 Ｈ１８２中任一包含最多独立 Ｍ￣交错六边形的集

合都不包含 ｈ４ꎮ 根据定理 ２ꎬＭ２ 中所有完美匹配对强迫多项式的贡献是 Ｆ(Ｌ６ꎬｘ)＝ １２ｘ３＋６ｘ２ꎬ由式(２)知

Ｆ(Ｈ１８２ꎬｘ)＝∑
Ｍ∈Ｍ１

ｘ ｆ(Ｈ１８２ꎬＭ) ＋ ∑
Ｍ∈Ｍ２

ｘ ｆ(Ｈ１８２ꎬＭ)＝ １２ｘ３＋６ｘ２＋ｘꎮ

可得 Φ(Ｈ１８２)＝ Ｆ(Ｈ１８２ꎬ１)＝ １９ꎬ ＩＤＦ(Ｈ１８２)＝
ｄ
ｄｘ

Ｆ(Ｈ１８２ꎬｘ) ｜ ｘ＝１ ＝ ４９ꎮ

例 ３　 附录图 ２中 Ｈ１８５无禁止边ꎬ不难验证六边形 ｈ４ 的 ２条竖直边 ｅ１ 和 ｆ１ 中有且仅有一条属于某个完

美匹配ꎬ把 Ｍ(Ｈ１８５)划分成 ２个子集:Ｍ１ ＝{Ｍ∈Ｍ(Ｈ１８５):ｅ１∈Ｍ}和 Ｍ２ ＝ {Ｍ∈Ｍ(Ｈ１８５):ｆ１∈Ｍ}ꎮ 根据

边 ｅ２、ｅ３ 是否属于某个完美匹配ꎬ可将 Ｍ１ 进一步划分为 ４ 个子集:Ｍ１１ ＝ {Ｍ∈Ｍ１ꎬ ｅ２ꎬｅ３∈Ｍ}ꎬ Ｍ１２ ＝

{Ｍ∈Ｍ１:ｅ２ꎬｅ３∉Ｍ}ꎬＭ１３ ＝{Ｍ∈Ｍ１:ｅ２∈Ｍꎬ ｅ３∉Ｍ}ꎬ Ｍ１４ ＝ {Ｍ∈Ｍ１:ｅ２∉Ｍꎬ ｅ３∈Ｍ}ꎮ 若 Ｍ∈Ｍ１１ꎬ
则{ｈ１、ｈ４、ｈ７}是 Ｈ１８５中一个最大独立 Ｍ￣交错六边形集合ꎬ且这样的完美匹配有 ４个ꎮ 根据定理 ２ꎬＭ１１中完

美匹配对强迫多项式的贡献是 ４ｘ３ꎮ 若 Ｍ∈Ｍ１２ꎬ则{ｈ３、ｈ６}是一个最大独立 Ｍ￣交错六边形集合ꎬ且这样的

完美匹配只有 １个ꎮ 因此Ｍ１２中完美匹配对强迫多项式的贡献是 ｘ２ꎮ 若Ｍ∈Ｍ１３ꎬ则{ｈ３ꎬｈ７}是一个最大独
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立 Ｍ￣交错六边形集合ꎬ且这样的完美匹配只有 ２个ꎮ 于是 Ｍ１３中完美匹配对强迫多项式的贡献是 ２ｘ２ꎮ 由

ｅ２ 和 ｅ３ 的对称性知ꎬＭ１４中完美匹配对强迫多项式的贡献也是 ２ｘ２ꎮ 因此

∑
Ｍ∈Ｍ１

ｘ ｆ(Ｈ１８５ꎬＭ)＝ ∑
Ｍ∈Ｍ１１

ｘ ｆ(Ｈ１８５ꎬＭ) ＋ ∑
Ｍ∈Ｍ１２

ｘ ｆ(Ｈ１８５ꎬＭ) ＋ ∑
Ｍ∈Ｍ１３

ｘ ｆ(Ｈ１８５ꎬＭ) ＋ ∑
Ｍ∈Ｍ１４

ｘ ｆ(Ｈ１８５ꎬＭ)＝ ４ｘ３＋５ｘ２ꎮ

再由 ｅ１ 和 ｆ１ 的对称性ꎬ可得 Ｆ (Ｈ１８５ꎬ ｘ) ＝ ２ × (４ｘ３ ＋ ５ｘ２ ) ＝ ８ｘ３ ＋ １０ｘ２ꎮ 故 Φ (Ｈ１８５ ) ＝ Ｆ (Ｈ１８５ꎬ１) ＝ １８ꎬ

ＩＤＦ(Ｈ１８５)＝
ｄ
ｄｘ

Ｆ(Ｈ１８５ꎬｘ) ｜ ｘ＝１ ＝ ４４ꎮ

文献[８]通过枚举得到了 Ｆ(Ｈ１９０ꎬｘ)＝ １５ｘ３＋５ｘ２ꎮ 除六苯并苯 Ｈ１９０以外ꎬ利用定理 ２、３ꎬ类似于例 １、２ 和

３的计算方法ꎬ可以得到 ７个苯环生成的所有六角系统的自由度ꎬ见表 １ꎬ其中下面同一括号内六角系统的强

迫多项式相等: {Ｈ４ꎬＨ５}、 {Ｈ７ꎬＨ８}、 {Ｈ９ꎬＨ１０}、 {Ｈ１１ꎬＨ１２ꎬＨ１３ꎬＨ１４}、 {Ｈ１５ꎬＨ１６}、 {Ｈ１７ꎬＨ１８}、 {Ｈ１９ꎬＨ２０ꎬ
Ｈ２１ꎬＨ２２}、 {Ｈ２３ꎬＨ２４ꎬＨ２５}、 {Ｈ２６ꎬＨ２７}、 {Ｈ２８ꎬＨ２９ꎬＨ３０ꎬＨ３１ꎬＨ７１ꎬＨ７２}、 {Ｈ３２ꎬＨ３３ꎬＨ３４ꎬＨ３５ꎬＨ３６ꎬＨ３７ꎬ Ｈ６７}、
{Ｈ３８ꎬＨ３９ꎬＨ４０}、 {Ｈ４１ꎬＨ４２ꎬＨ４３ꎬＨ４４}、 {Ｈ４５ꎬＨ４６ꎬＨ４７ꎬＨ４８ꎬＨ４９ꎬＨ５０ꎬＨ５１ꎬＨ５２}、 {Ｈ５３ꎬＨ５４ꎬＨ５５ꎬＨ５６ꎬＨ５７ꎬＨ５８ꎬ
Ｈ８０ꎬＨ８１ꎬＨ８２ꎬＨ８３}、 {Ｈ５９ꎬＨ６０ꎬＨ６１ꎬＨ６２ꎬＨ６３ꎬＨ６４ꎬＨ６５ꎬＨ６６}、 {Ｈ７３ꎬＨ７４}、 {Ｈ７８ꎬＨ７９}、 {Ｈ８４ꎬＨ８５ꎬＨ８６ꎬＨ８７ꎬ
Ｈ８８}、 {Ｈ９０ꎬＨ９１ }、 {Ｈ８９ꎬＨ９２ꎬＨ９３ꎬＨ９４ }、 {Ｈ９５ꎬＨ９６ꎬＨ９７ }、 {Ｈ９８ꎬＨ９９ }、 {Ｈ１０１ꎬＨ１０２ꎬＨ１０３ꎬＨ１０４ꎬＨ１０５ꎬＨ１０７ꎬ
Ｈ１０８}、 {Ｈ１０９ꎬＨ１１０}、 {Ｈ１１１ꎬＨ１１２ꎬＨ１１３}、 {Ｈ１１４ꎬＨ１１５}、 {Ｈ１１６ꎬＨ１１７}、 {Ｈ１１９ꎬＨ１２０}ꎬ {Ｈ１２１ꎬＨ１２２}、 {Ｈ１２３ꎬＨ１２４}、
{Ｈ１２５ꎬＨ１２６}、 {Ｈ１２７ꎬＨ１２８ꎬＨ１２９}、 {Ｈ１３０ꎬＨ１３１}、 {Ｈ１３２ꎬＨ１３３}、 {Ｈ１３４ꎬＨ１３５ꎬＨ１３６ꎬＨ１３７}、 {Ｈ１３９ꎬＨ１４０}、 {Ｈ１４６ꎬ
Ｈ１５１}、 {Ｈ１５２ꎬＨ１５５}、 {Ｈ１５４ꎬＨ１７５ꎬＨ１８０}、 {Ｈ１５６ꎬＨ１５８}、 {Ｈ１５９ꎬ Ｈ１６１ꎬ Ｈ１６２ꎬ Ｈ１６７}、 {Ｈ１６０ꎬ Ｈ１６５ꎬ Ｈ１６６}、 {Ｈ１６３ꎬ
Ｈ１６４}、 {Ｈ１６８ꎬ Ｈ１７０}、 {Ｈ１７１ꎬ Ｈ１７２ꎬ Ｈ１７３ꎬ Ｈ１７４}、 {Ｈ１７６ꎬ Ｈ１７７}、{Ｈ１７８ꎬ Ｈ１７９}ꎮ

３　 ７个苯环生成的六角系统的反自由度

设 Ｍ 是图 Ｇ 的一个完美匹配ꎬ若图 Ｇ 中的 ２个 Ｍ￣交错圈不交或仅交于 Ｍ 中边ꎬ则称这 ２个 Ｍ￣交错圈

是相容的ꎮ 令 ｃ′(Ｍ)表示 Ｇ 中相容 Ｍ￣交错圈的最大个数ꎬ对平面二部图有下面的极大极小定理ꎮ
定理 ４[１４] 　 设 Ｍ 是平面二部图 Ｇ 中的一个完美匹配ꎬ则 ａｆ(ＧꎬＭ)＝ ｃ′(Ｍ)ꎮ
设 Ｍ 是平面图 Ｇ 中的一个完美匹配ꎬＭ￣交错圈集 Ｃ 称作是相容的ꎬ如果 Ｃ 中任意 ２个 Ｍ￣交错圈都是相

容的ꎮ 相容Ｍ￣交错圈集 Ｃ 中 ２个圈 Ｃ１ 和 Ｃ２ 称作是交叉的ꎬ如果 Ｃ１ 和 Ｃ２ 有一条Ｍ 中的公共边 ｅꎬ且 Ｃ１ 经由

边 ｅ 从 Ｃ２ 外部进入 Ｃ２ 的内部ꎮ 如果 Ｃ 中任意 ２个圈都不是交叉的ꎬ那么称其为非交叉的相容 Ｍ￣交错圈集ꎮ
图 ３ ( ａ ) 是 三 亚 苯 的 分 子 图ꎬ其 中 粗 边 集 合 Ｍ 是 一 个 完 美 匹 配ꎮ 注 意 到 Ｍ￣交 错 圈 Ｃ１ ＝

ｖ１ｖ２ｖ３ｖ４ｖ９ｕ９ｕ４ｕ３ｕ２ｕ１ｖ１ 和 Ｃ２ ＝ ｖ３ｖ４ｖ５ｖ６ｖ７ｖ８ｖ９ｕ９ｕ８ｕ７ｕ６ｕ５ｕ４ｕ３ｖ３ 是 ２个交叉的相容 Ｍ￣交错圈ꎬ而三亚苯的边界

和六边形 ｈ２ 是 ２个非交叉的相容 Ｍ￣交错圈ꎮ 实际上ꎬ平面二部图中任一相容交错圈集都可以转化为势相

同的非交叉相容交错圈集ꎬ结合定理 ４ꎬ有下面的推论ꎮ
推论 １[１４] 　 设 Ｍ 是平面二部图 Ｇ 的一个完美匹配ꎬ则存在势最大的非交叉相容 Ｍ￣交错圈集 Ｂ 使得

ａｆ(ＧꎬＭ)＝ ｜Ｂ ｜ ꎮ
设 Ｂ 是六角系统 Ｈ 中依赖于完美匹配 Ｍ 的非交叉相容 Ｍ￣交错圈集ꎬ对任意的 Ｍ￣交错圈 Ｃ∈Ｂꎬ用

Ｉ(Ｃ)表示 Ｃ 内部包含的六边形个数ꎬ定义指标 Ｉ(Ｂ)＝∑
Ｃ∈Ｂ

Ｉ(Ｃ)ꎮ 为了叙述方便ꎬ下面将图 ３(ａ)中三亚苯的

边界构成的交错圈称为 Ｔ３￣型交错圈ꎮ
定理 ５　 设 Ｈ 是一个由 ７个苯环生成的六角系统ꎬＭ 是 Ｈ 的一个完美匹配ꎬ则存在一个势最大的非交

叉相容 Ｍ￣交错圈集 Ｂ 使得 Ｂ 中的 Ｍ￣交错圈要么是交错六边形ꎬ要么是 Ｔ３￣型交错圈ꎮ
证明　 设 Ｂ 是 Ｈ 中一个势最大的非交叉相容 Ｍ￣交错集ꎬ而 Ｉ(Ｂ )最小ꎮ 根据文献[１５]中引理 ３.２ꎬＢ

包含 Ｈ 中的任一 Ｍ￣交错六边形ꎮ
设 Ｃ∈Ｂ 是一个非六边形圈ꎬ则由引理 １知 Ｃ 的内部包含一个 Ｍ￣交错六边形 ｈꎮ 因为 Ｂ 包含 Ｈ 中的

任一 Ｍ￣交错六边形ꎬ所以 Ｃ 与 ｈ 相容ꎮ 假设 Ｃ 与 ｈ 不交ꎬ则 Ｃ 的内部至少要包含 ７ 个六边形ꎬ这表明 Ｈ 是

六苯并苯 Ｈ１９０(见附录图 ２)ꎮ 此时 Ｃ 是 Ｈ１９０的外部面边界ꎬｈ 是 ｈ７ꎬ而由 ｈ１、ｈ３、ｈ５、ｈ７ 生成的三亚苯的边界

是 Ｔ３￣型交错圈 Ｔꎮ 注意到 Ｂ ′ ＝ (Ｂ ＼ {Ｃ})∪{Ｔ}也是一个势最大的非交叉相容的 Ｍ￣交错圈的集合ꎬ但
Ｉ(Ｂ′)<Ｉ(Ｂ)ꎬ矛盾ꎮ 因此 Ｃ 与 ｈ 必有公共边ꎬ且 Ｅ(Ｃ)∩Ｅ(ｈ)⊆Ｍꎮ 又因为 Ｍ￣交错六角形 ｈ 恰好包含 ３
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条匹配边ꎬ所以 １≤｜Ｅ(Ｃ)∩Ｅ(ｈ) ｜≤３ꎮ
当 ｜Ｅ(Ｃ)∩Ｅ(ｈ) ｜ ＝１时ꎬＣ 的内部至少包含 ６个六边形ꎬ如图 ３(ｂ)所示ꎮ 因此 Ｈ 与 Ｈ１８６到 Ｈ１９０其中的一

个六角系统同构(见附录图 ２)ꎮ 注意到 Ｃ 与 Ｈ 中任一 Ｍ￣交错六边形都相容ꎬ可以验证 Ｃ 必是 Ｔ３￣型交错圈ꎮ
当 ｜Ｅ(Ｃ)∩Ｅ(ｈ) ｜ ＝ ２时ꎬＣ 的内部至少包含 ５ 个六边形ꎬ如图 ３(ｃ)所示ꎮ 因此 Ｈ 与 Ｈ１４１到 Ｈ１６６以及

Ｈ１８６到 Ｈ１９０其中的一个六角系统同构(见附录图 ２)ꎬ可以验证 Ｃ 必是 Ｔ３￣型交错圈ꎮ
当 ｜Ｅ(Ｃ)∩Ｅ(ｈ) ｜ ＝ ３时ꎬＣ 的内部至少包含 ４个六边形ꎬ如图 ３(ｄ)所示ꎮ 因此 Ｈ 与包含三亚苯作为子

图的一个六角系统同构ꎬ即 Ｈ６８到 Ｈ１１８ꎬＨ１４１到 Ｈ１６７以及 Ｈ１８６到 Ｈ１９０其中的一个(见附录图 ２)ꎬ可以验证 Ｃ 必

是 Ｔ３￣型交错圈ꎮ

图 ３　 三亚苯中的 Ｔ３ ￣型交错圈和定理 ５的证明示意图
Ｆｉｇ.３　 Ｔ３ ￣ｔｙｐｅ ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ ｃｙｃｌｅ ｉｎ ｔｒｉｐｈｅｎｙｌｅｎｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｍ ５

　 　 根据推论 １与定理 ５ꎬ有推论 ２ꎮ
推论 ２　 设 Ｍ 是 ７个苯环生成的六角系统 Ｈ 中的一个完美匹配ꎬ则 Ｍ 的反强迫数等于 Ｈ 中所有 Ｍ￣交

错六边形和 Ｔ３￣型交错圈的总个数ꎮ
类似于定理 ３ꎬ计算有禁止边的六角系统的反自由度ꎬ有定理 ６ꎮ

定理 ６[２５] 　 设图 Ｇ 有分支或基本分支 Ｇ１ꎬＧ２ꎬ􀆺ꎬＧｋꎮ 那么 Ａｆ(Ｇꎬｘ)＝∏
ｋ

ｉ ＝１
Ａｆ(Ｇｉꎬｘ)ꎮ

利用推论 ２和定理 ６容易得到六角链的反强迫多项式及其反自由度ꎬ见表 ２ꎮ 实际上ꎬ文献[１６]给出计

算六角链的反强迫多项式的递推公式ꎮ 下面主要讨论有分叉的 ｃａｔａ￣型六角系统和 ｐｅｒｉ￣型六角系统ꎮ
表 ２　 ７个苯环生成的六角系统的反自由度列表

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｌｉｓｔ ｏｆ ａｎｔｉ￣ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｏｆ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｓｅｖｅｎ ｂｅｎｚｅｎｅ ｒｉｎｇｓ
　 　 　 反强迫多项式 ＡＤＦ 　 　 　 反强迫多项式 ＡＤＦ
Ａｆ(Ｈ１ꎬｘ)＝ ６ｘ２＋２ｘ １４ Ａｆ(Ｈ１１９ꎬｘ)＝ ｘ６＋６ｘ５＋１１ｘ４＋６ｘ３＋ｘ２ １００
Ａｆ(Ｈ２ꎬｘ)＝ ９ｘ３＋３ｘ２＋ｘ ３４ Ａｆ(Ｈ１２１ꎬｘ)＝ ｘ５＋５ｘ４＋７ｘ３＋２ｘ２ ５０
Ａｆ(Ｈ３ꎬｘ)＝ ３ｘ４＋９ｘ３＋３ｘ２＋ｘ ４６ Ａｆ(Ｈ１２３ꎬｘ)＝ ２ｘ５＋８ｘ４＋８ｘ３＋２ｘ２ ７０
Ａｆ(Ｈ４ꎬｘ)＝ ４ｘ４＋８ｘ３＋５ｘ２ ５０ Ａｆ(Ｈ１２５ꎬｘ)＝ ｘ６＋４ｘ５＋９ｘ４＋１０ｘ３ ９２
Ａｆ(Ｈ６ꎬｘ)＝ ４ｘ４＋９ｘ３＋３ｘ２＋ｘ ５０ Ａｆ(Ｈ１２７ꎬｘ)＝ ｘ４＋４ｘ３＋４ｘ２ ２４
Ａｆ(Ｈ７ꎬｘ)＝ ６ｘ４＋８ｘ３＋５ｘ２ ５８ Ａｆ(Ｈ１３０ꎬｘ)＝ ４ｘ４＋８ｘ３＋４ｘ２ ４８
Ａｆ(Ｈ９ꎬｘ)＝ ２ｘ５＋１０ｘ４＋６ｘ３＋４ｘ２ ７６ Ａｆ(Ｈ１３２ꎬｘ)＝ ２ｘ４＋６ｘ３＋４ｘ２ ３４
Ａｆ(Ｈ１１ꎬｘ)＝ ３ｘ５＋８ｘ４＋９ｘ３＋３ｘ２ ８０ Ａｆ(Ｈ１３４ꎬｘ)＝ ３ｘ５＋９ｘ４＋７ｘ３＋２ｘ２ ７６
Ａｆ(Ｈ１５ꎬｘ)＝ １２ｘ４＋４ｘ３＋４ｘ２ ６８ Ａｆ(Ｈ１３８ꎬｘ)＝ ２ｘ５＋６ｘ４＋６ｘ３＋４ｘ２ ６０
Ａｆ(Ｈ１７ꎬｘ)＝ ３ｘ５＋１１ｘ４＋５ｘ３＋４ｘ２ ８２ Ａｆ(Ｈ１３９ꎬｘ)＝ ３ｘ４＋８ｘ３＋４ｘ２ ４４
Ａｆ(Ｈ１９ꎬｘ)＝ ５ｘ５＋９ｘ４＋９ｘ３＋２ｘ２ ９２ Ａｆ(Ｈ１４１ꎬｘ)＝ ２ｘ５＋７ｘ４＋７ｘ３＋３ｘ２ ６５
Ａｆ(Ｈ２３ꎬｘ)＝ ５ｘ５＋８ｘ４＋９ｘ３＋３ｘ２ ９０ Ａｆ(Ｈ１４２ꎬｘ)＝ ４ｘ５＋９ｘ４＋９ｘ３＋ｘ２ ８５
Ａｆ(Ｈ２６ꎬｘ)＝ ４ｘ５＋１０ｘ４＋６ｘ３＋４ｘ２ ８６ Ａｆ(Ｈ１４３ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋１０ｘ５＋１４ｘ４＋４ｘ３ １３０
Ａｆ(Ｈ２８ꎬｘ)＝ ｘ６＋５ｘ５＋１０ｘ４＋９ｘ３＋２ｘ２ １０２ Ａｆ(Ｈ１４４ꎬｘ)＝ ３ｘ６＋９ｘ５＋１５ｘ４＋４ｘ３ １３５
Ａｆ(Ｈ３２ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋４ｘ５＋１２ｘ４＋１０ｘ３＋ｘ２ １１２ Ａｆ(Ｈ１４５ꎬｘ)＝ ｘ６＋１１ｘ５＋１３ｘ４＋４ｘ３ １２５
Ａｆ(Ｈ３８ꎬｘ)＝ ｘ６＋１０ｘ５＋７ｘ４＋１０ｘ３＋ｘ２ １１６ Ａｆ(Ｈ１４６ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋６ｘ５＋１２ｘ４＋６ｘ３＋２ｘ２ １１２
Ａｆ(Ｈ４１ꎬｘ)＝ ６ｘ５＋８ｘ４＋１０ｘ３＋２ｘ２ ９６ Ａｆ(Ｈ１４７ꎬｘ)＝ ４ｘ５＋９ｘ４＋７ｘ３＋３ｘ２ ８３
Ａｆ(Ｈ４５ꎬｘ)＝ ３ｘ６＋６ｘ５＋１３ｘ４＋８ｘ３＋ｘ２ １２６ Ａｆ(Ｈ１４８ꎬｘ)＝ ４ｘ５＋７ｘ４＋９ｘ３＋３ｘ２ ８１
Ａｆ(Ｈ５３ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋６ｘ５＋１０ｘ４＋１２ｘ３ １１８ Ａｆ(Ｈ１４９ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋８ｘ５＋１０ｘ４＋８ｘ３＋ｘ２ １１８
Ａｆ(Ｈ５９ꎬｘ)＝ ｘ７＋２ｘ６＋８ｘ５＋１４ｘ４＋９ｘ３ １４２ Ａｆ(Ｈ１５０ꎬｘ)＝ ｘ６＋４ｘ５＋１０ｘ４＋９ｘ３＋ｘ２ ９５
Ａｆ(Ｈ６７ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋４ｘ５＋１２ｘ４＋１０ｘ３＋ｘ２ １１２ Ａｆ(Ｈ１５２ꎬｘ)＝ ｘ６＋５ｘ５＋９ｘ４＋１０ｘ３＋ｘ２ ９９
Ａｆ(Ｈ６８ꎬｘ)＝ １３ｘ４＋７ｘ３＋ｘ２ ７５ Ａｆ(Ｈ１５３ꎬｘ)＝ ２ｘ５＋９ｘ４＋７ｘ３＋３ｘ２ ７３
Ａｆ(Ｈ６９ꎬｘ)＝ ４ｘ５＋１３ｘ４＋７ｘ３＋ｘ２ ９５ Ａｆ(Ｈ１５６ꎬｘ)＝ ｘ６＋３ｘ５＋１０ｘ４＋８ｘ３＋２ｘ２ ８９
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表 ２(续)
　 　 　 反强迫多项式 ＡＤＦ 　 　 　 反强迫多项式 ＡＤＦ
Ａｆ(Ｈ７０ꎬｘ)＝ ３ｘ５＋１０ｘ４＋１０ｘ３＋ｘ２ ８７ Ａｆ(Ｈ１５７ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋４ｘ５＋１５ｘ４＋５ｘ３＋ｘ２ １０９
Ａｆ(Ｈ７１ꎬｘ)＝ ６ｘ５＋１１ｘ４＋９ｘ３＋ｘ２ １０３ Ａｆ(Ｈ１５８ꎬｘ)＝ ５ｘ５＋８ｘ４＋１０ｘ３＋ｘ２ ８９
Ａｆ(Ｈ７３ꎬｘ)＝ ５ｘ５＋１２ｘ４＋８ｘ３＋ｘ２ ９９ Ａｆ(Ｈ１５９ꎬｘ)＝ ｘ６＋８ｘ５＋９ｘ４＋８ｘ３＋ｘ２ １０８
Ａｆ(Ｈ７５ꎬｘ)＝ １４ｘ５＋１０ｘ４＋６ｘ３ １２８ Ａｆ(Ｈ１６０ꎬｘ)＝ ｘ６＋４ｘ５＋９ｘ４＋９ｘ３＋２ｘ２ ９３
Ａｆ(Ｈ７６ꎬｘ)＝ ｘ６＋７ｘ５＋１２ｘ４＋８ｘ３＋ｘ２ １１５ Ａｆ(Ｈ１６３ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋６ｘ５＋１２ｘ４＋８ｘ３ １１４
Ａｆ(Ｈ７７ꎬｘ)＝ ｘ６＋６ｘ５＋１３ｘ４＋７ｘ３＋ｘ２ １１１ Ａｆ(Ｈ１６８ꎬｘ)＝ ３ｘ５＋６ｘ４＋７ｘ３＋５ｘ２ ７０
Ａｆ(Ｈ７８ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋１１ｘ５＋１４ｘ４＋４ｘ３＋ｘ２ １３７ Ａｆ(Ｈ１６９ꎬｘ)＝ ５ｘ４＋６ｘ３＋６ｘ２ ５０
Ａｆ(Ｈ８０ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋５ｘ５＋１３ｘ４＋１０ｘ３ １１９ Ａｆ(Ｈ１７１ꎬｘ)＝ ｘ６＋３ｘ５＋８ｘ４＋９ｘ３＋３ｘ２ ８６
Ａｆ(Ｈ８４ꎬｘ)＝ ３ｘ６＋１２ｘ５＋１３ｘ４＋６ｘ３ １４８ Ａｆ(Ｈ１７５ꎬｘ)＝ ３ｘ５＋７ｘ４＋７ｘ３＋４ｘ２ ７２
Ａｆ(Ｈ８５ꎬｘ)＝ ４ｘ６＋１０ｘ５＋１４ｘ４＋６ｘ３ １４８ Ａｆ(Ｈ１７６ꎬｘ)＝ ４ｘ５＋５ｘ４＋１０ｘ３＋３ｘ２ ７６
Ａｆ(Ｈ８９ꎬｘ)＝ ３ｘ６＋１０ｘ５＋１５ｘ４＋４ｘ３＋ｘ２ １４２ Ａｆ(Ｈ１７８ꎬｘ)＝ ｘ６＋２ｘ５＋９ｘ４＋８ｘ３＋３ｘ２ ８２
Ａｆ(Ｈ９５ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋７ｘ５＋１２ｘ４＋１０ｘ３ １２５ Ａｆ(Ｈ１８１ꎬｘ)＝ ３ｘ４＋７ｘ３＋４ｘ２＋ｘ ４２
Ａｆ(Ｈ９８ꎬｘ)＝ ２ｘ６＋１２ｘ５＋１２ｘ４＋６ｘ３ １３８ Ａｆ(Ｈ１８２ꎬｘ)＝ ２ｘ５＋５ｘ４＋９ｘ３＋２ｘ２＋ｘ ６２
Ａｆ(Ｈ１００ꎬｘ)＝ ｘ６＋１３ｘ５＋１１ｘ４＋６ｘ３ １３３ Ａｆ(Ｈ１８３ꎬｘ)＝ ３ｘ４＋５ｘ３＋５ｘ２＋ｘ ３８
Ａｆ(Ｈ１０１ꎬｘ)＝ ｘ７＋３ｘ６＋１１ｘ５＋１５ｘ４＋６ｘ３ １５８ Ａｆ(Ｈ１８４ꎬｘ)＝ ｘ５＋４ｘ４＋６ｘ３＋４ｘ２＋ｘ ４８
Ａｆ(Ｈ１０６ꎬｘ)＝ ｘ７＋６ｘ６＋２７ｘ５＋６ｘ４＋ｘ３ ２０５ Ａｆ(Ｈ１８５ꎬｘ)＝ ２ｘ５＋４ｘ４＋６ｘ３＋６ｘ２ ５６
Ａｆ(Ｈ１０９ꎬｘ)＝ ５ｘ６＋９ｘ５＋１９ｘ４＋２ｘ３ １５７ Ａｆ(Ｈ１８６ꎬｘ)＝ ｘ６＋３ｘ５＋９ｘ４＋９ｘ３＋ｘ２ ８６
Ａｆ(Ｈ１１１ꎬｘ)＝ ｘ７＋４ｘ６＋１１ｘ５＋１８ｘ４＋３ｘ３ １６７ Ａｆ(Ｈ１８７ꎬｘ)＝ ｘ６＋２ｘ５＋８ｘ４＋９ｘ３＋２ｘ２ ７９
Ａｆ(Ｈ１１４ꎬｘ)＝ ｘ７＋５ｘ６＋１１ｘ５＋１８ｘ４＋３ｘ３ １７３ Ａｆ(Ｈ１８８ꎬｘ)＝ ｘ６＋６ｘ５＋１１ｘ４＋６ｘ３＋ｘ２ １００
Ａｆ(Ｈ１１６ꎬｘ)＝ ｘ７＋３ｘ６＋７ｘ５＋１７ｘ４＋７ｘ３ １４９ Ａｆ(Ｈ１８９ꎬｘ)＝ ３ｘ５＋５ｘ４＋８ｘ３＋４ｘ２ ６７
Ａｆ(Ｈ１１８ꎬｘ)＝ ８ｘ６＋２４ｘ５＋８ｘ４ ２００ Ａｆ(Ｈ１９０ꎬｘ)＝ ｘ６＋８ｘ４＋６ｘ３＋５ｘ２ ６６

　 　 例 ４　 附录图 １中 Ｈ８４是有分叉的 ｃａｔａ￣型六角系统ꎮ 将其完美匹配的集合 Ｍ(Ｈ８４)划分成 ３ 个子集:
Ｍ１ ＝{Ｍ∈Ｍ(Ｈ８４):ａ∈Ｍ}ꎬＭ２ ＝{Ｍ∈Ｍ(Ｈ８４):ａꎬｂ∉Ｍ}和 Ｍ３ ＝{Ｍ∈Ｍ(Ｈ８４):ｂ∈Ｍ}ꎮ

设 Ｍ∈Ｍ１ꎬ则 ｈ１ 是 Ｍ￣交错六边形ꎮ 把由六边形 ｈ３、ｈ４ 和 ｈ５、ｈ６、ｈ７ 构成的六角链分别记为 Ｌ２ 和 Ｌ３ꎬ则
ｈ１、Ｌ２ 和 Ｌ３ 是相对于 Ｍ 的 ３个基本分支ꎬ其中 Ｍ 在 ｈ１ 上的限制是固定的ꎮ 根据定理 ６ꎬ可得 Ｍ１ 中的完美

匹配对反强迫多项式的贡献为 ｘ×Ａｆ(Ｌ２ꎬｘ)×Ａｆ(Ｌ３ꎬｘ)＝ ｘ×(２ｘ＋ｘ２)×(ｘ＋３ｘ２＋ｘ３)＝ ｘ６＋５ｘ５＋７ｘ４＋２ｘ３ꎮ
设 Ｍ∈Ｍ２ꎬ根据边 ｅ 和 ｆ 是否都属于某个完美匹配ꎬ可将 Ｍ２ 进一步划分为 ２ 个子集ꎬＭ２１ ＝ {Ｍ∈

Ｍ(Ｈ８４):ｅꎬ ｆ∈Ｍ}和 Ｍ２２ ＝{Ｍ∈Ｍ(Ｈ８４):ｅ、 ｆ 至少有一个不属于 Ｍ}ꎮ 注意到 Ｍ２１中仅有一个完美匹配

Ｍꎬ恰有 ｈ２、ｈ６、ｈ７ 是 Ｍ￣交错六边形ꎬｈ１、ｈ２、ｈ３、ｈ５ 生成的三亚苯的边界是一个 Ｔ３￣型交错圈ꎬ由推论 ２ 知

ａｆ(ＨꎬＭ)＝ ４ꎬ故 Ｍ２１中的完美匹配对反强迫多项式的贡献为 ｘ４ꎮ Ｍ２２中恰好有 ３ 个完美匹配ꎬ且仅有 ｈ２、
ｈ６、ｈ７ 是交错六边形ꎬ没有 Ｔ３￣型交错圈ꎬ故 Ｍ２２中的完美匹配对反强迫多项式的贡献为 ３ｘ３ꎮ 因此 Ｍ２ 中完

美匹配对反强迫多项式的总贡献为 ｘ４＋３ｘ３ꎮ
类似于上述 ２种情况的讨论ꎬ可计算得到 Ｍ３ 中完美匹配对反强迫多项式的总贡献为 ２ｘ６＋７ｘ５＋５ｘ４＋ｘ３ꎮ

因此

Ａｆ(Ｈ８４ꎬｘ)＝∑
Ｍ∈Ｍ１

ｘａｆ(Ｈ８４ꎬＭ) ＋ ∑
Ｍ∈Ｍ２

ｘａｆ(Ｈ８４ꎬＭ) ＋ ∑
Ｍ∈Ｍ３

ｘａｆ(Ｈ８４ꎬＭ) ＝ ３ｘ６＋１２ｘ５＋１３ｘ４＋６ｘ３ꎮ

完美匹配数 Φ(Ｈ８４)＝ Ａｆ(Ｈ８４ꎬ１)＝ ３４ꎬ ＡＤＦ(Ｈ８４)＝
ｄ
ｄｘ

Ａｆ(Ｈ８４ꎬｘ) ｜ ｘ＝１ ＝ １４８ꎮ

类似于例 ４的计算方法ꎬ可以得到其余 ｃａｔａ￣型六角系统的反强迫多项式及其反自由度ꎬ见表 ２ꎮ
例 ５　 附录图 ２中 Ｈ１１９是 ｐｅｒｉ￣型六角系统ꎬ其中虚线边是 Ｈ１１９的禁止边ꎬ由六边形 ｈ１、ｈ２、ｈ３ 和 ｈ５、ｈ６、ｈ７

分别生成 ２个同构的 ｃａｔａ￣型基本分支ꎮ 根据定理 ６可得

Ａｆ(Ｈ１１９ꎬｘ)＝ (ｘ３＋３ｘ２＋ｘ) ２ ＝ ｘ６＋６ｘ５＋１１ｘ４＋６ｘ３＋ｘ２ꎮ

因此 Φ(Ｈ１１９)＝ Ａｆ(Ｈ１１９ꎬ１)＝ ２５ꎬ ＡＤＦ(Ｈ１１９)＝
ｄ
ｄｘ

Ａｆ(Ｈ１１９ꎬｘ) ｜ ｘ＝１ ＝ １００ꎮ

例 ６　 附录图 ２中 Ｈ１４３是 ｐｅｒｉ￣型六角系统ꎬ其包含三亚苯作为它的子图ꎮ 注意到边 ａ 和 ｂ 不能同时属

于 Ｈ１４３的某个完美匹配ꎬ可以把 Ｍ(Ｈ１４３)划分成 ３ 个子集:Ｍ１ ＝ {Ｍ∈Ｍ(Ｈ１４３):ａ∈Ｍ}ꎬ Ｍ２ ＝ {Ｍ∈
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Ｍ(Ｈ１４３):ａꎬｂ∉Ｍ}和 Ｍ３ ＝{Ｍ∈Ｍ(Ｈ１４３):ｂ∈Ｍ}ꎮ
设 Ｍ∈Ｍ１ꎬ则 ｈ１ 是 Ｍ￣交错六边形ꎮ 将六边形 ｈ３、ｈ４、ｈ５、ｈ６、ｈ７ 构成的 ｃａｔａ￣型六角系统记为 Ｇ２ꎬ于是 ｈ１

和 Ｇ２ 是相对于 Ｍ 的两个基本分支ꎬ其中 Ｍ 在 ｈ１ 上的限制是固定的ꎮ 根据定理 ６ꎬ可得 Ｍ１ 中的完美匹配

对反强迫多项式的贡献为 ｘ×Ａｆ(Ｇ２ꎬｘ)＝ ｘ×(ｘ５＋４ｘ４＋８ｘ３＋ｘ２)＝ ｘ６＋４ｘ５＋８ｘ４＋ｘ３ꎮ
设 Ｍ∈Ｍ２ꎬ则 ｈ２ 和 ｈ５ 是 Ｍ￣交错六边形ꎬ且 ｈ１ꎬｈ２ꎬｈ３ꎬｈ６ 生成的三亚苯产生一个 Ｔ３￣型交错圈ꎮ 由推论

２知 ａｆ(Ｈ１４３ꎬＭ)＝ ３ꎬ注意到这样的 Ｍ 恰有 ２个ꎬ故 Ｍ２ 中的完美匹配对反强迫多项式的总贡献为 ２ｘ３ꎮ
设 Ｍ∈Ｍ３ꎬ则 ｈ１ 仍是 Ｍ￣交错六边形ꎬ且 ｈ１ 和六边形 ｈ３、ｈ４、ｈ５、ｈ６、ｈ７ 构成的 ｃａｔａ￣型六角系统 Ｇ２ 是相

对于 Ｍ 的 ２个基本分支ꎮ 注意到ꎬ当边 ｃ 和 ｄ 同时属于 Ｍ 时会产生新的 Ｍ￣交错六边形 ｈ２ꎬ此时 ｈ１、ｈ２、ｈ３、
ｈ６ 是固定的 ４个 Ｍ￣交错六边形ꎬｈ５ 是有 ２种选择的 Ｍ￣交错六边形ꎬ且没有 Ｔ３￣型交错圈ꎮ 根据推论 ２ꎬ所有

这样的完美匹配对反强迫多项式的贡献为 ２ｘ５ꎮ 当 ｃꎬｄ 至少有一个不属于 Ｍ 时ꎬｈ２ 一定不是 Ｍ￣交错六边

形ꎬ所有这样的完美匹配对反强迫多项式的贡献为 ｘ×(Ａｆ(Ｇ２ꎬｘ)－２ｘ３)＝ ｘ×(ｘ５＋４ｘ４＋８ｘ３＋ｘ２－２ｘ３)＝ ｘ６＋４ｘ５＋
６ｘ４ ＋ｘ３ꎬ其中 Ａｆ(Ｇ２ꎬｘ)－２ｘ３ 表示从 Ｇ２ 中减去 ｃ 和 ｄ 同时属于 Ｇ２ 的某个完美匹配的情形ꎮ 故Ｍ３ 中所有完

美匹配对反强迫多项式的贡献为 ｘ６＋６ｘ５＋６ｘ４＋ｘ３ꎮ 综上所述ꎬ

Ａｆ(Ｈ１４３ꎬｘ)＝∑
Ｍ∈Ｍ１

ｘａｆ(Ｈ１４３ꎬＭ) ＋ ∑
Ｍ∈Ｍ２

ｘａｆ(Ｈ１４３ꎬＭ) ＋ ∑
Ｍ∈Ｍ３

ｘａｆ(Ｈ１４３ꎬＭ)

＝ ２ｘ６＋１０ｘ５＋１４ｘ４＋４ｘ３ꎮ

完美匹配数 Φ(Ｈ１４３)＝ Ａｆ(Ｈ１４３ꎬ１)＝ ３０ꎬ ＡＤＦ(Ｈ１４３)＝
ｄ
ｄｘ

Ａｆ(Ｈ１４３ꎬｘ) ｜ ｘ＝１ ＝ １３０ꎮ

例 ７　 附录图 ２ 中 Ｈ１８５是 ｐｅｒｉ￣型六角系统ꎬ其不包含三亚苯作为它的子图ꎮ 根据推论 ２ꎬＨ１８５的任一完

美匹配 Ｍ 的反强迫数等于 Ｍ￣交错六边形的个数ꎮ 可以把 Ｍ(Ｈ１８５)划分成 ２个子集:Ｍ１ ＝{Ｍ∈Ｍ(Ｈ１８５):

ａ∉Ｍ}和 Ｍ２ ＝{Ｍ∈Ｍ(Ｈ１８５):ａ∈Ｍ}ꎮ
若 Ｍ∈Ｍ１ꎬ则 ｈ３ 是固定的 Ｍ￣交错六边形ꎬ由六边形 ｈ６ꎬｈ７ 构成的线性六角链 Ｌ２ 是相应于 Ｍ 的基本分

支ꎮ 根据定理 ６ꎬＭ１ 中所有完美匹配对反强迫多项式的贡献为 ｘ×Ａｆ(Ｌ２ꎬｘ)＝ ｘ×(２ｘ＋ｘ２)＝ ２ｘ２＋ｘ３ꎮ
若 Ｍ∈Ｍ２ꎬ根据边 ｂ 和 ｅ２ 是否同时属于某个完美匹配ꎬ可将 Ｍ２ 进一步划分为 ２ 个子集ꎬＭ２１ ＝ {Ｍ∈

Ｍ(Ｈ１８５):ｂꎬｅ２∈Ｍ}和 Ｍ２２ ＝{Ｍ∈Ｍ(Ｈ１８５):ｂꎬｅ２ 至少有一个不属于 Ｍ}ꎮ 设 Ｍ∈Ｍ２１ꎬ则 ｈ１、ｈ３ 是固定的

Ｍ￣交错六边形ꎬ由六边形 ｈ６、ｈ７ 构成的六角链是相应于 Ｍ 的基本分支ꎮ 因此 Ｍ２１中仅有 ３ 个完美匹配ꎬ容
易验证 Ｍ２１中的完美匹配对反强迫多项式的总贡献为 ｘ５＋ｘ４＋ｘ３ꎮ 设 Ｍ∈Ｍ２２ꎬ则 ｈ１、ｈ２、ｈ４、ｈ５、ｈ６、ｈ７ 生成的

ｐｅｒｉ￣型六角系统 Ｈ′是相应于 Ｍ 的基本分支ꎮ 不难计算得 Ａｆ(Ｈ′ꎬｘ)＝ ｘ５＋４ｘ４＋５ｘ３＋５ｘ２ꎬ再减去边 ｂ 和 ｅ２ 同
时属于 Ｈ′的某个完美匹配的情形ꎬ即 Ｍ２２中所有完美匹配对反强迫多项式的总贡献为 ｘ５ ＋４ｘ４ ＋５ｘ３ ＋５ｘ２ －
(ｘ４＋ｘ３＋ｘ２)＝ ｘ５＋３ｘ４＋４ｘ３＋４ｘ２ꎮ 由式(３)知

Ａｆ(Ｈ１８５ꎬｘ)＝∑
Ｍ∈Ｍ１

ｘａｆ(Ｈ１８５ꎬＭ) ＋ ∑
Ｍ∈Ｍ２

ｘａｆ(Ｈ１８５ꎬＭ)＝ ２ｘ５＋４ｘ４＋６ｘ３＋６ｘ２ꎮ

完美匹配数 Φ(Ｈ１８５)＝ Ａｆ(Ｈ１８５ꎬ１)＝ １８ꎬ ＡＤＦ(Ｈ１８５)＝
ｄ
ｄｘ

Ａｆ(Ｈ１８５ꎬｘ) ｜ ｘ＝１ ＝ ５６ꎮ

类似于上述例子中的讨论ꎬ利用推论 ２和定理 ６ꎬ可以计算得到所有 ７ 个苯环生成的六角系统的反自由

度ꎬ见表 ２ꎬ其中下面同一括号内六角系统的反强迫多项式相等:{Ｈ４ꎬＨ５}、{Ｈ７ꎬＨ８}、{Ｈ９ꎬＨ１０}、{Ｈ１１ꎬＨ１２ꎬ
Ｈ１３ꎬＨ１４}ꎬ{Ｈ１５ꎬＨ１６}、{Ｈ１７ꎬＨ１８}、{Ｈ１９ꎬＨ２０ꎬＨ２１ꎬＨ２２}、{Ｈ２３ꎬＨ２４ꎬＨ２５}、{Ｈ２６ꎬＨ２７}、{Ｈ２８ꎬＨ２９ꎬＨ３０ꎬＨ３１}、
{Ｈ３２ꎬＨ３３ꎬＨ３４ꎬＨ３５ꎬＨ３６ꎬＨ３７}、{Ｈ３８ꎬＨ３９ꎬＨ４０}、{Ｈ４１ꎬＨ４２ꎬＨ４３ꎬＨ４４}、{Ｈ４５ꎬＨ４６ꎬＨ４７ꎬＨ４８ꎬＨ４９ꎬＨ５０ꎬＨ５１ꎬＨ５２}、
{Ｈ５３ꎬＨ５４ꎬＨ５５ꎬＨ５６ꎬＨ５７ꎬＨ５８}、{Ｈ５９ꎬＨ６０ꎬＨ６１ꎬＨ６２ꎬＨ６３ꎬＨ６４ꎬＨ６５ꎬＨ６６}、{Ｈ７１ꎬＨ７２}、{Ｈ７３ꎬＨ７４}、{Ｈ７８ꎬＨ７９}、
{Ｈ８０ꎬＨ８１ꎬＨ８２ꎬＨ８３}、{Ｈ８５ꎬＨ８６ꎬＨ８７ꎬＨ８８}、{Ｈ８９ꎬＨ９０ꎬＨ９１ꎬＨ９２ꎬＨ９３ꎬＨ９４}、{Ｈ９５ꎬＨ９６ꎬＨ９７}、{Ｈ９８ꎬＨ９９}、{Ｈ１０１ꎬ
Ｈ１０２ꎬＨ１０３ꎬＨ１０４ꎬＨ１０５ꎬＨ１０７ꎬＨ１０８ }、{Ｈ１０９ꎬＨ１１０ }、{Ｈ１１１ꎬＨ１１２ꎬＨ１１３ }、 {Ｈ１１４ꎬＨ１１５ }、 {Ｈ１１６ꎬＨ１１７ }、 {Ｈ１１９ꎬＨ１２０ }、
{Ｈ１２１ꎬＨ１２２}、{Ｈ１２３ꎬＨ１２４}、{Ｈ１２５ꎬＨ１２６}、{Ｈ１２７ꎬＨ１２８ꎬＨ１２９}、{Ｈ１３０ꎬＨ１３１}、{Ｈ１３２ꎬＨ１３３}、{Ｈ１３４ꎬＨ１３５ꎬＨ１３６ꎬＨ１３７}、
{Ｈ１３９ꎬＨ１４０}、{Ｈ１４６ꎬＨ１５１}、{Ｈ１５２ꎬＨ１５５}、{Ｈ１５３ꎬＨ１５４}、{Ｈ１５９ꎬＨ１６１ꎬＨ１６２ꎬＨ１６７}、{Ｈ１６０ꎬＨ１６５ꎬＨ１６６}、{Ｈ１６３ꎬＨ１６４}、
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附录:

图 １　 ７个苯环生成的 ｃａｔａ￣型六角系统
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图 １(续)　 ７个苯环生成的 ｃａｔａ￣型六角系统
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图 ２　 ７个苯环生成的 ｐｅｒｉ￣型六角系统
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