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关于两类特征和的递推性质

王啸
(长安大学理学院ꎬ 陕西 西安 ７１００６４)

摘要:利用解析的方法、广义 Ｇａｕｓｓ 和的性质ꎬ在模素数 ｐ 的条件下ꎬ得到两类特征和 Ａｋ(ｐ)和 Ｔｋ(ｐ)的递推公式ꎬ本文结果用

于解决对角同余方程解的个数问题ꎮ
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１　 引言及主要结果

设任意整数 ｑ≥３ꎬ χ 是任意模 ｑ 的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 特征ꎬ定义广义高斯和 Ｇ(ｍꎬｋꎬ χꎻｑ)为
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式中 ｅ(ｙ)＝ ｅ２πｉｙꎮ 若 ｍ＝ ｋ＝ １ꎬ则 Ｇ(ｍꎬｋꎬ χꎻｑ)＝ τ(χ)为经典高斯和ꎮ 关于高斯和的性质以及相关理论参见

文献[１]ꎮ
高斯和 Ｇ(ｍꎬｋꎬ χꎻｑ)是解析数论中经典的研究内容ꎬ许多学者都对其进行了广泛而深入的研究ꎬ并得到

一系列重要的结论[２￣８]ꎮ 特别地ꎬＷｅｉｌ[２]给出了关于高斯和上界的重要结论:

Ｇ(ｍꎬｋꎬ χꎻｐ)≤(ｋ＋１) ｐ ꎮ
张文鹏等[５]给出三次广义高斯和的四次幂均值ꎬ即
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其中 Ｕ＝∑
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特征和的三次线性递推公式为[６]ꎬ对于奇素数 ｐꎬ任意的正整数 ｓ 和 ｈꎬ
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χ１(ａ１)χ２(ａ２)􀆺 χｓ(ａｓ)ꎬ

其中 χ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓ)是任意模 ｐ 的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 特征ꎮ 作为应用ꎬ利用以上特征和的计算结果ꎬ得到对角方程解

的个数ꎬ即
ｘｈ
１＋ｘｈ

２＋􀆺＋ｘｈ
ｓ≡０　 (ｍｏｄ ｐ)ꎬ

其中所有的 ｘｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓ)都是模 ｐ 的二次剩余(或者二次非剩余)ꎮ 本文将考虑更为一般的对角方程解

的个数ꎬ即
ｘｈ
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其中 ｘｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｓ)均是模 ｐ 的二次剩余(或者二次非剩余)ꎮ 关于数论中对角方程解的个数问题的研究

结果可参考文献[９￣１６]ꎮ
本文中ꎬ在模奇素数 ｐ 的条件下ꎬ研究以下 ２种特征和的计算问题ꎬ对任意的正整数 ｓ 和 ｈꎬ
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以及
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其中 ｚ∈ＦＦ∗ｐ :ＦＦｐ ＼{０}ꎬ ｙ∈ＦＦ∗ｐ 以及 χ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ)是模 ｐ 的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 特征ꎮ
利用模 ｐ 简化剩余系的性质ꎬ特征和式(３)可变为 Ｊａｃｏｂｉ 和ꎬ即
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本文中ꎬ利用广义高斯和的性质ꎬ得到特征和式(３)、(４)的一些计算结果ꎬ主要给出 Ａｓ(３ꎬｚꎬ χ２ꎬ􀆺ꎬ χ２ꎻ

ｐ)和 Ｔｓ(３ꎬ χ２ꎬ􀆺ꎬ χ２ꎻｐ)精确的计算公式ꎬ其中 χ２ ＝
∗
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÷ 表示模 ｐ 的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 符号ꎮ 为了方便起见ꎬ记

Ａｓ(３ꎬｚꎬ χ２ꎬ􀆺ꎬ χ２ꎻｐ)＝ Ａｓ(ｐ)以及 Ｔｓ(３ꎬ χ２ꎬ􀆺ꎬ χ２ꎻｐ)＝ Ｔｓ(ｐ)ꎬ本文给出 Ａｓ(ｐ)和 Ｔｓ(ｐ)的三阶递推公式ꎮ
定理 １　 设 ｐ 为奇素数ꎬ(３ꎬｐ－１)＝ １ꎬ对于任意的整数 ｓ 和 ｈꎬ则
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定理 ２　 设 ｐ 为奇素数ꎬｐ≡１(ｍｏｄ ６)ꎬ χ 是模 ｐ 的任意三阶特征ꎬ则
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对任意的整数 ｎ≥３ꎬ有递推公式

Ａ２ｎ＋１(ｐ)＝ ９􀅰
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÷ ｐ􀅰Ａ２ｎ－１(ｐ)＋[６Ｃ(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))－１２ｐ２]􀅰Ａ２ｎ－３(ｐ)

＋[６Ｃ ２ｐ２＋τ６(χ２ψ)＋τ６(χ２ψ)－４Ｃ ３(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))]􀅰Ａ２ｎ－５(ｐ)ꎮ
定理 ３　 设 ｐ 为奇素数ꎬｐ≡１　 (ｍｏｄ ６)ꎬ若 ｚ 是模 ｐ 的三次剩余ꎬ２是模 ｐ 的三次剩余ꎬ则

Ａ１(ｐ)＝ ３
ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ａ３(ｐ)＝

－ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰２７(ｐ－４ｂ２)ꎬ

Ａ５(ｐ)＝
ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ２４３􀅰(ｐ２－６ｐｂ２＋３ｂ４)ꎬ

对任意的整数 ｎ≥３ꎬ有递推公式

Ａ２ｎ＋１(ｐ)＝ (－１) (ｐ
－１) / ２９ｐ􀅰Ａ２ｎ－１(ｐ)－１６２ｐｂ２􀅰Ａ２ｎ－３(ｐ)

＋(－１) (ｐ－１) / ２７２９ｐｂ４􀅰Ａ２ｎ－５(ｐ)ꎮ
由于特征和 Ａｓ(ｐ)以及特征和 Ｔｓ(ｐ)关系密切ꎬ因此可以得到以下定理ꎮ
定理 ４　 设 ｐ 为奇素数ꎬ(３ꎬｐ－１)＝ １ꎬ对于任意的整数 ｓ 以及 ｈꎬ那么
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注 １　 首先ꎬ可以得到 Ａ２ｎ＋１(ｐ)≡０　 (ｍｏｄ ３ｎｐ)以及 Ｔ２ｎ(ｐ)≡０　 (ｍｏｄ ３ｎｐ)ꎬ其中 ｎ≥３ꎻ其次ꎬ由于含

有 τ(ψ)(τ２(χ２ψ)＋２τ(χ２)τ(χ２ψ))ꎬ因此很难得到 Ａ２ｎ(ｐ)的精确表达式ꎬ这仍然是一个公开的问题ꎻ最后ꎬ利
用本文结果ꎬ可以解决高次对角方程解的个数问题ꎬ利用解析的方法ꎬ将同余方程解的个数转化为特征和的

计算问题ꎮ 根据特征和 Ａｓ(ｐ)以及特征和 Ｔｓ(ｐ)的计算结果ꎬ可以给出同余方程
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解的个数 Ｔ(ｈꎬｋꎬｙꎬｐ)ꎬ其中ꎬｚ∈ＦＦ∗ｐ :ＦＦｐ ＼{０}ꎬ ｘｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ)均是模 ｐ 的二次剩余(或者二次非剩余)ꎮ
例 １　 设 ｐ 为奇素数ꎬ(３ꎬｐ－１)＝ １ꎬ则
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例 ２　 设 ｐ 为满足 ｐ≡１　 (ｍｏｄ ２４)的奇素数ꎬ那么
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２　 若干引理

为了证明主要定理的ꎬ首先给出以下引理ꎮ
引理 １　 设 ｐ 为奇素数ꎬ ｐ≡１ｍｏｄ ３ꎬ Ｃ ＝ τ( χ２) ꎬ对任意满足(ｍꎬ ｐ) ＝ １ 的整数 ｍꎬ记 Ｕ(ｍꎬ ｐ) ＝
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æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ｍａ３

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ有恒等式

Ｕ７(ｍꎬｐ)＝ ９Ｃ ２Ｕ ５(ｍꎬｐ)＋[６Ｃ(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))－１２ｐ２]􀅰Ｕ ３(ｍꎬｐ)

＋[６Ｃ ２ｐ２＋τ６(χ２ψ)＋τ６(χ２ψ)－４Ｃ ３(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))]􀅰Ｕ(ｍꎬｐ)ꎬ
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其中
∗
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ χ２ 表示模 ｐ 的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 符号ꎮ

证明　 注意到 ｐ≡１　 (ｍｏｄ ３)ꎬ假如 ｈ 是立方数ꎬ那么 ｘ３≡ｈ(ｍｏｄ ｐ)有 ３个零点ꎮ 假如 ｈ 是非立方数ꎬ
那么 ｘ３≡ｈ(ｍｏｄ ｐ)没有零点ꎬ因此

∑
ｐ－１

ａ ＝１

ａ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ｍａ３

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

ｐ－１

ａ ＝１
ｈ是立方数

３ ａ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ｍｈ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (５)

由于 ψ 是三阶的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 特征ꎬ那么

１＋ψ(ａ)＋ψ２(ａ)＝
０ꎬ　 若 ａ 是立方数ꎬ
３ꎬ　 若 ａ 是非立方数ꎮ{ (６)

将式(６)代入式(５)ꎬ注意到 ψ２ ＝ 􀭵ψꎬ得

Ｕ(ｍꎬｐ)＝ ∑
ｐ－１

ａ ＝１

ａ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ｍａ３

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝∑

ｐ－１

ａ ＝１
(１＋ψ(ａ)＋ψ２(ａ))χ２(ａ)ｅ

ｍａ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ χ２(ｍ)τ(χ２)＋ χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ(χ２ψ)＋ χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ(χ２ψ)ꎮ (７)

由于 ψ２ ＝ 􀭵ψꎬ χ２２ ＝ χ０ꎬ Ｃ ２ ＝τ２(χ２)＝ χ２(－１)ｐꎬ并且 τ(χ２ψ)τ(χ２ψ)＝ χ２(－１)ｐ＝Ｃ ２ꎮ 由式(７)ꎬ得

　 Ｕ ２(ｍꎬｐ)＝ (χ２(ｍ)τ(χ２)＋ χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ(χ２ψ)＋ χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ(χ２ψ)) ２

＝τ２(χ２)＋２τ(χ２)( 􀭵ψ(ｍ)τ(χ２ψ)＋ψ(ｍ)τ(χ２ψ))＋ψ(ｍ)τ２(χ２ψ)＋２ χ２(－１)ｐ＋􀭵ψ(ｍ)τ２(χ２ψ)

＝ ３Ｃ ２＋２Ｃ( 􀭵ψ(ｍ)τ(χ２ψ)＋ψ(ｍ)τ(χ２ψ))＋ψ(ｍ)τ２(χ２ψ)＋􀭵ψ(ｍ)τ２(χ２ψ)

＝ ３Ｃ ２＋􀭵ψ(ｍ)(２Ｃτ(χ２ψ)＋τ２(χ２ψ))＋ψ(ｍ)(２Ｃτ(χ２ψ)＋τ２(χ２ψ))ꎬ (８)
有恒等式(ｘ＋ｙ) ３ ＝ ｘ３＋３ｘ２ｙ＋３ｘｙ２＋ｙ３ꎮ 由式(８)ꎬ得

　 Ｕ ６(ｍꎬｐ)－９Ｃ ２Ｕ ４(ｍꎬｐ)＋２７Ｃ ４Ｕ ２(ｍꎬｐ)－２７Ｃ ６

＝(Ｕ ２(ｍꎬｐ)－３Ｃ ２) ３

＝[ 􀭵ψ(ｍ)(２Ｃτ(χ２ψ)＋τ２(χ２ψ))＋ψ(ｍ)(２Ｃτ(χ２ψ)＋τ２(χ２ψ))] ３

＝(２Ｃτ(χ２ψ)＋τ２(χ２ψ)) ３＋(２Ｃτ(χ２ψ)＋τ２(χ２ψ)) ３

　 ＋３(２Ｃτ(χ２ψ)＋τ２(χ２ψ))(２Ｃτ(χ２ψ)＋τ２(χ２ψ))(Ｕ ２(ｍꎬｐ)－３Ｃ ２)

＝ １４Ｃ ３[τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ)]＋τ６(χ２ψ)＋τ６(χ２ψ)＋２４Ｃ ２ｐ２

　 ＋３[５ｐ２＋２Ｃ(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))]􀅰(Ｕ ２(ｍꎬｐ)－３Ｃ ２)ꎬ
由此可得

Ｕ ６(ｍꎬｐ)＝ ９Ｃ ２Ｕ４(ｍꎬｐ)＋[６Ｃ(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))－１２ｐ２]􀅰Ｕ ２(ｍꎬｐ)

＋６Ｃ ２ｐ２＋τ６(χ２ψ)＋τ６(χ２ψ)－４Ｃ ３[τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ)]ꎮ (９)
式(９)两边同乘 Ｕ(ｍꎬｐ)ꎬ得

Ｕ ７(ｍꎬｐ)＝ ９Ｃ ２Ｕ ５(ｍꎬｐ)＋[６Ｃ(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))－１２ｐ２]􀅰Ｕ ３(ｍꎬｐ)

＋[６Ｃ ２ｐ２＋τ６(χ２ψ)＋τ６(χ２ψ)－４Ｃ ３(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))]􀅰Ｕ(ｍꎬｐ)ꎮ
引理 １证毕ꎮ

引理 ２　 设 ｐ 为满足 ｐ≡１　 (ｍｏｄ ３)的奇素数ꎬ有恒等式

　 ∑
ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｐ χ２(ｚ)􀅰(１＋ψ(ｚ)＋􀭵ψ(ｚ))ꎬ

　 ∑
ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ３(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ７ｐ２χ２(－ｚ)＋Ｃ χ２(－ｚ)(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))＋６ｐ２χ２(－ｚ)(ψ(ｚ)＋􀭵ψ(ｚ))
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　 ＋３Ｃ χ２(－ｚ)( 􀭵ψ(ｚ)τ３(χ２ψ)＋ψ(ｚ)τ３(χ２ψ))ꎬ

　 ∑
ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ５(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ５１ｐ３ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
－ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ( 􀭵ψ(ｚ)τ６(χ２ψ)＋ψ(ｚ)τ６(χ２ψ))＋４５ｐ３

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ψ(ｚ)＋􀭵ψ(ｚ))

　 ＋１５Ｃｐ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))＋５Ｃｐ

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (τ３(χ２ψ)ψ(ｚ)＋τ３(χ２ψ) 􀭵ψ(ｚ))

　 ＋３０Ｃｐ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (τ３(χ２ψ) 􀭵ψ(ｚ)＋τ３(χ２ψ)ψ(ｚ))ꎮ

证明　 由高斯和的性质以及式(７)ꎬ得

　 ∑
ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝∑
ｐ－１

ｍ ＝１
(χ２(ｍ)τ(χ２)＋ χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ(χ２ψ)＋ χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ(χ２ψ))ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝τ(χ２)χ２(－ｚ)τ(χ２)＋τ(χ２ψ)χ２(－ｚ)ψ(－ｚ)τ(χ２ψ)＋τ(χ２ψ)χ２(－ｚ) 􀭵ψ(－ｚ)τ(χ２ψ)

＝ ｐ χ２(ｚ)＋ｐ χ２(ｚ)ψ(ｚ)＋ｐ χ２(ｚ) 􀭵ψ(ｚ)

＝ ｐ χ２(ｚ)􀅰(１＋ψ(ｚ)＋􀭵ψ(ｚ))ꎮ

由于 Ｃ ２ ＝τ２(χ２)＝ χ２(－１)ｐ 以及 τ(χ２ψ)τ(χ２ψ)＝ χ２(－１)ｐ＝Ｃ ２ꎬ χ２２ ＝ χ０ꎬ则

　 ∑
ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ３(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝∑
ｐ－１

ｍ ＝１
(χ２(ｍ)τ(χ２)＋ χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ(χ２ψ)＋ χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ(χ２ψ)) ３ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝∑
ｐ－１

ｍ ＝１
７Ｃ ３χ２(ｍ)＋ χ２(ｍ)τ３(χ２ψ)＋ χ２(ｍ)τ３(χ２ψ)＋６Ｃ ２χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ(χ２ψ)(

　 ＋６Ｃ ２χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ(χ２ψ)＋３Ｃ χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ２(χ２ψ)＋３Ｃ χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ２(χ２ψ) ) ｅ
－ｍｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ７ｐ２χ２(－ｚ)＋Ｃ χ２(－ｚ)(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))＋６ｐ２χ２(－ｚ)(ψ(ｚ)＋􀭵ψ(ｚ))

　 ＋３Ｃ χ２(－ｚ)( 􀭵ψ(ｚ)τ３(χ２ψ)＋ψ(ｚ)τ３(χ２ψ))ꎮ
类似地ꎬ由式(７)得

　 ∑
ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ５(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝∑
ｐ－１

ｍ ＝１
(χ２(ｍ)τ(χ２)＋ χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ(χ２ψ)＋ χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ(χ２ψ)) ５ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝∑
ｐ－１

ｍ ＝１
[Ｃ ５χ２(ｍ)＋ χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ５(χ２ψ)＋ χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ５(χ２ψ)＋５Ｃ ４χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ(χ２ψ)

　 ＋５Ｃ ４χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ(χ２ψ)＋５Ｃ χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ４(χ２ψ)＋５Ｃ χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ４(χ２ψ)

　 ＋５ χ２(ｍ)τ４(χ２ψ)τ(χ２ψ)＋５ χ２(ｍ)τ(χ２ψ)τ４(χ２ψ)＋１０Ｃ ３χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ２(χ２ψ)

　 ＋１０Ｃ ３χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ２(χ２ψ)＋１０Ｃ ２χ２(ｍ)τ３(χ２ψ)＋１０Ｃ ２χ２(ｍ)τ３(χ２ψ)

　 ＋１０χ２(ｍ)τ３(χ２ψ) 􀭵ψ(ｍ)τ２(χ２ψ)＋１０ψ(ｍ)τ２(χ２ψ)χ２(ｍ)τ３(χ２ψ)

　 ＋２０Ｃ ３χ２(ｍ)τ(χ２ψ)τ(χ２ψ)＋２０Ｃ χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ３(χ２ψ)τ(χ２ψ)

　 ＋２０Ｃ χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ(χ２ψ)τ３(χ２ψ)＋３０Ｃ ２χ２(ｍ) 􀭵ψ(ｍ)τ２(χ２ψ)τ(χ２ψ)
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　 ＋３０Ｃ ２χ２(ｍ)ψ(ｍ)τ(χ２ψ)τ２(χ２ψ)＋３０Ｃ χ２(ｍ)τ２(χ２ψ)τ２(χ２ψ)]ｅ
－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ｐ３ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
－ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀭵ψ(ｚ)τ６(χ２ψ)＋

－ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ψ(ｚ)τ６(χ２ψ)＋５ｐ３

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ψ(ｚ)＋５ｐ３ ｚ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀭵ψ(ｚ)

　 ＋５Ｃｐτ３(χ２ψ)
ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ψ(ｚ)＋５Ｃｐτ３(χ２ψ)

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀭵ψ(ｚ)＋５Ｃｐτ３(χ２ψ)

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 ＋５Ｃｐτ３(χ２ψ)
ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋１０Ｃｐτ３(χ２ψ)

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀭵ψ(ｚ)＋１０Ｃｐτ３(χ２ψ)

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ψ(ｚ)

　 ＋１０Ｃｐτ３(χ２ψ)
ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋１０Ｃｐτ３(χ２ψ)

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋１０ｐ３ ｚ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ψ(ｚ)＋１０ｐ３ ｚ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀭵ψ(ｚ)

　 ＋２０ｐ３ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋２０Ｃｐτ３(χ２ψ)

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀭵ψ(ｚ)＋２０Ｃｐτ３(χ２ψ)

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ψ(ｚ)

　 ＋３０ｐ３ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ψ(ｚ)＋３０ｐ３ ｚ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀭵ψ(ｚ)＋３０ｐ３ ｚ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ５１ｐ３ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
－ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ( 􀭵ψ(ｚ)τ６(χ２ψ)＋ψ(ｚ)τ６(χ２ψ))＋４５ｐ３

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ψ(ｚ)＋􀭵ψ(ｚ))

　 ＋１５Ｃｐ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))＋５Ｃｐ

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (τ３(χ２ψ)ψ(ｚ)＋τ３(χ２ψ) 􀭵ψ(ｚ))

　 ＋３０Ｃｐ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (τ３(χ２ψ) 􀭵ψ(ｚ)＋τ３(χ２ψ)ψ(ｚ))ꎬ

引理 ２证毕ꎮ
引理 ３[６] 　 设 ｐ 为满足 ｐ≡１(ｍｏｄ ６)的奇素数ꎬψ 为任意模 ｐ 的三阶特征ꎬ若 ２是模 ｐ 的三次剩余ꎬ则

τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ)＝
τ３(χ２)

ｐ
􀅰(ｄ ２－２ｐ)ꎬ

其中 ｄ 由 ４ｐ＝ｄ ２＋２７ｂ２ 和 ｄ≡１(ｍｏｄ ３)唯一确定的ꎮ

注 ２　 注意到 τ(χ２ψ)τ(χ２ψ)＝ τ２(χ２)＝
－１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐꎬ由引理 ３ꎬ则

τ６(χ２ψ)＋τ６(χ２ψ)＝ (τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ)) ２－２τ３(χ２ψ)τ３(χ２ψ)
＝ τ２(χ２)􀅰(ｄ ４＋２ｐ２－４ｐｄ ２)ꎮ (１０)

３　 定理 １、２、３的证明

由于(３ꎬｐ－１)＝ １ꎬ当 ａ 通过模 ｐ 的简化剩余系时ꎬａ３ 也通过模 ｐ 的简化剩余系ꎬ因此ꎬ对任意满足

(ｍꎬｐ)＝ １的整数 ｍꎬ由高斯和的性质得

Ｕ(ｍꎬｐ)＝ ∑
ｐ－１

ａ ＝１

ａ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ｍａ３

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝∑

ｐ－１

ａ ＝１

ａ３

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ｍａ３

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝∑
ｐ－１

ａ ＝１

ａ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ｍａ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｍ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ τ(χ２)ꎮ (１１)

由 Ａｓ(ｐ)的定义、三角和的性质以及式(１１)得

Ａｓ(ｐ)＝ ∑
ｐ－１

ａ１ ＝１
∑
ｐ－１

ａ２ ＝１
􀆺∑

ｐ－１

ａｓ ＝１
ａ３１＋ａ

３
２＋􀆺＋ａ３ｓ≡ｚ　 (ｍｏｄ ｐ)

ａ１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ２
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀆺

ａｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝０
∑
ｐ－１

ａ ＝１

ａ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ｍａ３

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ

ｅ
－ ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
∑
ｐ－１

ａ ＝１

ａ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ｍａ３

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ

ｅ
－ ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷
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＝ １
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ｓ(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １
ｐ
τｓ(χ２)∑

ｐ－１

ｍ ＝１

ｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ

ｅ
－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (１２)

对于满足(ｚꎬｍ)＝ １的整数 ｍꎬ当 ｓ＝ ２ｈ 时ꎬ

Ａｓ(ｐ)＝
１
ｐ
τ２ｈ(χ２)∑

ｐ－１

ｍ ＝１
ｅ
－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

ｐ
τ２ｈ(χ２)

＝ (－１)
ｈ(ｐ－１)
２ ＋１ｐｈ－１ꎬ (１３)

当 ｓ＝ ２ｈ＋１时ꎬ

Ａｓ(ｐ)＝
１
ｐ
τ２ｈ＋１(χ２)∑

ｐ－１

ｍ ＝１

ｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ
－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １
ｐ
τ２ｈ＋２(χ２)􀅰

－１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰 ｚ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝(－１)
ｈ(ｐ－１)
２ ＋ｐ－１ｐｈ ｚ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (１４)

定理 １证毕ꎮ
下面证明定理 ２ꎮ 由

Ａｓ(ｐ)＝
１
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
∑
ｐ－１

ａ ＝１

ａ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ ｍａ３

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ

ｅ
－ ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕｓ(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１５)

再由式(１５)以及引理 ２ꎬ得

Ａ１(ｐ)＝
１
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ χ２(ｚ)􀅰(１＋ψ(ｚ)＋􀭵ψ(ｚ))ꎬ (１６)

Ａ３(ｐ)＝
１
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ３(ｍꎬｐ)ｅ

－ｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ７ｐ χ２(－ｚ)＋
Ｃ
ｐ
χ２(－ｚ)(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))＋６ｐ χ２(－ｚ)(ψ(ｚ)＋􀭵ψ(ｚ))

　 ＋３Ｃ
ｐ

χ２(－ｚ)( 􀭵ψ(ｚ)τ３(χ２ψ)＋ψ(ｚ)τ３(χ２ψ))ꎬ (１７)

　 　 　 　 Ａ５(ｐ)＝
１
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ５(ｍꎬｐ)ｅ

－ｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ５１ｐ２ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

ｐ
－ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ( 􀭵ψ(ｚ)τ６(χ２ψ)＋ψ(ｚ)τ６(χ２ψ))＋４５ｐ２

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ψ(ｚ)＋􀭵ψ(ｚ))

　 ＋１５Ｃ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))＋５Ｃ

ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (τ３(χ２ψ)ψ(ｚ)＋τ３(χ２ψ) 􀭵ψ(ｚ))

　 ＋３０Ｃ ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (τ３(χ２ψ) 􀭵ψ(ｚ)＋τ３(χ２ψ)ψ(ｚ))ꎮ (１８)

若 ｎ≥１ꎬ由式(１５)和引理 １得

Ａ２ｎ＋１(ｐ)＝
１
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ２ｎ＋１(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ２ｎ－６(ｍꎬｐ)􀅰Ｕ７(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ９Ｃ
２

ｐ ∑
ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ２ｎ－１(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 ＋[６Ｃ(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))－１２ｐ２]
１
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ２ｎ－３(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷
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　 ＋[６Ｃ ２ｐ２＋τ６(χ２ψ)＋τ６(χ２ψ)－４Ｃ ３(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))]

　 × １
ｐ ∑

ｐ－１

ｍ ＝１
Ｕ ２ｎ－５(ｍꎬｐ)ｅ

－ｚｍ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ９􀅰
－１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐ􀅰Ａ２ｎ－１(ｐ)＋[６Ｃ(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))－１２ｐ２]􀅰Ａ２ｎ－３(ｐ)

　 ＋[６Ｃ ２ｐ２＋τ６(χ２ψ)＋τ６(χ２ψ)－４Ｃ ３(τ３(χ２ψ)＋τ３(χ２ψ))]􀅰Ａ２ｎ－５(ｐ)ꎮ (１９)
由式(１６)—(１９)ꎬ则定理 ２证毕ꎮ

由引理 ３和定理 ２ꎬ

Ａ１(ｐ)＝ ３
ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ａ３(ｐ)＝

－ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰２７(ｐ－４ｂ２)ꎬ

Ａ５(ｐ)＝
ｚ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ２４３􀅰(ｐ２－６ｐｂ２＋３ｂ４)ꎬ

对任意整数 ｎ≥１ꎬ有递推公式

Ａ２ｎ＋１(ｐ)＝ (－１) (ｐ
－１) / ２９ｐ􀅰Ａ２ｎ－１(ｐ)－１６２ｐｂ２􀅰Ａ２ｎ－３(ｐ)

　 ＋(－１) (ｐ－１) / ２７２９ｐｂ４􀅰Ａ２ｎ－５(ｐ)ꎮ
定理 ３证毕ꎮ

４　 定理 ４的证明

利用广义高斯和以及简化剩余系的性质ꎬ我们知道 Ａｓ(ｐ)以及 Ｔｓ(ｐ)有着密切的联系ꎬ以下将完成定理

４的证明ꎮ

　 　 　 　 Ｔｓ(ｐ)＝ ∑
ｐ－１

ａ１ ＝１
∑
ｐ－１

ａ２ ＝１
􀆺∑

ｐ－１

ａｓ ＝１
ａ３１＋ａ

３
２＋􀆺＋ｙａ３ｓ≡０　 (ｍｏｄ ｐ)

ａ１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ２
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀆺

ａｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ∑
ｐ－１

ａ１ ＝１
∑
ｐ－１

ａ２ ＝１
􀆺∑

ｐ－１

ａｓ ＝１
ａ３１＋ａ

３
２＋􀆺＋ａ３ｓ－１≡－ｙａ３ｓ 　 (ｍｏｄ ｐ)

ａ１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ２
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀆺

ａｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ∑
ｐ－１

ａ１ ＝１
∑
ｐ－１

ａ２ ＝１
􀆺∑

ｐ－１

ａｓ ＝１
－ａ３１ａ

３
ｓ －ａ
３
２ａ
３
ｓ －􀆺－ａ３ｓ－１ａ

３
ｓ≡－ｙａ３ｓ 　 (ｍｏｄ ｐ)

－ａ１ａｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷
－ａ２ａｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷􀆺

－ａｓ－１ａｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ａｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ －１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ－１

∑
ｐ－１

ａ１ ＝１
∑
ｐ－１

ａ２ ＝１
􀆺∑

ｐ－１

ａｓ ＝１
ａ３１＋ａ

３
２＋􀆺＋ａ３ｓ－１≡ｙ　 (ｍｏｄ ｐ)

ａ１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ２
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀆺

ａｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ

ꎮ (２０)

若 ｓ＝ ２ｈ 时ꎬ

Ｔｓ(ｐ)＝
－１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｐ－１

ａ１ ＝１
∑
ｐ－１

ａ２ ＝１
􀆺∑

ｐ－１

ａｓ ＝１
ａ３１＋ａ

３
２＋􀆺＋ａ３ｓ－１≡ｙ　 (ｍｏｄ ｐ)

ａ１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ２
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀆺

ａｓ－１

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ －１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰(ｐ－１)􀅰 ∑

ｐ－１

ａ１ ＝１
∑
ｐ－１

ａ２ ＝１
􀆺∑

ｐ－１

ａｓ－１ ＝１
ａ３１＋ａ

３
２＋􀆺＋ａ３ｓ－１≡ｙ　 (ｍｏｄ ｐ)

ａ１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ２
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀆺

ａｓ－１

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ －１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰(ｐ－１)􀅰Ａｓ－１ꎮ (２１)

若 ｓ＝ ２ｈ－１时ꎬ

Ｔｓ(ｐ)＝ ∑
ｐ－１

ａ１ ＝１
∑
ｐ－１

ａ２ ＝１
􀆺∑

ｐ－１

ａｓ ＝１
ａ３１＋ａ

３
２＋􀆺＋ａ３ｓ－１≡ｙ　 (ｍｏｄ ｐ)

ａ１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ２
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀆺

ａｓ－１

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ａｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ∑
ｐ－１

ａ１ ＝１
∑
ｐ－１

ａ２ ＝１
􀆺∑

ｐ－１

ａｓ－１ ＝１
ａ３１＋ａ

３
２＋􀆺＋ａ３ｓ－１≡ｙ　 (ｍｏｄ ｐ)

ａ１
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ２
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷􀆺

ａｓ－１

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｐ－１

ａｓ ＝１

ａｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ０ꎮ (２２)
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由式(２１)—(２２)ꎬ定理 ４证毕ꎮ
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