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度量空间中一致域的一个等价刻画
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摘要:研究度量空间中一致域的相关性质ꎬ并证明度量空间中一致域的一个等价性结果ꎮ
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０　 引言

假设(Ｘꎬｄ)是一个度量空间ꎬ记为 Ｘꎮ 令 Ｄ 是 Ｘ 的非空子区域ꎬｄｉｓｔ(ｘꎬ∂Ｄ)表示 ｘ 到 Ｄ 的边界∂Ｄ 的距

离ꎬＤ 的直径记为 ｄｉａｍ(Ｄ)ꎮ 对于任意的 ｘ∈Ｄ 和 ｒ>０ꎬ Ｂ(ｘꎬｒ)＝ {ｙ∈Ｄꎬ ｄ(ｘꎬｙ) <ｒ}、 􀭵Ｂ(ｘꎬｒ)＝ {ｙ∈Ｄꎬ
ｄ(ｘꎬｙ)≤ｒ}、 Ｓ(ｘꎬｒ)＝ {ｙ∈Ｄꎬ ｄ(ｘꎬｙ)＝ ｒ}分别表示以 ｘ 为中心ꎬｒ 为半径的度量开球、闭球以及球面ꎮ

为了研究欧氏空间中 ｂｉ￣Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 映射的近似理论和单叶性的问题ꎬＪｏｈｎ[１]引进 Ｊｏｈｎ 域的概念ꎬＭａｒｔｉｏ
等[２]继续讨论映射的单叶性问题ꎬ引进一致域的概念ꎮ Ｍａｒｔｉｏ[３]介绍欧氏空间中 Ｊｏｈｎ 域和一致域的相关性

质ꎬ研究 Ｊｏｈｎ 域和一致域之间的关系ꎮ 由于一致域在研究拟对称映射、拟共形映射、拟双曲映射等都起着至

关重要的作用ꎬ因此对一致域性质的研究得到了学者们的极大关注和广泛应用ꎬ在欧氏空间和Ｂａｎａｃｈ空间中

已有很多一致域性质的相关结论[４￣１２]ꎬ度量空间中关于一致域的研究见文献[１３￣２０]ꎮ 本文旨在度量空间中

继续研究一致域的一些等价性质ꎮ

１　 预备知识及主要结论

曲线是指任意连续映射 γ:[ａꎬｂ]→Ｘꎬγ 的长度定义为

ｌ(γ)＝ ｓｕｐ {∑
ｎ

ｉ ＝１
ｄ(γ( ｔｉ)ꎬγ( ｔｉ－１)) } ꎬ

式中的上确界针对[ａꎬｂ]的任意划分 ａ＝ ｔ０<ｔ１<􀆺<ｔｎ ＝ｂ 所取ꎮ 如果 ｌ(γ)<∞ ꎬ则称曲线 γ 是可求长的ꎮ γ 在
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Ｘ 中的像仍然记为 γꎬγ 以 ｘ 和 ｙ 为端点的子曲线记为 γ[ｘꎬｙ]ꎮ 长度函数指 ｓγ:[ａꎬｂ]→[０ꎬｌ(γ)]ꎬ它由

ｓγ( ｔ)＝ ｌ(γ[ａꎬｔ])给出ꎮ 任意的可求长曲线 γ:[ａꎬｂ]→Ｘꎬ都存在唯一的曲线 γｓ:[０ꎬ ｌ(γ)]→Ｘꎬ使得 γ ＝
γｓ 􀳱ｓγꎬ而且对于任意的 ｔ∈[０ꎬｌ(γ)]ꎬ进一步有 ｌ(γｓ[０ꎬｔ])＝ ｔꎬ其中 γｓ 称作曲线 γ 的弧长参数化ꎮ
　 　 在下文中ꎬ将可求长曲线 γ 进行弧长参数化ꎬ记 γｓ 为 γꎮ 设 ｌ( γ) ＝ Ｌꎬ若给定一条可求长曲线为

γ:[０ꎬＬ]→Ｘ 连接 ｘ 和 ｘ０ꎬ使得 γ(０)＝ ｘꎬ γ(Ｌ)＝ ｘ０ꎮ 定义 ｜ γ ｜为 γ:[０ꎬＬ]→Ｘ 的轨迹ꎬγ－１为 γ:[０ꎬＬ]→Ｘ 的

逆映射ꎬ􀭵γ 为 γ:[０ꎬＬ]→Ｘ 的扭转映射ꎬ其中曲线 􀭵γ:[０ꎬＬ]→Ｘ 是连接 ｘ０ 和 ｘꎬ使得 􀭵γ(０)＝ ｘ０ꎬ 􀭵γ(Ｌ)＝ ｘ 且

􀭵γ( ｔ)＝ γ(Ｌ－ｔ)ꎮ
定义 １[３] 　 设 Ｄ 是 Ｘ 的非空真子区域ꎬ０<α≤β<∞ ꎬ如果存在点ｘ０∈Ｄꎬ对于任意的 ｘ∈Ｄꎬ都存在可求长

曲线 γ:[０ꎬＬ]→Ｄ 连接 ｘ 和 ｘ０ꎬ使得 γ(０)＝ ｘ 和 γ(Ｌ)＝ ｘ０ꎬγ 满足 Ｌ≤βꎬ且 ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥ α
Ｌ
ｔꎬ ｔ∈[０ꎬＬ]ꎬ

则称 Ｄ 是一个(αꎬβ) ￣Ｊｏｈｎ 域ꎬ其中 ｘ０ 称为 Ｄ 的中心ꎮ
定义 ２[３] 　 设 Ｄ 是 Ｘ 的非空真子区域ꎬ如果对于 ｘꎬｙ∈Ｄ⊂Ｘꎬ ｘ≠ｙꎬ那么存在子区域 Ｇ⊂Ｄꎬ使得 ｘꎬｙ∈Ｇꎬ

而且 Ｇ 为(αｄ(ｘꎬｙ)ꎬβｄ(ｘꎬｙ)) ￣Ｊｏｈｎ 域ꎬ则称 Ｄ 是(αꎬβ) ￣一致域ꎮ
定义 ３[３] 　 设 Ｄ 是 Ｘ 的非空真子区域ꎬ如果对于 ｘꎬｙ∈Ｄ⊂Ｘꎬ ｘ≠ｙꎬ那么存在 Ｄ 中的可求长曲线

γ:[０ꎬＬ]→Ｄ连接 ｘ 和 ｙꎬ使得 γ(０)＝ ｘ 和 γ(Ｌ)＝ ｙꎬ则称 Ｄ 属于(αꎬβ)类ꎬ其中 γ 满足:
(ⅰ) Ｌ≤βｄ(ｘꎬｙ)ꎻ

(ⅱ) ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥ α
β
􀅰ｍｉｎ{Ｌ－ｔꎬｔ}ꎬ ｔ∈[０ꎬＬ]ꎮ

定义 ４[３] 　 设 Ｄ 是 Ｘ 的非空真子区域且 ０<δ≤１ꎬ如果对于 ｘꎬｙ∈Ｄ⊂Ｘꎬ ｘ≠ｙꎬ那么存在可求长曲线

γ:[０ꎬＬ]→Ｄ连接 ｘ 和 ｙꎬ使得 γ(０)＝ ｘ 和 γ(Ｌ)＝ ｙꎬ则称 Ｄ 满足条件 Ａ(δ)ꎬ其中 γ 满足:

(ⅰ) ｄｉａｍ ｜ γ ｜≤ｄ(ｘꎬｙ)
δ
ꎻ

(ⅱ) γ[０ꎬｔ]⊂􀭵Ｂ γ( ｔ)ꎬ １
δ

ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ０≤ｔ≤ Ｌ

２
ꎻ

(ⅲ) γ[ ｔꎬＬ]⊂􀭵Ｂ γ( ｔ)ꎬ １
δ

ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｌ
２
≤ｔ≤Ｌꎮ

定义 ５[３] 　 设 Ｄ 是 Ｘ 的非空真子区域ꎬ若对于 ｘ１ꎬｘ２∈Ｄꎬ ｘ１≠ｘ２ꎬ且存在连续集 Ｅ 包含 ｘ１ 和 ｘ２ꎬ使得

(ｘꎬｙꎬｘｉꎬｘｊ)＝
ｄ(ｘꎬｙ)ｄ(ｘｉꎬｘｊ)
ｄ(ｘꎬｘｉ)ｄ(ｘｊꎬｙ)

≥δꎬ　 ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ ｉ≠ｊꎬ

则称 Ｄ 是 δ￣一致域ꎬ其中 ｘ∈Ｅ ＼{ｘ１ꎬｘ２}ꎬ ｙ∈Ｘ ＼Ｄꎮ

注 １　 如果 ｙ＝∞ ꎬ那么(ｘꎬｙꎬｘｉꎬｘｊ)＝
ｄ(ｘｉꎬｘｊ)
ｄ(ｘꎬｘｊ)

ꎮ

定义 ６[２０] 　 设 Ｘ 是一个度量空间ꎬ对于任意的度量开球 Ｂ(ｘꎬｒ)⊂Ｘꎬ且 ｒ<ｄｉａｍ(Ｘ)ꎬ如果存在常数 Ｃ０≥１
和 Ｑ>１ꎬ使得

Ｃ－１０ ｒＱ≤ＨＱ(Ｂ(ｘꎬｒ))≤Ｃ０ｒＱꎬ
则称 Ｘ 为 Ｑ￣ｒｅｇｕｌａｒ 空间ꎬ其中 ＨＱ 记为度量空间 Ｘ 中的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度ꎮ

定理 １　 设 Ｘ 是 Ｑ￣ｒｅｇｕｌａｒ 度量空间ꎬＤ 是 Ｘ 的非空真子区域ꎬ则下列条件互相等价:
(ⅰ) Ｄ 是(αꎬβ) ￣一致域ꎻ
(ⅱ) Ｄ 属于(α′ꎬβ′)类ꎻ
(ⅲ) Ｄ 满足条件 Ａ(δ)ꎻ
(ⅳ) Ｄ 是 δ′￣一致域ꎬ

其中常数 αꎬβꎬα′ꎬβ′ꎬδꎬδ′是互相依赖的ꎮ

２　 重要的引理

引理 １　 设 Ｘ 是一个度量空间ꎬＤ 是 Ｘ 的非空真子区域ꎬｘ０ 为 Ｄ 的中心ꎬ如果存在常数 ０<α≤ β<∞ ꎬ使
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得 ｘ∈Ｄꎬ存在可求长曲线 γ:[０ꎬＬ]→Ｄ 连接 ｘ 和 ｘ０ꎬ并且对于任意的 ｔ∈[０ꎬＬ]ꎬγ 满足 Ｌ≤β 和 ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ

∂Ｄ)≥αｔ
β
ꎬ进一步得到 Ｄ 是一个(α１ꎬβ１) ￣Ｊｏｈｎ 域ꎬ其中ꎬα１ ＝

α
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｄｉａｍ(Ｄ)
２

ꎬ β１ ＝βꎮ

证明　 设 ｐ＝α ｄｉａｍ(Ｄ)
２β

ꎬ则

ｄｉａｍ(Ｄ)≤２Ｌ≤２β 和 Ｂ(ｘ０ꎬｐ)⊂Ｄꎮ

由于 α≤βꎬ因此得
α
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｄｉａｍ(Ｄ)
２

≤βꎮ

假设对于任意的 ｘ∈Ｄꎬ存在可求长曲线 γ:[０ꎬＬ]→Ｄ 连接 ｘ 和 ｘ０ꎬ且满足 ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥αｔ
β
ꎬ其中 ｔ∈

[０ꎬＬ]ꎮ 根据 ｐ＝α ｄｉａｍ(Ｄ)
２β

和 ｄｉａｍ(Ｄ)≤２Ｌꎬ得 ｐ≤Ｌꎬ则

ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥αｔ
β
≥αｐｔ

βＬ
＝α

２􀅰ｄｉａｍ(Ｄ) ｔ
２β２Ｌ

ꎬ

Ｄ 是一个
α
β

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｄｉａｍ(Ｄ)
２

ꎬβæ

è
ç

ö

ø
÷ ￣Ｊｏｈｎ 域ꎬ引理 １得证ꎮ

引理 ２　 设 Ｘ 是 Ｑ￣ｒｅｇｕｌａｒ 度量空间ꎬＤ 是 Ｘ 的非空真子区域ꎬ０<δ≤１ꎬ如果对所有的 ｘꎬｘ０∈Ｄ⊂Ｘꎬ
ｘ≠ｘ０ꎬ都存在 Ｄ 中的可求长曲线 γ:[０ꎬ１]→Ｄ 连接 ｘ 和 ｘ０ꎬ使得对于 ０≤ｔ≤１ꎬ有

γ[０ꎬｔ]⊂Ｂ γ( ｔ)ꎬ １
δ
ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

则存在可求长的道路γ１:[０ꎬＬ]→Ｄ 连接 ｘ 和 ｘ０ 且满足 Ｌ≤
ｄ(ｘꎬｘ０)

Ｃ ２
和 ｄｉｓｔ(γ１( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥Ｃｔꎬ其中 ｔ∈[０ꎬＬ]ꎬ

以及 Ｃ∈(０ꎬ１]取决于 δ 和 Ｑꎮ
证明　 固定 ｘ∈Ｄꎬ设 ｇ:[０ꎬ１]→[０ꎬｈ]ꎬ使得

ｇ( ｔ)＝ (１＋ｔ)􀅰ｍａｘ
０≤ｓ≤ｔ

ｄ(γ(ｓ)ꎬｘ)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ

其中 ｈ＝ ２ ｍａｘ
０≤ｓ≤１

ｄ(γ(ｓ)ꎬｘ)ꎮ 令 γ′＝γ 􀳱ｇ－１:[０ꎬｈ]→Ｄꎬ对于任意的 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ有

１
２
ｇ( ｔ)≤ｍａｘ

０≤ｓ≤ｔ
ｄ(γ(ｓ)ꎬｘ)≤ ２

δ
ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)ꎬ

对于任意的 τ∈[０ꎬｈ]ꎬ得
ｄ(γ′(τ)ꎬｘ)≤τꎬ (１)

δ
４
τ≤ｄｉｓｔ(γ′(τ)ꎬ∂Ｄ)ꎮ (２)

通过归纳ꎬ定义序列 ｈ＝τ０≥τ１≥􀆺≥０ꎬ设 ｘｉ ＝γ′(τｉ)ꎬ ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ

τｉ＋１ ＝ ｉｎｆ τ∈(０ꎬτｉ):ｄ(γ′(τ)ꎬγ′(τｉ))≤
δτｉ

８{ } ꎮ
再结合不等式(２)ꎬ得 Ｂ(ｘｉꎬ(δ / ４)τｉ)⊂Ｄꎮ

断言 １　 存在整数 μ＝μ(δ)ꎬ对于任意的 μ≤ｋꎬ有 τｉ＋ｋ≤
１
２
τｉꎮ

固定整数 ｉꎬ对于 ｊ＝ ｉ＋１ꎬｉ＋２ꎬ􀆺ꎬｉ＋ｋꎬ假设 τｊ>
τｉ

２
ꎬ对于任意的 ｉ≤ｊ<ｎ≤ｉ＋ｋꎬ有

ｘｎ∉Ｂ ｘｊꎬ
δτｊ

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

令 Ｂ ｊ ＝Ｂ ｘｊꎬ
δτｊ

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ则 Ｂ ｊ 是互不相交的ꎮ 再结合不等式(１)ꎬ推出 Ｂ ｊ⊂Ｂ(ｘꎬ２τｉ)ꎮ 设 ＨＱ 是 Ｘ 中的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ
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测度ꎬ存在常数 Ｃ０≥１和 Ｑ>１ꎬ使得对于上述 Ｂ ｊ⊂Ｂ(ｘꎬ２τｉ)ꎬ有

ＨＱ(Ｂ(ｘꎬ２τｉ))≤Ｃ０(２τｉ)Ｑ 和 ＨＱ(Ｂ(ｘꎬ２τｉ))≥∑
ｉ＋ｋ

ｊ ＝ｉ＋１
ＨＱ(Ｂ ｊ)≥ｋＣ０

－１ δτｉ

１６
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｑ

ꎬ

得 ｋ≤Ｃ０ ２２５Ｑδ
－Ｑꎮ 选择整数 μꎬ满足

０≤μ－Ｃ ２０２５Ｑδ
－Ｑ<１ꎬ

使得 τｉ＋ｋ≤
τｉ

２
ꎬ断言 １得证ꎮ

定义γ２:[０ꎬＬ]→Ｄ 是连接 ｘｉ 和 ｘｉ＋１的近测地线组成的曲线ꎬ令 γ１(τ)＝ γ２(Ｌ－τ)ꎬ其中 τ∈[０ꎬＬ]ꎬ和 ｙ ＝

γ２(τ)ꎬ假设 ｙ∈[ｘｉ０ꎬｘｉ０＋１]ꎬ令 ｌｙ ＝ ｌ(γ２[τꎬＬ])ꎬ由断言 １得

ｌｙ≤∑
∞

ｊ ＝ｉ０

ｄ(ｘｊꎬｘｊ＋１)≤∑
∞

ｊ ＝ｉ０

δτｊ

８
＝ δ
８ ∑

∞

ｋ ＝０
( ∑
(ｋ＋１)μ－１

ｊ ＝ｋμ
τｉ０＋ｊ )≤ δ

８∑
∞

ｋ ＝０
μ２－ｋτｉ０

＝
δμτｉ０

４
ꎮ (３)

结合 ｘｉ０＋１
∈􀭵Ｂ ｘｉ０ꎬ

δτｉ０

８
æ

è
ç

ö

ø
÷ 和不等式(２)ꎬ有

ｄｉｓｔ(ｙꎬ∂Ｄ)≥
δτｉ０

８
ꎮ (４)

根据 τｉ０>０ꎬ再结合不等式(３)和(４)ꎬ得
ｄｉｓｔ(ｙꎬ∂Ｄ)

ｌｙ
≥ １
２μ
≥ １
２(Ｃ０ ２２５Ｑδ

－Ｑ＋１)
≥Ｃ －２０ ２

－６ＱδＱꎬ

则 ｌｙ≤δμτｉ０ / ４≤δμτ０ / ４<∞ ꎮ 又因为 ｈ＝ ２ ｍａｘ
０≤ｓ≤１

ｄ(γ(ｓ)ꎬｘ)ꎬ所以存在常数 Ｍ≥１ꎬ使得 ｈ≤Ｍｄ(ｘꎬｘ０)ꎬ其中 Ｍ

与 δ 相关ꎬ进一步地ꎬ有

Ｌ≤
δμτ０
４
＝ δμｈ
４
≤ δ
４
(１＋Ｃ ２０２５Ｑδ

－Ｑ)ｈ≤ＭＣ ２０２６Ｑδ
－Ｑｄ(ｘꎬｘ０)ꎮ

令 Ｃ＝Ｍ－１Ｃ－２０ ２
－６ＱδＱꎬ有 Ｌ≤

ｄ(ｘꎬｘ０)
Ｃ ２

和 ｄｉｓｔ(γ１( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥Ｃｔꎬ即 γ１ 就是需要的曲线ꎮ 证毕ꎮ

引理 ３　 设 Ｘ 是 Ｑ￣ｒｅｇｕｌａｒ 度量空间ꎬＤ 是 Ｘ 的非空真子区域ꎬ如果 Ｄ 满足条件 Ａ( δ)ꎬ则 Ｄ 属于

(α１ꎬβ１)类ꎬ其中 α１ ＝ １ꎬ β１ ＝
２

Ｃ ２δ
ꎬＣ 与 δꎬＱ 相关ꎮ

证明　 已知 Ｄ 满足条件 Ａ(δ)ꎬ对于任意的 ｘ１ꎬｘ２∈Ｄꎬ存在道路 γ:[０ꎬＬ]→Ｄ 满足

ｄｉａｍ ｜ γ ｜≤
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

δ
ꎬ

γ[０ꎬｔ]⊂􀭵Ｂ γ( ｔ)ꎬ １
δ

ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ０≤ｔ≤ Ｌ

２
ꎬ

γ[ ｔꎬＬ]⊂􀭵Ｂ γ( ｔ)ꎬ １
δ

ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｌ

２
≤ｔ≤Ｌꎮ

假设 Ｌ＝ ２ꎬ ｘ０ ＝γ(１)ꎬ根据引理 ２ꎬ存在可求长的道路γｉ:[０ꎬＬｉ]→Ｄ 连接 ｘｉ 到 ｘ０ꎬ满足 Ｌｉ≤
ｄ(ｘｉꎬｘ０)

Ｃ ２
和

ｄｉｓｔ(γｉ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥Ｃｔꎬ其中 ０<Ｃ≤１ꎬ且 Ｃ 取决于 δ 和 Ｑꎮ

考虑 γ′＝γ１∪􀭵γ２:[０ꎬＬ１＋Ｌ２]→Ｄꎬ结合不等式 ｄｉａｍ( ｜ γｉ ｜ )≤
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

δ
ꎬ有

Ｌ１＋Ｌ２≤
ｄ(ｘ１ꎬｘ０)＋ｄ(ｘ２ꎬｘ０)

Ｃ ２
≤
２ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

Ｃ ２δ
ꎬ

ｄｉｓｔ(γ′( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥Ｃｔ≥Ｃ ２δ
２

ｔꎮ
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则 Ｄ 属于(α１ꎬβ１)类ꎬ其中ꎬα１ ＝ １ꎬ β１ ＝
２

Ｃ ２δ
ꎮ

３　 定理 １的证明

定理 １的证明思路是(ⅰ)⇒(ⅱ)⇒(ⅲ)⇒(ⅳ)⇒(ⅰ)ꎬ接下来逐步证明ꎮ
(ⅰ)⇒(ⅱ)ꎮ 已知 Ｄ 是(αꎬ β) ￣一致域ꎬ设 ｘ０ 为 Ｄ 的中心ꎬ对于任意的 ｘ１ꎬｘ２∈Ｄꎬ存在可求长道路

γｉ:[０ꎬＬｉ]→Ｄ连接 ｘｉ 和 Ｄ 的中心 ｘ０ꎬ并且满足

Ｌｉ≤βｄ(ｘ１ꎬｘ２)ꎬ (５)

ｄｉｓｔ(γｉ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥
αｄ(ｘ１ꎬｘ２)

Ｌｉ
ｔꎬ　 ｔ∈[０ꎬＬｉ]ꎮ (６)

根据不等式(５)和(６)ꎬ得

ｄｉｓｔ(γｉ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥
αｄ(ｘ１ꎬｘ２)

Ｌｉ
ｔ≥ α

β
ｔꎮ (７)

考虑 γ＝γ１∪􀭵γ２:[０ꎬＬ１＋Ｌ２]→Ｄꎬ接下来证明 Ｄ 属于(α′ꎬβ′)类ꎮ 根据不等式(５)ꎬ得
Ｌ１＋Ｌ２≤２βｄ(ｘ１ꎬｘ２)ꎮ

再结合不等式(７)ꎬ得

ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥ α
β
ｔ≥ α
２β

ｔꎮ

则 Ｄ 属于(α′ꎬβ′)类ꎬ其中 α′＝αꎬ β′＝ ２βꎮ
(ⅱ)⇒(ⅲ)ꎮ 已知 Ｄ 属于(α′ꎬ β′)类ꎬ对于任意的 ｘꎬｙ∈Ｄꎬ存在 Ｄ 中的可求长曲线 γ:[０ꎬＬ′]→Ｄꎬ

满足

Ｌ′≤β′ｄ(ｘꎬｙ)ꎬ (８)

ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥α′
β′
􀅰ｍｉｎ{Ｌ′－ｔꎬｔ}ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＬ′]ꎮ (９)

结合不等式(８)和(９)ꎬ推出

ｄｉａｍ( ｜ γ ｜ )≤Ｌ′≤β′ｄ(ｘꎬｙ)ꎬ

γ[０ꎬｔ]⊂􀭵Ｂ(γ( ｔ)ꎬｔ)⊂􀭵Ｂ γ( ｔ) ꎬ β′
α′

ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｔ∈ ０ꎬＬ′

２
é

ë
êê

ù

û
úú ꎮ

再根据对称性ꎬ对于
Ｌ′
２
ꎬＬ′é

ë
êê

ù

û
úú 内的曲线 γ [ ｔꎬ Ｌ′]也有相同的结论ꎬ得到 Ｄ 满足条件 Ａ ( δ)ꎬ其中 δ ＝

ｍｉｎ １
β′
ꎬα′
β′

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

(ⅲ)⇒(ⅳ)ꎮ 已知 Ｄ 满足条件 Ａ(δ)ꎬ根据引理 ３可得ꎬＤ 属于(α１ꎬβ１)类ꎬ其中ꎬα１ ＝ １ꎬ β１ ＝
２

Ｃ ２δ
ꎮ

接下来证明 Ｄ 是 δ′￣一致域ꎬ其中 δ′取决于 δ 和 Ｑꎮ
设 ｘ１ꎬｘ２∈Ｄꎬ ｘ１≠ｘ２ꎬ存在可求长曲线 γ:[０ꎬＬ]→Ｄ 连接 ｘ１ 和 ｘ２ꎬ并且满足

Ｌ≤β１ｄ(ｘ１ꎬｘ２)ꎬ

ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥
α１
β１
􀅰ｍｉｎ{Ｌ－ｔꎬｔ}ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＬ]ꎮ

对于 ｔ∈(０ꎬＬ)ꎬ令 ｘ＝γ( ｔ)ꎬ ｘ≠ｘ１ꎬｘ２ꎬ并且 ｙ∈Ｘ ＼Ｄꎬ设 ｔ≤ Ｌ
２
ꎬ下面分 ２个步骤进行讨论ꎮ

步骤 １　 证明( ｘꎬｙꎬｘ１ꎬｘ２)≥δ１ꎬ其中 δ１ ＝ ｍｉｎ
α１
４β２１
ꎬ ３
４β１{ } ꎮ 若 ｄ( ｘ２ꎬｙ)≤４ β１ｄ( ｘ１ꎬｘ２)ꎬ结合不等式
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ｄｉｓｔ(γ( ｔ)ꎬ∂Ｄ)≥
α１
β１
􀅰ｍｉｎ{Ｌ－ｔꎬｔ}ꎬ有

(ｘꎬｙꎬｘ１ꎬｘ２)＝
ｄ(ｘꎬｙ)ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
ｄ(ｘꎬｘ１)ｄ(ｘ２ꎬｙ)

≥
α１􀅰ｍｉｎ{Ｌ－ｔꎬｔ}􀅰ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

β１ ｔｄ(ｘ２ꎬｙ)
≥

α１
４β２１
ꎮ (１０)

若 ｄ(ｘ２ꎬｙ)>４β１ｄ(ｘ１ꎬｘ２)ꎬ结合三角不等式和 Ｌ≤β１ｄ(ｘ１ꎬｘ２)ꎬ有
ｄ(ｘꎬｙ)
ｄ(ｘ２ꎬｙ)

≥
ｄ(ｘ２ꎬｙ)－ｄ(ｘꎬｘ２)

ｄ(ｘ２ꎬｙ)
≥

ｄ(ｘ２ꎬｙ)－β１ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
ｄ(ｘ２ꎬｙ)

≥ ３
４
ꎮ (１１)

再次利用不等式 Ｌ≤β１ｄ(ｘ１ꎬｘ２)ꎬ得
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
ｄ(ｘꎬｘ１)

>
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
β１ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

＝ １
β１
ꎮ (１２)

结合不等式(１１)、(１２)ꎬ得
ｄ(ｘꎬｙ)ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
ｄ(ｘꎬｘ１)ｄ(ｘ２ꎬｙ)

≥ ３
４β１
ꎮ (１３)

联合不等式(１０)、(１３)ꎬ推出

(ｘꎬｙꎬｘ１ꎬｘ２)＝
ｄ(ｘꎬｙ)ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
ｄ(ｘꎬｘ１)ｄ(ｘ２ꎬｙ)

≥δ１ꎬ

其中 δ１ ＝ｍｉｎ
α１
４β２１
ꎬ ３
４β１{ } ꎮ

步骤 ２　 证明(ｘꎬｙꎬｘ２ꎬｘ１)≥δ２ꎬ其中 δ２ ＝
α１

β１(β１＋α１)
ꎮ 若 ｄ(ｘꎬｙ)<

α１
α１＋β１

ｄ(ｙꎬｘ１)ꎬ则

ｄ(ｘ１ꎬｘ)≥ｄ(ｙꎬｘ１)－ｄ(ｙꎬｘ)≥
β１

α１＋β１
ｄ(ｙꎬｘ１)ꎬ

ｄ(ｘꎬｙ)≥
α１ ｔ
β１
≥

α１ｄ(ｘꎬｘ１)
β１

≥
α１

α１＋β１
ｄ(ｙꎬｘ１)ꎬ

与假设相矛盾ꎬ因此 ｄ(ｘꎬｙ)≥
α１

α１＋β１
ｄ(ｙꎬｘ１)ꎮ 利用 Ｌ≤β１ｄ(ｘ１ꎬｘ２)ꎬ推出

(ｘꎬｙꎬｘ２ꎬｘ１)＝
ｄ(ｘꎬｙ)ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
ｄ(ｘꎬｘ２)ｄ(ｘ１ꎬｙ)

≥
α１ｄ(ｘ１ꎬｘ２) / (β１＋α１)

ｄ(ｘꎬｘ２)
≥

α１ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
β１(β１＋α１)ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

＝
α１

β１(β１＋α１)
ꎮ

综上ꎬ对于 ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ ｉ≠ｊꎬ当 ｔ∈ ０ꎬ Ｌ
２

é

ë
êê

ù

û
úú 时ꎬ得

(ｘꎬｙꎬｘｉꎬｘｊ)＝
ｄ(ｘꎬｙ)ｄ(ｘｉꎬｘｊ)
ｄ(ｘꎬｘｉ)ｄ(ｘｊꎬｙ)

≥δ′ꎬ

其中

δ′＝ｍｉｎ
α１
４β２１
ꎬ ３
４β１
ꎬ

α１
β１(β１＋α１){ } ꎮ

根据对称性ꎬ当 ｔ∈ Ｌ
２
ꎬＬé

ë
êê

ù

û
úú 时ꎬ得(ｘꎬｙꎬｘｉꎬｘｊ)≥δ′ꎬ因此 Ｄ 是 δ′￣一致域ꎮ

(ⅳ)⇒(ⅰ)ꎮ ｘ１ꎬｘ２∈Ｄꎬ ｘ１≠ｘ２ꎬ令 Ｅ 是 δ′￣一致域中的连续集ꎬ设 Ｅ１ 是 Ｅ 的子集ꎬ使得 Ｅ１ 连接

Ｓ ｘ１ꎬ
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和 Ｓ ｘ２ꎬ

ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

断言 ２　 设 ｘ０∈Ｅ１∩Ｓ ｘ１ꎬ
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ存在曲线 η１ 连接 ｘ０ 和 ｘ１ꎬ且满足

η１[０ꎬｔ]⊂􀭵Ｂ η１( ｔ)ꎬ
１
κ

ｄｉｓｔ(η１( ｔ)ꎬ∂Ｄ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (１４)

其中 κ 取决于 δ′ꎮ
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设 ｚ０ ＝ ｘ０ꎬ ｚ１∈Ｅ∩Ｓ ｘ１ꎬ
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ因为 Ｄ 是 δ′一致域ꎬ所以存在一个连续集包含 ｚ０ 和 ｚ１ꎬ并满足

(ｚ１ꎬｙꎬｘｉꎬｘｊ)≥δ′ꎬ其中 ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ ｉ≠ｊꎬ ｙ∈Ｘ ＼Ｄꎮ 设包含 ｚ０ 和 ｚ１ 的连续集为 γ０ꎬ重复上述步骤ꎬ由

ｚｉ∈Ｅ∩Ｓ ｘ１ꎬ
１
２ｉ＋１

ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

给出 γｉ 的定义ꎬ固定 ｉꎬ令 ｙ′ｉ∈Ｘ ＼Ｄꎬ并且满足 ｄ(ｚｉꎬｙ′ｉ)＝ ｄｉｓｔ(ｚｉꎬＸ ＼Ｄ)ꎬ显然有

ｄｉｓｔ(ｚｉꎬＸ ＼Ｄ)≥
δ′ｄ(ｘ１ꎬｘ２)ｄ(ｘ２ꎬｙ′ｉ)
２ｉ＋１ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

≥
δ′ｄ(ｘ２ꎬｙ′ｉ)
２ｉ＋１

ꎮ (１５)

以下分 ２种情形继续讨论ꎮ

情形 １　 ｄ(ｘ２ꎬｙ′ｉ)<
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２

ꎮ 设 η１ 为连接 ｘ０ 和 ｘ１ 的测地线段ꎬ显然 η１ 满足式(１４)ꎮ

情形 ２　 ｄ(ｘ２ꎬｙ′ｉ)≥
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２

ꎮ 结合不等式(１５)和假设 ｄ(ｘ２ꎬｙ′ｉ)≥
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２

ꎬ显然有

ｄｉｓｔ(ｚｉꎬＸ ＼Ｄ)≥
δ′ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２ｉ＋２

＝ ｒｉꎬ　 ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎮ

若 ｘ∈｜ γｉ ｜ ＼ ∪ｊ＝ ｉꎬｉ＋１Ｂ ｚｊꎬ
ｒｊ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ根据 δ′￣一致域的定义ꎬ对于任意的 ｙ∈Ｘ ＼Ｄꎬ则

ｄ(ｘꎬｙ)≥
δ′ｄ(ｘꎬｚｉ)ｄ(ｙꎬｚｉ＋１)

ｄ(ｚｉꎬｚｉ＋１)
ꎮ

又因为 ｄ(ｘꎬｚｉ)≥
ｒｉ
２
ꎬ ｄ(ｙꎬｚｉ＋１)≥ｒｉ＋１和 ｄ(ｚｉꎬｚｉ＋１)≤

２ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２ｉ＋１

ꎬ所以有

ｄ(ｘꎬｙ)≥
(δ′) ３ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

２ｉ＋６
ꎮ (１６)

若 ｘ∈｜ γｉ ｜∩ ∪ｊ＝ ｉꎬｉ＋１
􀭵Ｂ ｚｊꎬ

ｒｊ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ则根据三角不等式以及假设条件ꎬ得

ｄ(ｘꎬｙ)≥ｄ(ｙꎬｚｊ)－ｄ(ｘꎬｚｊ)≥ｒｊ－
ｒｊ
２
＝
δ′ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２ｊ＋３

ꎬ　 ｊ＝ ｉꎬ ｉ＋１ꎮ (１７)

联合不等式(１６)、(１７)ꎬ对于任意的 ｙ∈Ｘ ＼Ｄꎬ有

ｄ(ｘꎬｙ)≥ｍｉｎ
(δ′) ３ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

２ｉ＋６
ꎬ
δ′ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２ｊ＋３{ } ＝(δ′)

３ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２ｉ＋６

ꎮ (１８)

组合 γｉ 合成曲线 η１ꎬ进一步证明 η１ 满足式(１４)ꎮ 当 ｙ＝∞时ꎬ由(ｚꎬｙꎬｚｊꎬｚｊ＋１)≥δ′ꎬ得

ｄ(ｚꎬｚｊ)≤
ｄ(ｚｊꎬｚｊ＋１)

δ′
≤
２ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

δ′２ｊ＋１
ꎮ

对于任意的 ｚ∈｜ γｊ ｜ ꎬ有

ｄ(ｚꎬｘ１)≤ｄ(ｘ１ꎬｚｊ)＋ｄ(ｚꎬｚｊ)≤ｄ(ｘ１ꎬｚｊ)＋
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

δ′２ｊ
≤

ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２ｊ＋１

＋
ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

δ′２ｊ
≤
２ｄ(ｘ１ꎬｘ２)

δ′２ｊ
ꎮ (１９)

若 ｘ∈η１ꎬ则存在 ｉꎬ使得 ｘ∈γｉꎬ结合不等式(１８)、(１９)ꎬ得

ｄ(ｚꎬｘ)≤ｄ(ｘꎬｘ１)＋ｄ(ｚꎬｘ１)≤
４ｄ(ｘ１ꎬｘ２)
２ｉδ′

≤ １
κ

ｄｉｓｔ(ｘꎬＸ ＼Ｄ)ꎬ

这里 κ＝(δ′)
４

２５６
ꎮ 即断言 ２得证ꎮ

由曲线 η１ 连接 ｘ０ 和 ｘ１ 满足式(１４)ꎬ根据对称性ꎬ找到满足相似条件的曲线 η２ 连接 ｘ０ 和 ｘ２ꎬ令 η＝􀭵η１∪η２ꎬ
即 Ｄ满足条件 Ａ(κ)ꎬ再结合引理 １、３以及文献[３]定理 ３.４ꎬ因此 Ｄ 是(α２ꎬ β２) ￣一致域ꎬ其中 α２ꎬ β２ 依赖于

δ′和 Ｑꎮ 定理 １得证ꎮ
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