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运算图的电阻距离和基尔霍夫指数

申云瑞ꎬ梅银珍∗

(中北大学数学学院ꎬ 山西 太原 ０３００５１)

摘要:设 Ｇ 为无向连通图ꎬＳＴ(Ｇ)、ＺＴ(Ｇ)和 ＨＴ(Ｇ)是 Ｇ 的运算图ꎮ 利用电网络原理和组合方法ꎬ得到 ＳＴ(Ｇ)、ＺＴ(Ｇ)和ＨＴ(Ｇ)
的基尔霍夫指数以及运算图的基尔霍夫指数与 Ｇ 的基尔霍夫指数、度积与度和基尔霍夫指数、边数、顶点数之间的关系ꎮ
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０　 引言

设 Ｇ＝(Ｖ(Ｇ)ꎬＥ(Ｇ))是一个无向连通图ꎬ ｜Ｖ(Ｇ) ｜为 Ｇ 的阶数或顶点数ꎬ ｜ Ｅ(Ｇ) ｜表示 Ｇ 的边数ꎬｄｉ 表

示 Ｇ 中顶点 ｉ 的度ꎮ 在连通图 Ｇ 中ꎬ如果删除点 ｖｋ 使 Ｇ 断开ꎬ则称 ｖｋ 为 Ｇ 的割点[１]ꎮ
基尔霍夫指数是一类重要的拓扑指数ꎮ 基尔霍夫指数定义为 Ｇ 中所有无序顶点对之间的电阻距离之和[２]ꎬ

即 Ｋｆ(Ｇ)＝∑
ｉ <ｊ

ΩＧ(ｖｉꎬｖｊ)ꎮ Ｃｈｅｎ 等[２]和 Ｇｕｔｍａｎ 等[３]定义度积基尔霍夫指数 Ｋｆ∗(Ｇ)＝∑
ｉ <ｊ

ｄｉｄｊΩＧ(ｖｉꎬｖｊ)ꎬ并

定义度和基尔霍夫指数 Ｋｆ＋(Ｇ)＝∑
ｉ <ｊ
(ｄｉ＋ｄｊ)ΩＧ(ｖｉꎬｖｊ)ꎮ

文献[４￣７]分别研究细分顶点冠和细分边冠的电阻距离、细分图的冠点和冠边、广义细分点和细分边冠、普
通冠和邻域冠等的电阻距离和基尔霍夫指数ꎮ 超立方体网络由于自身结构和属性的独特性ꎬ成为网络科学和

信息科学的热点研究对象之一ꎮ 许多变形网络受到很大的关注ꎬ如折叠超立方体结构、超立方体结构的线图、
细分图、全图等ꎮ 殷剑宏等[８]研究超立方体网络的拉普拉斯谱ꎬ给出超立方体网络的基尔霍夫指数的解析表达

式ꎮ 进一步地ꎬ得到超立方体网络的线图、细分图、以及全图的基尔霍夫指数ꎮ 随着化学图论的深入研究ꎬ运算

图也在快速地发展ꎮ 对图进行各种操作和处理后的图叫运算图ꎬ即对原图的顶点、边或结构进行某种操作生成

的新图ꎬ或者计算图中顶点的度、边的权重等属性提取图中的关键特征和模式ꎬ运算图在优化算法性能和分析

复杂系统分析领域也发挥着重要作用ꎮ
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　 　 除了二元运算外ꎬ一元运算(如剖分、三角剖分、顶点－面运算等)下的电阻距离和相关的拓扑指数也受到学

者们的关注ꎮ Ｃｈｅｎ[９]确定图的剖分下的电阻距离ꎻＧａｏ 等[１０]得到正则图的线图、细分图、总图的基尔霍夫指

数ꎻＹａｎｇ 等[１１]计算剖分图 Ｓ(Ｇ)、三角剖分图 Ｔ(Ｇ)的基尔霍夫指数ꎻ特别地ꎬＷａｎｇ 等[１２]确定正则图的三角剖

分图 Ｒ(Ｇ)的基尔霍夫指数和下界ꎻ于越等[１３]和 Ｌｉｕ 等[１４]定义新的运算图 Ｈ(Ｇ)、ＲＴ(Ｇ)ꎬ并得到正则图的对

应运算图的基尔霍夫指数ꎮ 本文考虑 ３种一元运算图ꎬ并给出这些运算图的推广ꎮ

１　 预备知识

Ω、Ω Ｔ、Ω Ｓ、Ω Ｚ、Ω Ｈ分别表示 Ｇ、Ｔ(Ｇ)、ＳＴ(Ｇ)、ＺＴ(Ｇ)、ＨＴ(Ｇ)的电阻距离ꎮ
定义 １　 在 Ｇ 的边 ｖｉｖｊ 添加一个新的顶点 ｖｉｊ得到运算图 Ｔ(Ｇ)ꎬＴ(Ｇ)是 Ｇ 的三角剖分ꎬ如图 １、２所示ꎮ

图 １　 图 Ｇ
Ｆｉｇ.１　 Ｇｒａｐｈ Ｇ

图 ２　 运算图 Ｔ(Ｇ)
Ｆｉｇ.２　 Ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｇｒａｐｈ Ｔ(Ｇ)

　 　 定义 ２　 在 Ｇ 的每个顶点上插入 ２条长为 １的新路ꎬ再结合 Ｔ(Ｇ)得到运算图 ＳＴ(Ｇ)ꎬ如图 ３所示ꎮ
定义 ３　 在 Ｇ 的每个顶点上插入一条长为 ２的新路ꎬ再结合 Ｔ(Ｇ)得到运算图 ＺＴ(Ｇ)ꎬ如图 ４所示ꎮ

图 ３　 运算图 ＳＴ(Ｇ)
Ｆｉｇ.３　 Ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｇｒａｐｈ ＳＴ(Ｇ)

图 ４　 运算图 ＺＴ(Ｇ)
Ｆｉｇ.４　 Ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｇｒａｐｈ ＺＴ(Ｇ)

　 　 定义 ４　 设 Δ 为 Ｇ 的最大度ꎬ在 Ｇ 的每个顶点 ｖｉ 上加上 Δ－ｄｉ 条长为 １的路ꎬ再结合 Ｔ(Ｇ)得到运算图

图 ５　 运算图 ＨＴ(Ｇ)
Ｆｉｇ.５　 Ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｇｒａｐｈ ＨＴ(Ｇ)

ＨＴ(Ｇ)ꎬ如图 ５所示ꎮ
　 　 引理 １[１５] 　 设 Ｇ 是连通图ꎬｖｋ 是 Ｇ 的割点ꎬ如果 ｖｉ 和 ｖｊ 是属于

Ｇ－ｖｋ中不同分支的顶点ꎬ则有

Ω(ｖｉꎬｖｊ)＝ Ω(ｖｉꎬｖｋ)＋Ω(ｖｋꎬｖｊ)ꎮ
引理 ２ (福斯特公式) [１６] 　 设 Ｇ 是一个具有 ｎ 个顶点的连通图ꎬ则

Ｇ 中所有相邻顶点对之间的电阻距离之和等于 ｎ－１ꎬ即

∑
ｖｋｖｌ∈Ｅ(Ｇ)

Ω(ｖｋꎬｖｌ)＝ ｎ－１ꎮ

引理 ３[１２] 　 设 Ｇ 是一个具有 ｎ 个顶点ꎬｍ 条边的连通图ꎬ则 Ｔ(Ｇ)

的基尔霍夫指数为

Ｋｆ(Ｔ(Ｇ))＝ ２
３

Ｋｆ(Ｇ)＋ １
３

Ｋｆ＋(Ｇ)＋ １
６

Ｋｆ∗(Ｇ)＋３ｍ
２－ｎ２＋２ｍｎ－２ｍ＋ｎ

６
ꎮ

引理 ４[９ꎬ１２] 　 设 Ｇ 是连通图ꎬＴ(Ｇ)中各顶点对的电阻距离如下:

(１) 若 ｖｉꎬｖｊ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ有 Ω Ｔ(ｖｉꎬｖｊ)＝
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎻ

(２) 若ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｖｐｑ∈Ｖ′ꎬ其中 ｐꎬｑ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ Ｖ′＝{ｖｐｑ ｜ ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)}ꎬ有
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Ω Ｔ(ｖｉꎬｖｐｑ)＝
１
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

ꎻ

(３) 若 ｖｐｑꎬｖｓｔ∈Ｖ′ꎬ其中 ｓꎬｔ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ有

Ω Ｔ(ｖｐｑꎬｖｓｔ)＝ １＋
Ω(ｖｐꎬｖｓ)＋Ω(ｖｐꎬｖｔ)＋Ω(ｖｑꎬｖｓ)

６
＋
Ω(ｖｑꎬｖｔ)－Ω(ｖｐꎬｖｑ)－Ω(ｖｓꎬｖｔ)

６
ꎮ

２　 运算图的电阻距离和基尔霍夫指数

２.１　 ＳＴ(Ｇ)的电阻距离和基尔霍夫指数

设 Ｖ(Ｇ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ ｖｋｖｌ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ ｖｋｌ表示 ＳＴ(Ｇ)中与 ｖｋｖｌ 相关联的顶点ꎬｖ１ｉ 和 ｖ２ｉ 表示ＳＴ (Ｇ)中与 ｖｉ
相关联的 ２条边(关于 ｖｉ 新添加到 Ｇ 的边)的顶点ꎮ 令 Ｖ′＝{ｖｋｌ ｜ ｖｋｖｌ∈Ｅ(Ｇ)}ꎬ Ｖ ″＝{ｖ１ｉ ꎬｖ２ｉ ｜ ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)}ꎬ其中

ｋꎬｌ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮꎬ则
Ｖ(Ｔ(Ｇ))＝ Ｖ(Ｇ)∪Ｖ′ꎬ

Ｖ(ＳＴ(Ｇ))＝ Ｖ(Ｇ)∪Ｖ′∪Ｖ″＝Ｖ(Ｔ(Ｇ))∪Ｖ″ꎮ
由图 ２、３结构可知ꎬ当 ｖｉꎬｖｊ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))时ꎬΩ Ｔ(ｖｉꎬｖｊ)＝ Ω Ｓ(ｖｉꎬｖｊ)ꎮ
引理 ５　 设 Ｇ 是连通图ꎬＳＴ(Ｇ)中各顶点对的电阻距离为

(１) 若 ｖｉꎬｖｊ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ有 Ω Ｓ(ｖｉꎬｖｊ)＝
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎻ

(２) 若ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｖｐｑ∈Ｖ′ꎬ有 Ω Ｓ(ｖｉꎬｖｐｑ)＝
１
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

ꎻ

(３) 若 ｖｐｑꎬｖｓｔ∈Ｖ′ꎬ有

Ω Ｓ(ｖｐｑꎬｖｓｔ)＝ １＋
Ω(ｖｐꎬｖｓ)＋Ω(ｖｐꎬｖｔ)＋Ω(ｖｑꎬｖｓ)

６
＋
Ω(ｖｑꎬｖｔ)－Ω(ｖｐꎬｖｑ)－Ω(ｖｓꎬｖｔ)

６
ꎻ

(４) 若ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｖａｊ∈Ｖ″(ａ∈{１ꎬ２})ꎬ有

Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ１ｊ )＝ Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ２ｊ )＝ １＋
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎻ

(５) 若ｖｐｑ∈Ｖ′ꎬ ｖａｉ∈Ｖ″(ａ∈{１ꎬ２})ꎬ有
Ω Ｓ(ｖｐｑꎬｖ１ｉ )＝ Ω Ｓ(ｖｐｑꎬｖ２ｉ )＝ Ω Ｓ(ｖｐｑꎬｖｉ)＋Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ１ｉ )

＝ ３
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

ꎻ

(６) 若 ｖａ
ｉ ꎬｖｂ

ｊ∈Ｖ ″(ａ∈{１ꎬ２}ꎬ ｂ∈{１ꎬ２})ꎬ则当 ｉ ＝ ｊ 时ꎬΩ Ｓ( ｖ１ｉ ꎬｖ２ｉ ) ＝ ２ꎻ当 ｉ≠ ｊ 时ꎬΩ Ｓ( ｖａ
ｉ ꎬｖｂ

ｊ ) ＝ ２＋
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎮ

证明　 (１) 显然ꎬ因为 ｖｉꎬｖｊ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))＝ Ｖ(Ｇ)∪Ｖ′ꎬ Ω Ｔ(ｖｉꎬｖｊ)＝ Ω Ｓ(ｖｉꎬｖｊ)ꎬ所以由引理 ４ 知引理 ５
(１)结论成立ꎮ 引理(２)、(３)类似可证ꎮ

(４) 因为

Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ１ｉ )＝ Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ２ｉ )＝ １ꎬ　 ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ
所以根据截点性质ꎬ可得

Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ１ｊ )＝ Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ２ｊ )＝ Ω Ｓ(ｖｉꎬｖｊ)＋Ω Ｓ(ｖｊꎬｖ１ｊ )＝ Ω Ｓ(ｖｉꎬｖｊ)＋１ꎮ

由(１)知 Ω Ｓ(ｖｉꎬｖｊ)＝
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎬ因此

Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ１ｊ )＝ Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ２ｊ )＝ １＋
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎮ

结论(５)、(６)类似可证ꎮ
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引理 ５证毕ꎮ
定理 １　 ＳＴ(Ｇ)的基尔霍夫指数为

Ｋｆ(ＳＴ(Ｇ))＝ ６Ｋｆ(Ｇ)＋Ｋｆ＋(Ｇ)＋ １
６

Ｋｆ∗(Ｇ)＋ｍ
２

２
＋１１ｎ

２

２
＋１０ｍｎ
３
－ｍ
３
－３ｎ
２
ꎮ

证明　 因为 Ｖ(ＳＴ(Ｇ))＝ Ｖ(Ｔ(Ｇ))∪Ｖ ″ꎬ所以

Ｋｆ(ＳＴ(Ｇ))＝ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ(ＳＴ(Ｇ))

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)

＝ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ(Ｔ(Ｇ))

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＋ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＋ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)

＝ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ(Ｔ(Ｇ))

Ω Ｔ(ｕꎬｖ)＋ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＋ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)

＝ Ｋｆ(Ｔ(Ｇ))＋ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＋ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)ꎮ (１)

首先ꎬ由引理 ３ꎬ有

Ｋｆ(Ｔ(Ｇ))＝ ２
３

Ｋｆ(Ｇ)＋ １
３

Ｋｆ＋(Ｇ)＋ １
６

Ｋｆ∗(Ｇ)＋３ｍ
２－ｎ２＋２ｍｎ－２ｍ＋ｎ

６
ꎮ (２)

其次ꎬ当 ｉ≠ｊ 时ꎬΩ Ｓ(ｖ１ｉ ꎬｖ１ｊ )＝ Ω Ｓ(ｖ１ｉ ꎬｖ２ｊ )＝ Ω Ｓ(ｖ２ｉ ꎬｖ１ｊ )＝ Ω Ｓ(ｖ２ｉ ꎬｖ２ｊ )ꎬ由引理 ５(６)ꎬ得

∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＝ ∑
ｎ

ｉ ＝１
Ω Ｓ(ｖ１ｉ ꎬｖ２ｉ )＋ ４∑

ｉ <ｊ
Ω Ｓ(ｖ１ｉ ꎬｖ１ｊ )

＝∑
ｎ

ｉ ＝１
２＋ ４∑

ｉ <ｊ
２＋ ２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ２ｎ＋４ｎ(ｎ－１)＋ ８
３
Ｋｆ(Ｇ)ꎮ (３)

最后ꎬ考虑式(１)ꎬ令

∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＝ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｇ)
∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＋∑
ｕ∈Ｖ′
∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)ꎮ

一方面ꎬ根据引理 ５(４)ꎬ有

∑
ｕ∈Ｖ(Ｇ)
∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＝∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
[Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ１ｊ )＋Ω Ｓ(ｖｉꎬｖ２ｊ )]

＝ ２∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
１＋ ２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ２ｎ２＋ ８
３
Ｋｆ(Ｇ)ꎻ

另一方面ꎬ根据引理 ５(５)ꎬ有

∑
ｕ∈Ｖ′
∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＝ ∑
ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１
[Ω Ｓ(ｖｐｑꎬｖ１ｉ )＋Ω Ｓ(ｖｐｑꎬｖ２ｉ )]

＝ ２ ∑
ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１

３
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝ ３ｍｎ＋ ２ ∑
ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１

Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－ ｎ ∑

ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

Ω(ｖｐꎬｖｑ)
３

＝ ３ｍｎ＋ ２
３ ∑ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１
[Ω(ｖｉꎬｖｐ)＋Ω(ｖｉꎬｖｑ)]－

ｎ
３ ∑ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

Ω(ｖｐꎬｖｑ)ꎬ

其中

∑
ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１
[Ω(ｖｉꎬｖｐ)＋Ω(ｖｉꎬｖｑ)] ＝ ∑

ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)
[Ω(ｖｐ)＋Ω(ｖｑ)] ＝∑

ｎ

ｋ ＝１
ｄｋΩ(ｖｋ)

＝ ∑
{ｖｉꎬｖｊ}⊂Ｖ(Ｇ)

(ｄｉ＋ｄｊ)Ω(ｖｉꎬｖｊ)＝ Ｋｆ＋(Ｇ)ꎮ

又由福斯特公式知 ∑
ｖｋｖｌ∈Ｅ(Ｇ)

Ω(ｖｋꎬｖｌ)＝ ｎ－１ꎬ有
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∑
ｕ∈Ｖ′
∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＝ ３ｍｎ＋ ２
３

Ｋｆ＋(Ｇ)－ｎ(ｎ
－１)
３
ꎮ

故

∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｓ(ｕꎬｖ)＝ ８
３

Ｋｆ(Ｇ)＋ ２
３

Ｋｆ＋(Ｇ)＋５ｎ
２

３
＋３ｍｎ＋ ｎ

３
ꎮ (４)

综上ꎬ将式 (２)、(３)、(４) 代入式 (１)ꎬ得

Ｋｆ(ＳＴ(Ｇ))＝ ６Ｋｆ(Ｇ)＋Ｋｆ＋(Ｇ)＋ １
６

Ｋｆ∗(Ｇ)＋ｍ
２

２
＋１１ｎ

２

２
＋１０ｍｎ
３
－ｍ
３
－３ｎ
２
ꎮ

定理 １证毕ꎮ

特别地ꎬ如果 Ｇ 是 ｒ￣正则的ꎬ则 ｍ＝ ｎｒ
２
ꎬ Ｋｆ＋(Ｇ)＝ ２ｒＫｆ(Ｇ)ꎬ Ｋｆ∗(Ｇ)＝ ｒ２Ｋｆ(Ｇ)ꎮ ＳＴ(Ｇ)的基尔霍夫指

数可以用一种更简单的方式来表示ꎮ
推论 １　 若 Ｇ 是 ｒ￣正则的ꎬ则

Ｋｆ(ＳＴ(Ｇ))＝
(ｒ＋６) ２

６
Ｋｆ(Ｇ)＋ｎ

２ｒ２

８
＋５ｎ

２ｒ
３
＋１１ｎ

２

２
－ｎｒ
６
－３ｎ
２
ꎮ

２.２　 ＺＴ(Ｇ)的电阻距离与基尔霍夫指数

设 Ｖ(Ｇ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ ｖｋｖｌ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ ｖｋｌ表示 ＺＴ(Ｇ)中与 ｖｋｖｌ 相关联的顶点ꎬ ｖ２ｉ 表示 ＺＴ(Ｇ)中与 ｖｉ

相关联的边(关于 ｖｉ 新添加到 Ｇ 的长为 ２ 的路)的端顶点ꎬｖ１ｉ 表示同时与 ｖｉ 和 ｖ２ｉ 相邻的顶点ꎬ令 Ｖ′ ＝
{ｖｋｌ ｜ ｖｋｖｌ∈Ｅ(Ｇ)}ꎬ Ｖ ″＝{ｖ１ｉ ꎬｖ２ｉ ｜ ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)}ꎬ则

Ｖ(Ｔ(Ｇ))＝ Ｖ(Ｇ)∪Ｖ′ꎬ
Ｖ(ＺＴ(Ｇ))＝ Ｖ(Ｇ)∪Ｖ′∪Ｖ ″＝Ｖ(Ｔ(Ｇ))∪Ｖ ″ꎮ

由图 ２、４的结构可知ꎬ当 ｖｉꎬｖｊ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))时ꎬΩ Ｔ(ｖｉꎬｖｊ)＝ Ω Ｚ(ｖｉꎬｖｊ) ꎮ 根据 Ｔ(Ｇ)中的电阻距离与截点

性质ꎬＺＴ(Ｇ)中的电阻距离由以下结果给出ꎮ
引理 ６　 设 Ｇ 是连通图ꎬＺＴ(Ｇ)中各顶点对的电阻距离为

(１) 若 ｖｉꎬｖｊ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ有

Ω Ｚ(ｖｉꎬｖｊ)＝
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎻ

(２) 若 ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｖｐｑ∈Ｖ′ꎬ有

Ω Ｚ(ｖｉꎬｖｐｑ)＝
１
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

ꎻ

(３) 若 ｖｐｑꎬｖｓｔ∈Ｖ′ꎬ有

Ω Ｚ(ｖｐｑꎬｖｓｔ)＝ １＋
Ω(ｖｐꎬｖｓ)＋Ω(ｖｐꎬｖｔ)＋Ω(ｖｑꎬｖｓ)

６
＋
Ω(ｖｑꎬｖｔ)－Ω(ｖｐꎬｖｑ)－Ω(ｖｓꎬｖｔ)

６
ꎻ

(４) 若 ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｖａ
ｊ∈Ｖ ″(ａ∈{１ꎬ２})ꎬ有

Ω Ｚ(ｖｉꎬｖ１ｊ )＝ Ω(ｖｉꎬｖｊ)＋Ω(ｖｊꎬｖ１ｊ )＝ １＋
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

Ω Ｚ(ｖｉꎬｖ２ｊ )＝ ２＋
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎻ

(５) 若 ｖｐｑ∈Ｖ′ꎬ ｖａ
ｉ∈Ｖ ″(ａ∈{１ꎬ２})ꎬ有

Ω Ｚ(ｖｐｑꎬｖ１ｉ )＝ Ω Ｚ(ｖｐｑꎬｖｉ)＋Ω Ｚ(ｖｉꎬｖ１ｉ )

＝ ３
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

Ω Ｚ(ｖｐｑꎬｖ２ｉ )＝
５
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

ꎻ

(６) 若 ｖａ
ｉ ꎬｖｂ

ｊ∈Ｖ ″(ａ∈{１ꎬ２}ꎬ ｂ∈{１ꎬ２})ꎬ有



　 第 ４期 申云瑞ꎬ等:运算图的电阻距离和基尔霍夫指数 ９７　　　 　

当 ｉ＝ ｊꎬ Ω Ｚ(ｖ１ｉ ꎬｖ２ｉ )＝ １ꎻ

当 ｉ≠ｊꎬ Ω Ｚ(ｖ１ｉ ꎬｖ１ｊ )＝ ２＋
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

Ω Ｚ(ｖ１ｉ ꎬｖ２ｊ )＝ Ω Ｚ(ｖ２ｉ ꎬｖ１ｊ )＝ ３＋
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

Ω Ｚ(ｖ２ｉ ꎬｖ２ｊ )＝ ４＋
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎮ

定理 ２　 ＺＴ(Ｇ)的基尔霍夫指数为

Ｋｆ(ＺＴ(Ｇ))＝ ６Ｋｆ(Ｇ)＋Ｋｆ＋(Ｇ)＋ １
６
Ｋｆ∗(Ｇ)＋ｍ

２

２
＋１７ｎ

２

２
＋１３ｍｎ
３
－ｍ
３
－９ｎ
２
ꎮ

证明　 因为 Ｖ(ＺＴ(Ｇ))＝ Ｖ(Ｔ(Ｇ))∪Ｖ”ꎬ所以

Ｋｆ(ＺＴ(Ｇ))＝ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ(ＺＴ(Ｇ))

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)

＝ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ(Ｔ(Ｇ))

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)＋ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)＋ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)

＝ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ(Ｔ(Ｇ))

Ω Ｔ(ｕꎬｖ)＋ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)＋ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)

＝ Ｋｆ(Ｔ(Ｇ))＋ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)＋ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)ꎮ (５)

首先ꎬ由引理 ６(６)ꎬ得

∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)＝∑
ｎ

ｉ ＝１
Ω Ｚ(ｖ１ｉ ꎬｖ２ｉ )＋∑

ｉ <ｊ
Ω Ｚ(ｖ１ｉ ꎬｖ１ｊ )＋ ２∑

ｉ <ｊ
Ω Ｚ(ｖ１ｉ ꎬｖ２ｊ )＋∑

ｉ <ｊ
Ω Ｚ(ｖ２ｉ ꎬｖ２ｊ )

＝ ｎ＋∑
ｎ

ｉ <ｊ
２＋ ２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ２∑

ｎ

ｉ <ｊ
３＋ ２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

é

ë
êê

ù

û
úú ＋∑

ｉ <ｊ
４＋ ２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ｎ＋６ｎ(ｎ－１)＋ ８
３
Ｋｆ(Ｇ)ꎮ (６)

其次ꎬ考虑 ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)ꎮ 设

∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)＝ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｇ)
∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)＋∑
ｕ∈Ｖ′
∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)ꎮ

一方面ꎬ由引理 ６(４)ꎬ得

∑
ｕ∈Ｖ(Ｇ)
∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)＝∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
[Ω Ｚ(ｖｉꎬｖ１ｊ )＋Ω Ｚ(ｖｉꎬｖ２ｊ )]

＝∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
１＋ ２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

é

ë
êê

ù

û
úú ＋∑

ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
２＋ ２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ３ｎ２＋ ８
３

Ｋｆ(Ｇ)ꎻ

另一方面ꎬ由引理 ６(５)ꎬ得

∑
ｕ∈Ｖ′
∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)＝ ∑
ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１
[Ω Ｚ(ｖｐｑꎬｖ１ｉ )＋Ω Ｚ(ｖｐｑꎬｖ２ｉ )]

＝ ∑
ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１

３
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＋ ∑
ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１

５
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝ ４ｍｎ＋ ２ ∑
ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１

Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－ ｎ ∑

ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

Ω(ｖｐꎬｖｑ)
３

＝ ４ｍｎ＋ ２
３ ∑ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１
[Ω(ｖｉꎬｖｐ)＋Ω(ｖｉꎬｖｑ)]－

ｎ
３ ∑ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

Ω(ｖｐꎬｖｑ)
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＝ ４ｍｎ＋ ２
３

Ｋｆ＋(Ｇ)－ｎ(ｎ
－１)
３

ꎬ

所以

∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ″

Ω Ｚ(ｕꎬｖ)＝ ８
３

Ｋｆ(Ｇ)＋ ２
３
Ｋｆ＋(Ｇ)＋８ｎ

２

３
＋４ｍｎ＋ ｎ

３
ꎮ (７)

综上ꎬ将式 (２)、(６)、(７) 代入式 (５)ꎬ则有

Ｋｆ(ＺＴ(Ｇ))＝ ６Ｋｆ(Ｇ)＋Ｋｆ＋(Ｇ)＋ １
６

Ｋｆ∗(Ｇ)＋ｍ
２

２
＋１７ｎ

２

２
＋１３ｍｎ
３
－ｍ
３
－９ｎ
２
ꎮ

　 　 定理 ２证毕ꎮ
推论 ２　 若 Ｇ 是 ｒ￣正则的ꎬ则有

Ｋｆ(ＺＴ(Ｇ))＝
(ｒ＋６) ２

６
Ｋｆ(Ｇ)＋ｎ

２ｒ２

８
＋１３ｎ

２ｒ
６
＋１７ｎ

２

２
－ｎｒ
６
－９ｎ
２
ꎮ

２.３　 ＨＴ(Ｇ)的电阻距离与基尔霍夫指数

设 Ｖ(Ｇ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬｄｉ 是 ｖｉ 的度数ꎬΔ 表示 Ｇ 的最大度ꎮ 对于每个顶点 ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ如果 Δ－ｄｉ>０ꎬ
ｖ１ｉ ꎬｖ２ｉ ꎬ􀆺ꎬｖΔ－ｄｉ

ｉ 表示 ＨＴ(Ｇ)中与 ｖｉ 相连的悬挂边的顶点ꎬ对顶点 ｖｋｌ的表示方法如 ＳＴ(Ｇ)ꎮ
令 Ｖ′＝{ｖｋｌ ｜ ｖｋｖｌ∈Ｅ(Ｇ)}ꎬ Ｖ∗ ＝{ｖ１１ꎬｖ２１ꎬ􀆺ꎬｖΔ－ｄ１

１ ꎬｖ１２ꎬｖ２２ꎬ􀆺ꎬｖΔ－ｄ２
２ ꎬ􀆺ꎬｖ１ｎꎬｖ２ｎꎬ􀆺ꎬｖΔ－ｄｎ

ｎ }ꎬ
则

Ｖ(Ｔ(Ｇ))＝ Ｖ(Ｇ)∪Ｖ′ꎬ
Ｖ(ＨＴ(Ｇ))＝ Ｖ(Ｇ)∪Ｖ′∪Ｖ∗ ＝Ｖ(Ｔ(Ｇ))∪Ｖ∗ꎮ

由图 ２、５的结构可知ꎬ当 ｖｉꎬｖｊ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))时ꎬΩ Ｔ(ｖｉꎬｖｊ)＝ Ω Ｈ(ｖｉꎬｖｊ) ꎮ 根据 Ｔ(Ｇ)中的电阻距离与截点

性质ꎬＨＴ(Ｇ)中的电阻距离由以下结果给出ꎮ
引理 ７　 设 Ｇ 是一个连通图ꎬＨＴ(Ｇ)中各顶点对的电阻距离如下:

(１) 若 ｖｉꎬｖｊ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ有 Ω Ｈ(ｖｉꎬｖｊ)＝
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎻ

(２) 若 ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｖｐｑ∈Ｖ′ꎬ有 Ω Ｈ(ｖｉꎬｖｐｑ)＝
１
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

ꎻ

(３) 若 ｖｐｑꎬｖｓｔ∈Ｖ′ꎬ有

Ω Ｈ(ｖｐｑꎬｖｓｔ)＝ １＋
Ω(ｖｐꎬｖｓ)＋Ω(ｖｐꎬｖｔ)＋Ω(ｖｑꎬｖｓ)

６
＋
Ω(ｖｑꎬｖｔ)－Ω(ｖｐꎬｖｑ)－Ω(ｖｓꎬｖｔ)

６
ꎻ

(４) 若 ｖｉ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｖ ｆ
ｊ∈Ｖ∗( ｆ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬΔ－ｄｊ})ꎬ有

Ω Ｈ(ｖｉꎬｖ１ｊ )＝ Ω Ｈ(ｖｉꎬｖ２ｊ )＝ 􀆺＝Ω Ｈ(ｖｉꎬｖΔ－ｄｊ
ｊ )＝ １＋

２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎻ

(５) 若 ｖｐｑ∈Ｖ′ꎬ ｖｇ
ｉ∈Ｖ∗(ｇ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬΔ－ｄｉ})ꎬ有

Ω Ｈ(ｖｐｑꎬｖ１ｉ )＝ Ω Ｈ(ｖｐｑꎬｖ２ｉ )＝ 􀆺＝Ω Ｈ(ｖｐｑꎬｖΔ－ｄｉ
ｉ )＝

３
２
＋
Ω(ｖｉꎬｖｐ)
３

＋
Ω(ｖｉꎬｖｑ)
３

－
Ω(ｖｐꎬｖｑ)
６

ꎻ

(６) 若 ｖ ｆ
ｉꎬｖｇ

ｊ∈Ｖ∗( ｆ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬΔ－ｄｉ}ꎬ ｇ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬΔ－ｄｊ})ꎬ则当 ｉ ＝ ｊ 时ꎬΩ Ｈ(ｖ ｆ
ｉꎬｖｇ

ｉ )＝ ２ꎻ当 ｉ≠ｊ 时ꎬ

Ω Ｈ(ｖ ｆ
ｉꎬｖｇ

ｊ )＝ ２＋
２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)ꎮ

定理 ３　 ＨＴ(Ｇ)的基尔霍夫指数为

Ｋｆ(ＨＴ(Ｇ))＝ Δ＋ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２
９

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｋｆ(Ｇ)－ ２

３
Δ＋ｍ

ｎ
＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｋｆ＋(Ｇ)－ ５

６
Ｋｆ∗(Ｇ)

＋(ｎΔ) ２－５ｎΔ
６
(３ｍ－ｎ＋１)＋３ｍ

２

２
－ｎ

２

６
－４ｍｎ
３
＋４ｍ
３
＋ ｎ
６
ꎮ

证明　 因为 Ｖ(ＨＴ(Ｇ))＝ Ｖ(Ｔ(Ｇ))∪Ｖ∗ꎬ所以

Ｋｆ(ＨＴ(Ｇ))＝ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ(ＨＴ(Ｇ))

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)
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＝ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ(Ｔ(Ｇ))

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)＋ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)＋ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)

＝ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ(Ｔ(Ｇ))

Ω Ｔ(ｕꎬｖ)＋ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)＋ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)

＝ Ｋｆ(Ｔ(Ｇ))＋ ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)＋ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)ꎮ (８)

首先ꎬ根据引理 ７(６)ꎬ有

∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)＝∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

１≤ｋ <ｌ≤Δ－ｄｉ

Ω Ｈ(ｖｋ
ｉ ꎬｖｌ

ｉ)＋ ∑
１≤ｉ <ｊ≤ｎ
∑
Δ－ｄｉ

ｋ ＝１
∑
Δ－ｄｊ

ｌ ＝１
Ω Ｈ(ｖｋ

ｉ ꎬｖｌ
ｊ)

＝∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

１≤ｋ <ｌ≤Δ－ｄｉ

２＋ ∑
１≤ｉ <ｊ≤ｎ

(Δ－ｄｉ)(Δ－ｄｉ)[２＋Ω(ｖｉꎬｖｊ)]

＝∑
ｎ

ｉ ＝１
２×

Δ－ｄｉ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∑

１≤ｉ <ｊ≤ｎ
(Δ－ｄｉ)(Δ－ｄｉ)[２＋Ω(ｖｉꎬｖｊ)] ꎮ (９)

式(９)的第 １项可化为

∑
ｎ

ｉ ＝１
２ ×

Δ－ｄｉ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝∑

ｎ

ｉ ＝１
(Δ－ｄｉ)(Δ－ｄｉ－１)＝∑

ｎ

ｉ ＝１
[Δ２－(２ｄｉ＋１)Δ＋ｄｉ(ｄｉ＋１)]

＝ｎΔ２－(４ｍ＋ｎ)Δ＋∑
ｎ

ｉ ＝１
ｄ２ｉ ＋２ｍꎮ

式(９)的第 ２项可化为

　 ∑
１≤ｉ <ｊ≤ｎ

(Δ－ｄｉ)(Δ－ｄｊ)[２＋Ω(ｖｉꎬｖｊ)]

＝ ２ ∑
１≤ｉ <ｊ≤ｎ

(Δ－ｄｉ)(Δ－ｄｊ)＋ ∑
１≤ｉ <ｊ≤ｎ

(Δ－ｄｉ)(Δ－ｄｊ)Ω(ｖｉꎬｖｊ)

＝∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
(Δ－ｄｉ)(Δ－ｄｊ)－∑

ｎ

ｉ ＝１
(Δ－ｄｉ) ２＋ ∑

１≤ｉ <ｊ≤ｎ
(Δ－ｄｉ)(Δ－ｄｊ)Ω(ｖｉꎬｖｊ)

＝ [∑
ｎ

ｉ ＝１
(Δ－ｄｉ) ] [∑

ｎ

ｊ ＝１
(Δ－ｄｊ) ] －∑

ｎ

ｉ ＝１
(Δ２－２ｄｉΔ＋ｄ２ｉ )

　 ＋ ∑
１≤ｉ <ｊ≤ｎ

(Δ－ｄｉ)(Δ－ｄｊ)Ω(ｖｉꎬｖｊ)

＝ (ｎΔ－２ｍ) ２－ｎΔ２＋４ｍΔ－∑
ｎ

ｉ ＝１
ｄ２ｉ ＋ ∑

１≤ｉ <ｊ≤ｎ
[Δ２－(ｄｉ＋ｄｊ)Δ－ｄｉｄｊ]Ω(ｖｉꎬｖｊ)

＝ (ｎΔ－２ｍ) ２－ｎΔ２＋４ｍΔ－∑
ｎ

ｉ ＝１
ｄ２ｉ ＋Δ２Ｋｆ(Ｇ)－ΔＫｆ＋(Ｇ)－Ｋｆ∗(Ｇ)ꎮ

因此

　 ∑
{ｕꎬｖ}⊂Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)

＝ ｎΔ２－(４ｍ＋ｎ)Δ＋∑
ｎ

ｉ ＝１
ｄ２ｉ ＋２ｍ＋(ｎΔ－２ｍ) ２－ｎΔ２＋４ｍΔ－∑

ｎ

ｉ ＝１
ｄ２ｉ

　 ＋Δ２Ｋｆ(Ｇ)－ΔＫｆ＋(Ｇ)－Ｋｆ∗(Ｇ)
＝ Δ２Ｋｆ(Ｇ)－ΔＫｆ＋(Ｇ)－Ｋｆ∗(Ｇ)＋ｎ２Δ２－ｎΔ(４ｍ＋１)＋２ｍ(２ｍ＋１)ꎮ (１０)

考虑式(８)的第 ３项 ∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)ꎬ令

∑
ｕ∈Ｖ(Ｔ(Ｇ))

∑
ｖ∈Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)＝ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｇ)
∑
ｖ∈Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)＋∑
ｕ∈Ｖ′
∑
ｖ∈Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)ꎮ

一方面ꎬ根据引理 ７(４)ꎬ有

∑
ｕ∈Ｖ(Ｇ)
∑
ｖ∈Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)＝∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
(Δ－ｄｉ) １＋

２
３
Ω(ｖｉꎬｖｊ)

é

ë
êê

ù

û
úú

＝∑
ｎ

ｊ ＝１
[∑

ｎ

ｉ ＝１
(Δ－ｄｉ) ] ＋ ２３ Δ∑

ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
Ω(ｖｉꎬｖｊ)－

２
３ ∑

ｎ

ｊ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
ｄｉ Ω(ｖｉꎬｖｊ)
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＝∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｎΔ－∑

ｎ

ｉ ＝１
ｄｉ ) ＋ ４３ ΔＫｆ(Ｇ)－ ２

３ ∑
ｎ

ｊ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
ｄｉ Ω(ｖｉꎬｖｊ)

＝∑
ｎ

ｊ ＝１
(ｎΔ－２ｍ)＋ ４

３
ΔＫｆ(Ｇ)－ １

３ ∑
ｎ

ｊ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
(ｄｉ＋ｄｊ)Ω(ｖｉꎬｖｊ)

＝ ｎ２Δ－２ｍｎ＋ ４
３
ΔＫｆ(Ｇ)－ ２

３
Ｋｆ＋(Ｇ)ꎻ (１１)

另一方面ꎬ由引理 ７(５)ꎬ有

　 ∑
ｕ∈Ｖ′
∑
ｖ∈Ｖ∗

Ω Ｈ(ｕꎬｖ)

＝ ∑
ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１
[Ω Ｈ(ｖｐｑꎬｖ１ｉ )＋Ω Ｈ(ｖｐｑꎬｖ２ｉ )＋􀆺＋Ω Ｈ(ｖｐｑꎬｖΔ－ｄｉ

ｉ )]

＝ ∑
ｖｐｖｑ∈Ｅ(Ｇ)

∑
ｎ

ｉ ＝１
∑
Δ－ｄｉ

ｆ ＝１
Ω Ｈ(ｖｐｑꎬｖ ｆ

ｉ)

＝ ３
２
ｍ (ｎΔ－∑

ｎ

ｉ ＝１
ｄｉ ) ＋ １３ｎ (ｎΔ－∑

ｎ

ｉ ＝１
ｄｉ )Ｋｆ＋(Ｇ)－ｎ

－１
６ (ｎΔ－∑

ｎ

ｉ ＝１
ｄｉ )

＝ ３
２
ｍｎ－ｎ

２

６
＋ ｎ
６

æ

è
ç

ö

ø
÷Δ＋ｎ

－９ｍ－１
６ ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｄｉ＋
１
３
ΔＫｆ＋(Ｇ)－ １

３ｎ∑
ｎ

ｉ ＝１
ｄｉＫｆ＋(Ｇ)

＝ ｎ(１＋９ｍ－ｎ)
６

Δ＋ｎ
－９ｍ－１
６ ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｄｉ＋ ( Δ３ －

１
３ｎ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｄｉ )Ｋｆ＋(Ｇ)ꎮ (１２)

综上ꎬ将式 (２)、(１０)、(１１)、(１２) 代入式 (８)ꎬ则

Ｋｆ(ＨＴ(Ｇ))＝ Δ＋ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２
９

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｋｆ(Ｇ)－ ２

３
Δ＋ｍ

ｎ
＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｋｆ＋(Ｇ)－ ５

６
Ｋｆ∗(Ｇ)

＋(ｎΔ) ２－５ｎΔ
６
(３ｍ－ｎ＋１)＋３ｍ

２

２
－ｎ

２

６
－４ｍｎ
３
＋４ｍ
３
＋ ｎ
６
ꎮ

定理 ３证毕ꎮ
推论 ３　 若 Ｇ 是 ｒ￣正则的ꎬ则

Ｋｆ(ＨＴ(Ｇ))＝
(－１１ｒ２＋４ｒ＋４)

６
Ｋｆ(Ｇ)＋ｎ

２ｒ２

８
－ｎ
２ｒ
２４
－ｎｒ
６
－ｎ

２

６
＋ ｎ
６
ꎮ

３　 结语

本文确定 ３种一元运算图的电阻距离和基尔霍夫指数ꎮ 结果表明ꎬ图的电阻距离和基尔霍夫指数可用

原始图的电阻距离和图不变量表示ꎮ 本文不仅建立变换后的图与原图的电阻距离和基尔霍夫指标之间的关

系ꎬ而且简化运算图的电阻距离和基尔霍夫指数的计算ꎮ 特别地ꎬ新图的基尔霍夫指数表达式更简单ꎬ可用

原图 Ｇ 的基尔霍夫指数、顶点数和正则度表示ꎮ 但是ꎬ对于图 Ｇ 的顶点进行其他运算图ꎬ比如将图 Ｇ 的每

个顶点变换为一个圈或者一个长为无穷的路后ꎬ变换后的图的各顶点对间电阻距离、基尔霍夫指数、度和以

及度积基尔霍夫指数的计算ꎬ尚待研究ꎮ
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