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摘要:证明在一定条件下外三角范畴左(右)粘合中 ３个范畴的 Ｋｉ ￣群间具有直和同构关系ꎬ推广关于 Ａｂｅｌ 范畴(三角范畴)粘

合的 Ｋｉ ￣群的已有结论( ｉ＝ ０ꎬ１)ꎮ 利用外三角范畴的粘合刻画 ３个范畴的幂等完备化范畴 Ｋｉ ￣群的可加性( ｉ＝ ０ꎬ１)ꎮ
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Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｏｖｅｓ ｔｈａｔꎬ ｕｎｄｅｒ ｃｅｒｔａｉｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓꎬ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ ａｎｄ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃ ｒｅｌａｔｉｏｎ ａｍｏｎｇ ｔｈｅ Ｋｉ ￣ｇｒｏｕｐｓ ｏｆ
ｔｈｒｅｅ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ( ｒｉｇｈｔ) ｒｅｃｏｌｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｅｘｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｄ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓꎬ ｗｈｉｃｈ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｓ ｔｈｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｏｆ Ｋｉ ￣ｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ｒｅｃｏｌ￣
ｌｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ａｂｅｌｉａｎ ( ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｄ) ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ( ｉ＝ ０ꎬ１) . Ｔｈｅ ｒｅｃｏｌｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｅｘｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｄ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ａｄｄｉｔｉｖｉｔｙ
ｏｆ Ｋｉ ￣ｇｒｏｕｐｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ ｏｆ ｉｔｓ ｔｈｒｅｅ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ( ｉ＝ ０ꎬ１) .
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｅｘｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｄ ｃａｔｅｇｏｒｙꎻ ｒｅｃｏｌｌｅｍｅｎｔꎻ Ｋｉ ￣ｇｒｏｕｐꎻ ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ ｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ ｃａｔｅｇｏｒｙꎻ ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｄ ｃａｔｅｇｏｒｙ

０　 引言

综合正合范畴[１]和三角范畴的相似特征ꎬＮａｋａｏｋａ 等[２]引入的外三角范畴 (ｅｘｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｄ ｃａｔｅｇｏｒｙ) 涵

盖了正合范畴、三角范畴和一些非正合非三角的范畴ꎬ拓宽常见的 Ａｂｅｌ 范畴、正合范畴和三角范畴间关系的

研究空间ꎮ
Ｋ￣理论在代数拓扑、代数几何、弦理论等数学和物理的许多相关领域中都起着重要的作用ꎮ 代数 Ｋ￣理

论ꎬ被视作是对环的模和线性代数特别是向量空间的维数理论以及行列式理论的推广ꎮ 由于低阶 Ｋ￣群是利

用范畴的对象和自同构态射给出的定义ꎬ范畴的特征可折射到低阶 Ｋ￣群上ꎬ因此对低阶 Ｋ￣群的研究是常见

的热点问题[３￣１０]ꎮ
基于 Ａｂｅｌ 范畴粘合和三角范畴粘合的共性ꎬＷａｎｇ 等[１１]引入外三角范畴粘合的概念ꎮ 关于范畴的粘

合ꎬ３个范畴间的同调及表示论性质等关系研究一直以来是人们关注的焦点ꎮ 比如范畴的粘合中 ３ 个范畴

间挠对(余挠对)的关系[１２￣１４]、ｔ￣结构的关系[１５]、 同调维数的关系[１６]等ꎮ
本文研究外三角范畴左(右)粘合中 ３个范畴 Ｋｉ￣群间的关系ꎬ所得结论推广关于 Ａｂｅｌ 范畴(三角范畴)

的粘合中 ３个范畴 Ｋｉ￣群的相关结论( ｉ＝ ０ꎬ１)ꎬ并给出关于非 Ａｂｅｌ 范畴且非三角范畴的粘合中 ３ 个范畴 Ｋｉ￣
群的应用实例ꎮ 进一步地ꎬ作为应用ꎬ利用外三角范畴的粘合刻画 ３个范畴的幂等完备化范畴 Ｋｉ￣群间关系ꎮ
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１　 预备知识

本章简要介绍外三角范畴粘合的相关概念[２ꎬ１１]ꎮ 为使范畴的 Ｋｉ￣群定义有意义ꎬ本文假设范畴均是小

范畴ꎮ
设(ＣꎬＥꎬｓ)是外三角范畴ꎬ称 Ｃ 中态射序列

Ｘｎ

ｄｎ→Ｘｎ－１

ｄｎ－１→ 􀆺
ｄ２→Ｘ１

ｄ１→Ｘ０
为 Ｅ￣三角序列[１１]ꎬ如果对∀１≤ｉ≤ｎ－１ꎬ存在Ｋｉ∈Ｃ 和 Ｅ￣三角

Ｋｉ＋１

ｇｉ＋１→Ｘ ｉ

ｆｉ→Ｋｉ ꎬ
式中ꎬＫｎ ＝Ｘｎꎬ ｇｎ ＝ｄｎꎬ Ｋ１ ＝Ｘ０ 且 ｆ１ ＝ｄ１ꎬ使得 ｄｉ ＝ｇｉ ｆｉꎬ ∀１<ｉ<ｎꎮ

称 Ｃ 中态射序列 Ａ
ｆ
→ Ｂ

ｇ
→Ｃ 为一个容许序列(ｃｏｎｆｌａｔｉｏｎ) [２]ꎬ若它实现了某个 Ｅ￣扩张 δ∈Ｅ(ＣꎬＡ)ꎮ

此时ꎬ称态射 ｆ 是一个容许单态射( ｉｎｆｌａｔｉｏｎ)ꎬ态射 ｇ 是一个容许满态射(ｄｅｆｌａｔｉｏｎ) [２]ꎮ
设 ｆ:Ｘ→Ｙ 为 Ｃ 中态射ꎬ称 ｆ 为相容态射(ｃｏｍｐａｔｉｂｌｅ ｍｏｒｐｈｉｓｍ) [１１]ꎬ如果 ｆ 既是容许单态射又是容许满

态射ꎬ则 ｆ 为同构ꎮ 态射 ｆ 若为相容态射ꎬ则 ｆ 要么不是容许单态射ꎬ要么不是容许满态射ꎬ要么是同构ꎮ 值

得注意的是正合范畴中任何态射都是相容态射ꎬ且三角范畴中任何相容态射都是同构[１１]ꎮ

定义 １[１１] 　 称 Ｃ 中态射序列 Ａ
ｆ
→Ｂ

ｇ
→Ｃ 右正合ꎬ若存在容许满且相容的态射 ｈ１:Ａ→Ｋ 和 Ｅ￣三角

Ｋ
ｈ２→Ｂ

ｇ
→Ｃ ꎬ使得 ｆ＝ｈ２ｈ１ꎮ 对偶可定义左正合序列ꎮ

称 Ｃ 中态射序列 Ａ
ｆ
→Ｂ

ｇ
→Ｃ

ｈ
→Ｄ 右正合(或 左正合)ꎬ若存在 Ｅ￣三角

Ａ
ｆ
→Ｂ

ｇ１→Ｋ 和 Ｋ
ｇ２→Ｃ

ｈ
→Ｄ ꎬ

使得 ｇ＝ｇ２ｇ１ 且 ｇ１(或 ｇ２)为相容态射ꎮ

命题 １[１１] 　 令 η 表示 Ｃ 中序列 Ａ
ｆ
→Ｂ

ｇ
→Ｃꎬ则 η 既是左正合又是右正合序列当且仅当 η 为容许

序列ꎮ

命题 ２[１１] 　 令 η 表示 Ｃ 中右正合列 Ａ
ｆ
→Ｂ

ｇ
→Ｃꎬ则

(１) 如果 ｆ 是容许单态射ꎬ那么 η 为容许序列ꎻ
(２) 如果 Ａ＝ ０ꎬ则 ｇ 是同构ꎮ
注 １　 上述命题的对偶结论依然成立[１１]ꎮ
定义 ２[１１] 　 设(ＡꎬＥＡꎬｓＡ)和(ＢꎬＥＢꎬｓＢ)是外三角范畴ꎬＦ :Ａ→Ｂ 是加法共变函子ꎬ称 Ｆ 为右正合

函子ꎬ如果满足以下条件:
(１) 如果 ｆ 是 Ａ 中的相容态射ꎬ则 Ｆ( ｆ)是 Ｂ 中的相容态射ꎻ

(２) 如果 Ａ
ｆ
→Ｂ

ｇ
→Ｃ 是 Ａ 中的右正合序列ꎬ则 Ｆ(Ａ)

Ｆ( ｆ)
→Ｆ(Ｂ)

Ｆ(ｇ)
→Ｆ(Ｃ)是 Ｂ 中的右正合序列ꎻ

(３) 存在自然变换 η:ＥＡ(－ꎬ－)→ＥＢ (Ｆ ｏｐ(－)ꎬ－)ꎬ其中对∀(ＣꎬＡ)∈Ａ ｏｐ×Ａꎬ
η(ＣꎬＡ):ＥＡ(ＣꎬＡ)→ＥＢ (Ｆ ｏｐ(Ｃ)ꎬＡ′)ꎬ

使得 ｓＢ(η(ＣꎬＡ)(δ))＝ [Ａ′
ｘ
→Ｆ(Ｂ)

Ｆ(ｇ)
→Ｆ(Ｃ)]ꎬ其中 Ａ

ｆ
→Ｂ

ｇ
→Ｃ δ　 为 ＥＡ￣三角ꎮ

注 ２　 左正合函子对偶可定义[１１]ꎮ
定义 ３[１１] 　 设(ＡꎬＥＡꎬｓＡ)和(ＢꎬＥＢꎬｓＢ)是外三角范畴ꎬＦ:Ａ→Ｂ 是加法共变函子ꎮ 称 Ｆ 为正合函

子ꎬ如果满足条件

(１) 如果 ｆ 是 Ａ 中的相容态射ꎬ则 Ｆ( ｆ)是 Ｂ 中的相容态射ꎻ
(２) 存在自然变换

η＝{η(ＣꎬＡ) ｜ (ＣꎬＡ)∈Ａ ｏｐ×Ａ}:ＥＡ(－ꎬ－)→ＥＢ (Ｆ ｏｐ(－)ꎬＦ(－))ꎻ

(３) 如果 ｓＡ(δ)＝ [Ａ
ｘ
→Ｂ

ｙ
→Ｃ]ꎬ则
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ｓＢ (η(ＣꎬＡ)(δ))＝ [Ｆ(Ａ)
Ｆ(ｘ)
→Ｆ(Ｂ)

Ｆ(ｙ)
→Ｆ(Ｃ)]ꎮ

命题 ３[１１] 　 设(ＡꎬＥＡꎬｓＡ)和(ＢꎬＥＢꎬｓＢ)是外三角范畴ꎬＦ:Ａ→Ｂ 是加法共变函子ꎬ则 Ｆ 是正合函

子当且仅当 Ｆ 是左正合且右正合ꎮ
定义 ４[１１] 　 设 ＡꎬＢ 和 Ｃ 是外三角范畴ꎬ加法函子的图

ｉ∗
← 　

ｊ!←
Ａ

ｉ∗＝ ｉ!→ Ｂ
ｊ∗＝ ｊ!
→ Ｃ

ｉ!
← 　

ｊ∗←
称为 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合( ｒｅｃｏｌｌｅｍｅｎｔ)ꎬ如果 ｉ∗和 ｊ!是右正合函子ꎬｉ∗和 ｊ!是正合函子ꎬｉ!和 ｊ∗是

左正合函子ꎬ且满足以下 ５个条件:
(ＥＲ１) ( ｉ∗ꎬｉ∗ ＝ ｉ!ꎬｉ!)及( ｊ!ꎬ ｊ! ＝ ｊ∗ꎬ ｊ∗)是伴随三元组ꎻ
(ＥＲ２) Ｉｍ ｉ∗ ＝Ｋｅｒ ｊ∗ꎻ
(ＥＲ３) ｉ∗、 ｊ!、 ｊ∗是满嵌函子ꎻ
(ＥＲ４) 对任意 Ｘ∈Ｂꎬ存在左正合 ＥＢ￣三角序列

ｉ! ｉ! Ｘ
εＸ→Ｘ

ηＸ→ｊ∗ ｊ∗Ｘ →ｉ∗Ａꎬ
其中 Ａ∈Ａꎬ εＸ 和 ηＸ 是后连接态射和前连接态射ꎻ

(ＥＲ５) 对任意 Ｘ∈Ｂꎬ存在右正合 ＥＢ￣三角序列

ｉ∗Ａ′ →ｊ! ｊ!Ｘ
δＸ→Ｘ

ζＸ→ｉ∗ｉ∗Ｘꎬ
其中 Ａ′∈Ａꎬ δＸ 和 ζＸ 是后连接态射和前连接态射ꎮ

方便起见ꎬ本文后续将外三角范畴的粘合记为(ＡꎬＢꎬＣꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬｉ!ꎬｊ!ꎬ ｊ∗ꎬ ｊ∗)ꎮ
注 ３　 由于 Ａｂｅｌ 范畴(三角范畴)Ａ、Ｂ 和 Ｃ 为外三角范畴ꎬ定义外三角范畴粘合(ＡꎬＢꎬＣꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬｉ!ꎬ

ｊ!ꎬ ｊ∗ꎬ ｊ∗)ꎬ这与文献[１７￣１８]中 Ａｂｅｌ 范畴(三角范畴)粘合的定义一致ꎮ
为精确刻画外三角范畴粘合的 ３个范畴间 Ｋｉ￣群的关系( ｉ＝ ０ꎬ１)ꎬ下面定义外三角范畴的左(右)粘合ꎮ
定义 ５　 设 ＡꎬＢ 和 Ｃ 是外三角范畴ꎬ加法函子的图

Ａ
　 ｉ∗

←
ｉ∗ →

Ｂ
ｊ!←
ｊ!
→

Ｃ

称为 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合ꎬ如果 ｉ∗和 ｊ!是右正合函子ꎬｉ∗和 ｊ!是左正合函子且满足下述 ４个条件:
(１) ( ｉ∗ꎬｉ∗)和( ｊ!ꎬ ｊ!)是伴随对ꎻ
(２) Ｉｍ ｉ∗＝ Ｋｅｒ ｊ!ꎻ
(３) ｉ∗ꎬ ｊ!是满嵌函子ꎻ
(４) 对任意 Ｘ∈Ｂꎬ存在右正合ＥＢ ￣三角序列

ｉ∗(Ａ′) →ｊ! ｊ!(Ｘ)
δＸ→Ｘ

ζＸ→ｉ∗ｉ∗(Ｘ)ꎬ
其中ꎬＡ′∈Ａꎬ δＸ 和 ζＸ 是后连接态射和前连接态射ꎮ

加法函子的图

Ａ
　 ｉ! →
ｉ!

←
Ｂ

ｊ∗
→

ｊ∗←
Ｃ

称为 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个右粘合ꎬ如果 ｉ!和 ｊ∗是右正合函子ꎬｉ!和 ｊ∗是左正合函子ꎬ且满足下述 ４ 个

条件:
(１) ( ｉ!ꎬｉ!)和( ｊ∗ꎬ ｊ∗)是伴随对ꎻ
(２) Ｉｍ ｉ! ＝Ｋｅｒ ｊ∗ꎻ
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(３) ｉ!和 ｊ∗是满嵌函子ꎻ
(４) 对任意 Ｘ∈Ｂꎬ存在左正合ＥＢ ￣三角序列

ｉ! ｉ!(Ｘ)
εＸ→Ｘ

ηＸ→ｊ∗ ｊ∗(Ｘ) →ｉ!(Ａ)ꎬ
其中 Ａ∈Ａꎬ εＸ 和 ηＸ 是后连接态射和前连接态射ꎮ

方便起见ꎬ本文后续将外三角范畴的左粘合记为(ＡꎬＢꎬＣꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬ ｊ!ꎬ ｊ!)ꎬ外三角范畴的右粘合记为(Ａꎬ
ＢꎬＣꎬｉ!ꎬｉ!ꎬ ｊ∗ꎬ ｊ∗)ꎮ

命题 ４　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 为外三角范畴ꎬ则(ＡꎬＢꎬＣꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬｉ!ꎬ ｊ!ꎬ ｊ∗ꎬ ｊ∗)是 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合

当且仅当(ＡꎬＢꎬＣꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬ ｊ!ꎬ ｊ!)是 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合且(ＡꎬＢꎬＣꎬｉ!ꎬｉ!ꎬｊ∗ꎬ ｊ∗)是 Ｂ 相对于

Ａ 和 Ｃ 的一个右粘合以及 ｉ∗＝ ｉ!ꎬ ｊ! ＝ ｊ∗ꎮ
证明　 由定义 ４、５易得上述充要关系ꎮ
关于外三角范畴的左(右)粘合有以下性质ꎮ
命题 ５　 如果存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合

Ａ
　 ｉ∗

←
ｉ∗ →

Ｂ
ｊ!←
ｊ!
→ ꎬ

Ｃ

则(１) ｉ∗ｊ! ＝ ０ꎻ
(２) 如果 ｉ∗是正合函子ꎬ对任意 Ｘ∈Ｂꎬ存在ＥＢ ￣三角

ｊ! ｊ!(Ｘ)
δＸ→Ｘ

ζＸ→ｉ∗ｉ∗(Ｘ) ꎬ
其中 δＸ 和 ζＸ 是后连接态射和前连接态射ꎮ

对偶地ꎬ如果存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个右粘合

Ａ
　 ｉ! →
ｉ!

←
Ｂ

ｊ∗
→

ｊ∗← ꎬ
Ｃ

则(１) ｉ! ｊ∗＝ ０ꎻ
(２) 如果 ｉ!是正合函子ꎬ对任意 Ｘ∈Ｂꎬ存在ＥＢ ￣三角

ｉ! ｉ!(Ｘ)
εＸ→Ｘ

ηＸ→ｊ∗ ｊ∗(Ｘ) ꎬ
其中 εＸ 和 ηＸ 是后连接态射和前连接态射ꎮ

证明　 仅证明左粘合情形ꎮ 右粘合情形同理可证ꎮ
(１) 对任意 Ｘ∈Ｃꎬ由于 ｊ! ｉ∗＝ ０ꎬ因此

Ａ( ｉ∗ｊ!(Ｘ)ꎬｉ∗ｊ!(Ｘ))≅Ｂ( ｊ!(Ｘ)ꎬ ｉ∗ｉ∗ｊ!(Ｘ))≅Ｃ (Ｘꎬ ｊ! ｉ∗ｉ∗ｊ!(Ｘ))＝ ０ꎬ
从而 ｉ∗ｊ! ＝ ０ꎮ

(２) 对任意 Ｘ∈Ｂꎬ存在右正合ＥＢ ￣三角序列

ｉ∗(Ａ′)
ｈ
→ｊ! ｊ!(Ｘ)

δＸ→Ｘ
ζＸ→ｉ∗ｉ∗(Ｘ)ꎬ

满足 ｉ∗(Ａ′)
ｈ
→ｊ! ｊ!(Ｘ)

ｈ１→Ｍ 及 Ｍ
ｈ２→Ｘ

ζＸ→ｉ∗ｉ∗(Ｘ) 是 ＥＢ ￣三角ꎬ其中 ｈ１ 是相容的ꎬ且 δＸ ＝
ｈ２ｈ１ꎮ

由 ｉ∗正合ꎬ可得 ｉ∗ｊ! ｊ!(Ｘ)
ｉ∗(δＸ)→ｉ∗(Ｘ)

ｉ∗(ζＸ)→ｉ∗ｉ∗ｉ∗(Ｘ)右正合ꎮ 又由 ｉ∗ｊ! ＝ ０ꎬ可得 ｉ∗ｊ! ｊ!(Ｘ)＝ ０ꎬ故
ｉ∗(ζＸ)同构ꎮ

将正合函子 ｉ∗作用于ＥＢ ￣三角 Ｍ
ｈ２→Ｘ

ζＸ→ｉ∗ｉ∗(Ｘ) ꎬ可得

ｉ∗(Ｍ)
ｉ∗(ｈ２)→ｉ∗(Ｘ)

ｉ∗(ζＸ)→ｉ∗ｉ∗ｉ∗(Ｘ)
是ＥＡ ￣三角ꎬ从而 ｉ∗(Ｍ)＝ ０ꎮ 又依 ｉ∗正合ꎬ可得
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ｉ∗ｉ∗(Ａ′)
ｉ∗(ｈ)
→ｉ∗ｊ! ｊ! (Ｘ)

ｉ∗(ｈ１)→ｉ∗(Ｍ)
是ＥＡ ￣三角ꎬ故 ｉ∗(ｈ)为同构ꎬ从而 ｉ∗ｉ∗(Ａ′)≅ｉ∗ｊ! ｊ!(Ｘ)≅０ꎮ

又由于 ｉ∗为满嵌入函子ꎬ因此 Ａ′≅ｉ∗ｉ∗(Ａ′)＝ ０ꎬ ｈ１为同构ꎬ故

ｊ! ｊ!(Ｘ)
δＸ→Ｘ

ζＸ→ｉ∗ｉ∗(Ｘ)
是ＥＢ ￣三角ꎮ

２　 外三角范畴粘合的 Ｋ０￣群的可加性

本章将研究外三角范畴左(右)粘合中 ３个范畴 Ｋ０￣群间的关系ꎮ 首先回顾外三角范畴的 Ｋ０￣群定义ꎮ
定义 ６[１０] 　 设 Ｃ 是外三角范畴ꎮ 令 Ｆ 为以 Ｃ 中对象同构类‹Ｘ›为基的自由 Ａｂｅｌ 群ꎬＦ０ 是由{‹Ｘ› －

‹Ｙ›＋‹Ｚ› ｜Ｘ →Ｙ →Ｚ 为ＥＣ ￣三角}生成的 Ｆ 的子群ꎬ则称商群 Ｆ/ Ｆ０ 为 Ｃ 的 Ｋ０￣群ꎬ记为 Ｋ０(Ｃ )ꎮ
([Ｘ]表示对应于同构类‹Ｘ›在 Ｋ０(Ｃ )中的元素ꎮ)

注 ４　 设 Ａｂ 表示 Ａｂｅｌ 群范畴ꎬＷ 表示以小外三角范畴为对象ꎬ正合函子为态射所构成的范畴ꎮ 显然ꎬ
外三角范畴的 Ｋ０￣群定义具有函子性ꎬ即可定义函子Ｋ０:Ｗ →Ａｂꎬ使得对∀Ｃ ∈ｏｂｊ Ｗ ꎬ Ｋ０(Ｃ )是 Ｃ 的 Ｋ０￣
群ꎬ且对任意正合函子 Ｆ:Ｃ →Ｄꎬ

Ｋ０(Ｆ): Ｋ０(Ｃ ) → Ｋ０(Ｄ )
[Ｘ] ｜→ [Ｆ(Ｘ)]

为 Ａｂｅｌ 群同态ꎮ
以下结合外三角范畴左(右)粘合的结构特征ꎬ证得 ３个范畴 Ｋ０￣群在一定条件下存在如下关系ꎮ
定理 １　 设 ＡꎬＢ 和 Ｃ 是外三角范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合

Ａ
　 ｉ∗

←
ｉ∗ →

Ｂ
ｊ!←
ｊ!
→

Ｃ

使得 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子ꎬ ｊ!和 ｉ∗为右正合函子ꎬ则 Ｋ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )≅Ｋ０(Ｂ)ꎮ
对偶地ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个右粘合

Ａ
　 ｉ! →
ｉ!

←
Ｂ

ｊ∗
→

ｊ∗←
Ｃ

使得 ｊ∗和 ｉ!为左正合函子ꎬｉ!和 ｊ∗为右正合函子ꎬ则 Ｋ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )≅Ｋ０(Ｂ)ꎮ
证明　 由于(ＡꎬＢꎬＣ ꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬ ｊ!ꎬ ｊ!)是 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合ꎬｉ∗和 ｊ!为左正合函子ꎬ且 ｊ!和

ｉ∗为右正合函子ꎬ因此 ｉ∗ꎬ ｊ!ꎬ ｊ!和 ｉ∗为正合函子ꎮ 由正合函子 ｉ∗和 ｊ!可诱导出 Ａｂｅｌ 群同态

φ１: Ｋ０(Ｂ) → Ｋ０(Ａ)

[Ｘ] ｜→ [ ｉ∗(Ｘ)]ꎬ
　 　

φ２: Ｋ０(Ｂ) → Ｋ０(Ｃ )

[Ｘ] ｜→ [ ｊ!(Ｘ)]ꎮ
根据直积的泛性质可得 Ａｂｅｌ 群同态

􀭵φ: Ｋ０(Ｂ) → Ｋ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )

[Ｘ] ｜→ ([ ｉ∗(Ｘ)]ꎬ[ ｊ!(Ｘ)])ꎮ
由正合函子 ｉ∗和 ｊ

!
可诱导出 Ａｂｅｌ 群同态

ψ１: Ｋ０(Ａ) → Ｋ０(Ｂ)
[Ｘ′] ｜→ [ ｉ∗(Ｘ′)]ꎬ

　 　
ψ２: Ｋ０(Ｃ ) → Ｋ０(Ｂ)

[Ｘ ″] ｜→ [ ｊ!(Ｘ ″)]ꎮ
由直和的泛性质可得 Ａｂｅｌ 群同态

􀭵ψ: Ｋ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ ) → Ｋ０(Ｂ)
([Ｘ′]ꎬ[Ｘ ″]) ｜→ [ ｉ∗(Ｘ′)]＋[ ｊ!(Ｘ ″)]ꎮ

从而ꎬ对∀([Ｘ′]ꎬ[Ｘ ″])∈Ｋ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )ꎬ有
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􀭵φ􀭵ψ(([Ｘ′]ꎬ[Ｘ ″]))＝ 􀭵φ([ ｉ∗(Ｘ′)]＋[ ｊ!(Ｘ ″)])＝ 􀭵φ([ ｉ∗(Ｘ′)])＋􀭵φ([ ｊ!(Ｘ ″)])
＝ (([ ｉ∗( ｉ∗(Ｘ′))]ꎬ[ ｊ!( ｉ∗(Ｘ′))]))＋([ ｉ∗( ｊ!(Ｘ ″))]ꎬ[ ｊ!( ｊ!(Ｘ″))])ꎮ

　 　 由 ｊ!和 ｉ∗是满嵌函子ꎬ可得自然同构 ｊ! ｊ!≃ ｉｄＣ ꎬ ｉ∗ｉ∗≃ ｉｄＡ ꎮ 根据命题 ５ 可得 ｊ! ｉ∗ ＝ ０ ＝ ｉ∗ｊ!ꎬ故

􀭵φ􀭵ψ(([Ｘ′]ꎬ[Ｘ ″]))＝ ([Ｘ′]ꎬ[Ｘ ″])ꎬ即􀭵φ􀭵ψ＝ ｉｄＫ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )ꎮ
进一步地ꎬ由于 ｉ∗为正合函子ꎬ因此根据命题 ５ꎬ对任意 Ｘ∈Ｂꎬ存在ＥＢ ￣三角

ｊ! ｊ!(Ｘ)
δＸ→Ｘ

ζＸ→ｉ∗ｉ∗(Ｘ) ꎬ
其中 δＸ 和 ζＸ 是后连接态射和前连接态射ꎬ从而对∀[Ｘ]∈Ｋ０(Ｂ)ꎬ有

􀭵ψ􀭵φ([Ｘ])＝ 􀭵ψ([ ｉ∗(Ｘ)]ꎬ[ ｊ!(Ｘ)])＝ [ ｉ∗( ｉ∗(Ｘ))]＋[ ｊ!( ｊ!(Ｘ)])] ＝[Ｘ]ꎬ

故􀭵ψ􀭵φ＝ ｉｄＫ０(Ｂ)ꎮ
综上所述ꎬＫ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )≅Ｋ０(Ｂ)ꎮ 对偶结论同理可证ꎮ
根据外三角范畴的粘合和左(右)粘合间的充要关系ꎬ可得如下结论ꎮ
推论 １　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 是外三角范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合

ｉ∗
← 　

ｊ!←
Ａ

ｉ∗＝ ｉ!→ Ｂ
ｊ! ＝ ｊ∗

→ Ｃ 　
ｉ!

← 　
ｊ∗←

使得 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子(或 ｉ!和 ｊ∗为右正合函子)ꎬ则 Ｋ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )≅Ｋ０(Ｂ)ꎮ
证明　 由于(ＡꎬＢꎬＣ ꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬｉ!ꎬ ｊ!ꎬ ｊ∗ꎬ ｊ∗)是 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合ꎬ且 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子ꎬ因

此根据命题 ４可得(ＡꎬＢꎬＣ ꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬ ｊ!ꎬ ｊ!)是 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合ꎬ且 ｉ∗ꎬｉ∗ꎬ ｊ!和 ｊ!为正合函子ꎮ
再由定理 １ꎬ可得 Ｋ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )≅Ｋ０(Ｂ)ꎮ

三角范畴的粘合是一个外三角范畴的粘合[１１]ꎬ三角函子是外三角范畴的正合函子[１１]ꎬ根据推论 １ꎬ得如

下结论ꎮ
推论 ２[１９] 　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 是三角范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合

ｉ∗
← 　

ｊ!←
Ａ

ｉ∗＝ ｉ!→ Ｂ
ｊ! ＝ ｊ∗

→ Ｃ 　
　

ｉ!
← 　

ｊ∗← 　 ꎬ
则 Ｋ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )≅Ｋ０(Ｂ)ꎮ

推论 ３　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 是 Ａｂｅｌ 范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合

ｉ∗
← 　

ｊ!←
Ａ

ｉ∗＝ ｉ!→ Ｂ
ｊ! ＝ ｊ∗

→ Ｃ 　
ｉ!

← 　
ｊ∗←

使得 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子(或 ｉ!和 ｊ∗为右正合函子)ꎬ则 Ｋ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )≅Ｋ０(Ｂ)ꎮ
证明　 由于 Ａｂｅｌ 范畴的粘合是一个外三角范畴的粘合且 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子[１１]ꎬ因此根据推论 １ꎬ可

得 Ｋ０(Ａ)⊕Ｋ０(Ｃ )≅Ｋ０(Ｂ)ꎮ
值得一提的是ꎬ并非任意外三角范畴粘合中 ３个范畴的 Ｋ０￣群均具有可加性ꎮ

例 １[２０] 　 设 ｋ 为代数闭域ꎬ考虑路代数 Ａ＝ ｋＱ３ꎬ Ｂ＝ ｋＱ２ 和 Ｃ＝ ｋＱ１ꎬ其中箭图 Ｑ３ 为 １→
α ２→β ３ꎬ箭图 Ｑ２ 为

１→α ２和箭图 Ｑ１ 为 １ꎮ 令 Ａ′、Ｂ′和 Ｃ′分别表示 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 对应的 Ａｕｓｌａｎｄｅｒ 代数ꎮ 由于存在环同构 Ａ≅
Ｂ Ｐ
０ Ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ其中 Ｐ 是投射 Ｂ￣模ꎬ因此存在 Ａ￣ｍｏｄ 相对于 Ｃ￣ｍｏｄ 和 Ｂ￣ｍｏｄ 的一个粘合ꎬ从而存在 Ａ′￣ｍｏｄ 相对

于 Ｃ′￣ｍｏｄ 和 Ｂ′￣ｍｏｄ 的一个粘合ꎮ 由于 Ｋ０(Ａ′￣ｍｏｄ)≅Ｚ６ꎬ Ｋ０(Ｂ′￣ｍｏｄ)≅Ｚ３ 且 Ｋ０(Ｃ′￣ｍｏｄ)≅Ｚꎬ因此

Ｋ０(Ｂ′￣ｍｏｄ)⊕Ｋ０(Ｃ′￣ｍｏｄ)是 Ｋ０(Ａ′￣ｍｏｄ)的真直和项ꎮ
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３　 外三角范畴粘合的 Ｋ１￣群的可加性

本章将刻画外三角范畴粘合中 ３个范畴的 Ｋ１￣群关系ꎮ 首先给出外三角范畴的 Ｋ１￣群定义ꎮ

定义 ７　 设 Ｃ 是外三角范畴ꎬＣ 的 Ｋ１￣群ꎬ记为 Ｋｄｅｔ
１ (Ｃ )ꎬ是指以集合 ΩＣ ＝{α ｜α∈ＡｕｔＣ (Ｘ)ꎬＸ∈ｏｂｊ Ｃ }

作基生成的自由 Ａｂｅｌ 群ꎬ按下述运算关系所得的 Ａｂｅｌ 商群([α]表示对应于 α 在 Ｋｄｅｔ
１ (Ｃ )中的元素):

(１) [α]＋[β] ＝[αβ]ꎬ其中 αꎬβ∈ＡｕｔＣ (Ｘ)ꎬ Ｘ∈Ｃ ꎻ
(２) 对 Ｃ 中任意容许序列的自同构ꎬ即

Ｘ →Ｙ →Ｚ

α１↓
　 α↓

　 α２↓
Ｘ →Ｙ →Ｚ ꎬ

有[α] ＝[α１]＋[α２]ꎮ
注 ５　 由于 Ａｂｅｌ 范畴(三角范畴)Ｃ 是外三角范畴ꎬ因此由上述定义可得 Ｃ 的 Ｋ１￣群ꎬ这与文献[５ꎬ２１]

中 Ａｂｅｌ(三角)范畴的 Ｋ１￣群定义一致ꎮ
为便于后续定理证明ꎬ以下证明 Ｋ１￣群定义具有函子性ꎮ
引理 １　 设 Ｗ 表示以小外三角范畴为对象ꎬ正合函子为态射所得的范畴ꎬ则

Ｋ ｄｅｔ
１ :Ｗ →Ａｂ:Ｃ ｜→Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ )
为函子ꎮ

证明　 设 Ｃ 和 Ｄ∈ｏｂｊ Ｗ ꎬ Ｆ:Ｃ →Ｄ 是正合函子ꎮ 令 ＦＣ 为以 ΩＣ 为基生成的自由 Ａｂｅｌ 群ꎮ
首先ꎬ定义 Ａｂｅｌ 群同态

φ: ＦＣ → Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｄ)

α ｜→ [Ｆ(α)]ꎬ

可验证得ꎬ对∀α１ꎬα２:Ｘ→Ｘ∈ΩＣ ꎬ有 φ(α１) ＋φ(α２)＝ φ(α１α２)ꎮ 事实上ꎬφ(α１) ＋φ(α２)＝ [Ｆ(α１)] ＋
[Ｆ(α２)] ＝[Ｆ(α１)Ｆ(α２)] ＝[Ｆ(α１α２)] ＝φ(α１α２)ꎮ

对 Ｃ 中任意容许序列的自同构ꎬ即
Ｘ →Ｙ →Ｚ

α１↓
　 α↓

　 α２↓
Ｘ →Ｙ →Ｚ ꎬ

可验证得 φ(α１＋α２)＝ φ(α)ꎮ
事实上ꎬ将正合函子 Ｆ 作用于上述容许序列的自同构ꎬ可得到 Ｄ 中容许序列的自同构

Ｆ(Ｘ) →Ｆ(Ｙ) →Ｆ(Ｚ)

Ｆ(α１)↓
　 Ｆ(α)↓

　 Ｆ(α２)↓
Ｆ(Ｘ) →Ｆ(Ｙ) →Ｆ(Ｚ) ꎮ

因此 φ(α１＋α２)＝ [Ｆ(α１)]＋[Ｆ(α２)] ＝[Ｆ(α)] ＝φ(α)ꎮ
综上所述ꎬ由 φ 可诱导如下 Ａｂｅｌ 群同态

Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｆ): Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ ) → Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｄ)

[α] ｜→ [Ｆ(α)]ꎮ

其次ꎬ对正合函子 Ｆ:Ｃ →Ｄ 和 Ｇ:Ｄ→Ａꎬ易证 Ｋ ｄｅｔ
１ (ＧＦ)＝ Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｇ)Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｆ)且 Ｋ ｄｅｔ

１ ( ｉｄ)＝ ｉｄꎮ
综合上述ꎬ可得Ｋ ｄｅｔ

１ :Ｗ →Ａｂ 为函子ꎮ
基于外三角范畴左(右)粘合的结构特征ꎬ可证得 ３个范畴 Ｋ１￣群在一定条件下存在如下关系ꎮ
定理 ２　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 是外三角范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合
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Ａ
　 ｉ∗

←
ｉ∗ →

Ｂ
ｊ!←
ｊ!
→

Ｃ

使得 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子ꎬ ｊ!和 ｉ∗为右正合函子ꎬ则 Ｋ ｄｅｔ
１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ )≅Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｂ)ꎮ

对偶地ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个右粘合

Ａ
　 ｉ! →
ｉ!

←
Ｂ

ｊ∗
→

ｊ∗←
Ｃ

使得 ｊ∗和 ｉ!为左正合函子ꎬｉ!和 ｊ∗为右正合函子ꎬ则 Ｋ ｄｅｔ
１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ )≅Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｂ)ꎮ

证明　 已知(ＡꎬＢꎬＣ ꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬ ｊ!ꎬ ｊ!)是 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合ꎬ且 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子ꎬ ｊ!和
ｉ∗为右正合函子ꎬ故 ｉ∗ꎬ ｊ!ꎬ ｊ!和 ｉ∗为正合函子ꎬ从而ꎬ根据引理 １ꎬ由正合函子 ｉ∗和 ｊ!可得 Ａｂｅｌ 群同态

φ１: Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｂ) → Ｋ ｄｅｔ

１ (Ａ)

[α] ｜→ [ ｉ∗(α)]ꎬ
　 　

φ２: Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｂ) → Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ )

[α] ｜→ [ ｊ!(α)]ꎮ
由直积的泛性质可得 Ａｂｅｌ 群同态

􀭵φ: Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｂ) → Ｋ ｄｅｔ

１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｃ )

[α] ｜→ ([ ｉ∗(α)]ꎬ[ ｊ!(α)])ꎮ
根据引理 １ꎬ由正合函子 ｉ∗和 ｊ!可得 Ａｂｅｌ 群同态

ψ１: Ｋ ｄｅｔ
１ (Ａ) → Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｂ)
[α′] ｜→ [ ｉ∗(α′)]ꎬ

　 　
ψ２: Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ ) → Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｂ)

[α″] ｜→ [ ｊ!(α″)]ꎮ
由直和的泛性质可得 Ａｂｅｌ 群同态

􀭵ψ: Ｋ ｄｅｔ
１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ ) → Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｂ)

([α′]ꎬ[α″]) ｜→ [ ｉ∗(α′)]＋[ ｊ!(α″)]ꎮ

从而对∀([α′]ꎬ[α″])∈Ｋ ｄｅｔ
１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ )ꎬ有

􀭵φ􀭵ψ(([α′]ꎬ[α″]))＝ 􀭵φ([ ｉ∗(α′)]＋[ ｊ!(α″)])＝ 􀭵φ([ ｉ∗(α′)])＋􀭵φ([ ｊ!(α″)])
＝ ([ ｉ∗( ｉ∗(α′))]ꎬ[ ｊ!( ｉ∗(α′))])＋([ ｉ∗( ｊ!(α″))]ꎬ[ ｊ!( ｊ!(α″))])ꎮ

　 　 由 ｊ!和 ｉ∗是满嵌函子ꎬ可得自然同构 ｊ!ｊ!≃ｉｄＣꎬ ｉ∗ｉ∗≃ｉｄＡꎮ 又因 ｊ! ｉ∗＝ ０＝ ｉ∗ｊ!ꎬ所以􀭵φ􀭵ψ(([α′]ꎬ[α″]))＝

([α′]ꎬ[α″])ꎬ即􀭵φ􀭵ψ＝ ｉｄＫ ｄｅｔ
１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ )ꎮ
进而ꎬ由于 ｉ∗为正合函子ꎬ因此根据命题 ５ꎬ可得对任意 α∈ＡｕｔＢ(Ｘ)ꎬ存在 Ｂ 中容许序列自同构

ｊ! ｊ!(Ｘ) →Ｘ →ｉ∗ ｉ∗(Ｘ)

ｊ! ｊ!(α)↓
　 　 α↓ ｉ∗ ｉ∗(α)↓

ｊ! ｊ!(Ｘ) →Ｘ →ｉ∗ ｉ∗(Ｘ) ꎬ
则对∀[α]∈Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｂ)ꎬ有􀭵ψ􀭵φ([α])＝ 􀭵ψ([ ｉ∗(α)]ꎬ[ ｊ!(α)])＝ [ ｉ∗( ｉ∗(α))] ＋[ ｊ!( ｊ!(α)])] ＝ [α]ꎬ故 􀭵ψ 􀭵φ ＝
ｉｄＫ ｄｅｔ

１ (Ｂ)ꎮ
综上所述ꎬＫ ｄｅｔ

１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｃ )≅Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｂ)ꎮ
对偶结论同理可证ꎮ
进一步ꎬ结合外三角范畴的左(右)粘合和粘合间关系ꎬ可得如下推论ꎮ
推论 ４　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 是外三角范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合

ｉ∗
← 　

ｊ!←
Ａ

ｉ∗＝ ｉ!→ Ｂ
ｊ! ＝ ｊ∗

→ Ｃ 　
ｉ!

← 　
ｊ∗←

使得 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子(或 ｉ!和 ｊ∗为右正合函子)ꎬ则 Ｋ ｄｅｔ
１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ )≅Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｂ)ꎮ

证明　 由于(ＡꎬＢꎬＣ ꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬｉ!ꎬ ｊ!ꎬ ｊ∗ꎬ ｊ∗)是 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合ꎬ且 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子ꎬ
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因此根据命题 ４可得(ＡꎬＢꎬＣ ꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬ ｊ!ꎬ ｊ!)是 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合ꎬ且 ｉ∗ꎬｉ∗ꎬ ｊ!和 ｊ!为正合函

子ꎮ 再由定理 ２ꎬ可得 Ｋ ｄｅｔ
１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ )≅Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｂ)ꎮ

由于 Ａｂｅｌ 范畴(三角范畴)的粘合是一个外三角范畴的粘合[１１]ꎬ根据推论 ４得如下结论ꎮ
推论 ５[１９] 　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 是三角范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合

ｉ∗
← 　

ｊ!←
Ａ

ｉ∗＝ ｉ!→ Ｂ
ｊ! ＝ ｊ∗

→ Ｃ　
ｉ!

← 　
ｊ∗← 　 　 ꎬ

则 Ｋ ｄｅｔ
１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｃ )≅Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｂ)ꎮ

推论 ６　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 是 Ａｂｅｌ 范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合
ｉ∗

← 　
ｊ!←

Ａ
ｉ∗＝ ｉ!→ Ｂ

ｊ! ＝ ｊ∗
→ Ｃ　

ｉ!
← 　

ｊ∗←
使得 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子(或 ｉ!和 ｊ∗为右正合函子)ꎬ则 Ｋ ｄｅｔ

１ (Ａ)⊕Ｋ ｄｅｔ
１ (Ｃ )≅Ｋ ｄｅｔ

１ (Ｂ)ꎮ
以下举例说明存在关于非 Ａｂｅｌ 非三角范畴的外三角范畴粘合中 ３个范畴的 Ｋｉ￣群的应用( ｉ＝ ０ꎬ１)ꎮ
例 ２[１１] 　 设 ｋ 为代数闭域ꎬ箭图 Ｑ:１→２ꎬ路代数 Ａ＝ ｋＱꎬ则 ｍｏｄ Ａ 的 ＡＲ￣箭图为

上三角矩阵代数 Ｂ＝
Ａ Ａ
０ Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｋＱ′ꎬ其中 Ｑ′为

其中 βα＝γδꎮ 定义函子 Ｆ≜Ａ⊗Ａ－ꎮ 由于存在范畴同构 ｍｏｄ Ｂ≃(Ｆ(ｍｏｄ Ａ)ꎬｍｏｄ Ａ)ꎬ因此每个 Ｂ￣模可表示

为(ＹꎬＸ) ｆꎬ其中 ｆ:Ｙ→Ｘ 为 Ａ￣模同态ꎮ
令 Ｘ１ ＝ｍｏｄ Ａꎬ Ｘ２ ＝ ａｄｄ(Ｓ１⊕Ｐ１)ꎮ 根据文献[１１]得 Ｘ２ 为外三角范畴ꎬ但非 Ａｂｅｌ 范畴和非三角范畴ꎮ
令 Ｘ ＝ ａｄｄ((０ꎬＳ２) ０⊕(０ꎬＰ１) ０⊕(０ꎬＳ１) ０⊕(Ｐ１ꎬＰ１) ｉｄ⊕(Ｐ１ꎬＳ１) ψ⊕(Ｓ１ꎬＳ１) ｉｄ⊕(Ｐ１ꎬ０) ０⊕(Ｓ１ꎬ０) ０)ꎮ

由文献[１１]可得非 Ａｂｅｌ 范畴和非三角范畴的外三角范畴的粘合为
ｉ∗

← 　
ｊ!←

Ｘ１

ｉ∗＝ ｉ!→ Ｘ
ｊ! ＝ ｊ∗

→ Ｘ２ 　
　

ｉ!
← 　

ｊ∗← 　 ꎬ
其中ꎬ函子 ｉ∗((ＹꎬＸ) ｆ)＝ Ｃｏｋｅｒ( ｆ)ꎬ ｉ∗(Ｘ)＝ (０ꎬＸ) ０ꎬ ｉ!((ＹꎬＸ) ｆ)＝ Ｘꎬ ｊ!(Ｙ)＝ (ＹꎬＹ) ｉｄꎬ ｊ∗((ＹꎬＸ) ｆ)＝ Ｙ 和

ｊ∗(Ｙ)＝ (Ｙꎬ０) ０ꎮ
显然ꎬｉ!和 ｊ∗是正合函子ꎮ 根据推论 １、４ꎬ得 Ｋｉ(Ｘ )≅Ｋｉ(Ｘ１)⊕Ｋｉ(Ｘ２)ꎮ

４　 应用

范畴的粘合隐含着 ３个范畴的内在关系ꎮ 结合范畴的粘合与范畴扩张相关的结论ꎬ可简化对应范畴低阶

Ｋｉ￣群的关系刻画(ｉ＝０ꎬ１)ꎮ 作为应用ꎬ本章将讨论如何利用原范畴的粘合刻画其幂等完备化范畴的低阶 Ｋｉ￣群
间的关系ꎮ 众所周知ꎬＡｂｅｌ 范畴、Ａｂｅｌ 范畴的有界导出范畴等皆为幂等完备化范畴ꎮ 此外ꎬ非幂等完备化范畴

也可经由范畴的幂等完备化构造其幂等完备化范畴ꎮ 下述首先介绍幂等完备化范畴的相关概念和结论ꎮ
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定义 ８[２２] 　 设 Ａ 是加法范畴ꎬ称 Ａ 是幂等完备的ꎬ若任意的幂等自同态均是可裂的ꎬ即对任意幂等元

ｅ∈Ａ(ＡꎬＡ)ꎬ存在 ｐ∈Ａ(ＡꎬＢ)和 ｑ∈Ａ(ＢꎬＡ)ꎬ使得 ｅ＝ｑｐ 且 １Ｂ ＝ｐｑꎮ
定义 ９[２２] 　 设 Ａ 是加法范畴ꎬ范畴 Ａ 的幂等完备化是指如下

ｏｂｊ ~Ａ: 对象为(Ａꎬｅ)ꎬ其中 Ａ∈Ａꎬ ｅ∈Ａ(ＡꎬＡ)是幂等元ꎮ
ｍｏｒ ~Ａ: 态射 α∈ ~Ａ((Ａꎬｅ)ꎬ(Ｂꎬ ｆ))是态射 α∈Ａ(ＡꎬＢ)满足 αｅ＝α＝ ｆαꎬ即有交换图

命题 ６[２３] 　 设(Ｃ ꎬＥꎬｓ)是外三角范畴ꎬ则( ~Ｃ ꎬ􀭾Ｅꎬ􀭹ｓ)是外三角范畴ꎬ其中双函子􀭾Ｅ 和加法实现 􀭹ｓ 均由 Ｅ
和 ｓ 自然诱导ꎮ

由文献[２３]可得由外三角范畴 Ｃ 和 Ｄ 间的加法函子 Ｆ:Ｃ →Ｄꎬ可构造其幂等完备化范畴间的加法函

子 􀭹Ｆ: ~Ｃ→
~
Ｄ ꎬ其中对∀(Ａꎬｅ)∈ ~Ｃ ꎬ有 􀭹Ｆ((Ａꎬｅ))＝ (Ｆ(Ａ)ꎬＦ(ｅ))ꎬ对∀α:(Ａꎬｅ)→(Ａ′ꎬｅ′)∈

~
Ｃ ((Ａꎬｅ)ꎬ

(Ａ′ꎬｅ′))ꎬ有 􀭹Ｆ(α)＝ Ｆ(α)ꎮ
命题 ７　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 是外三角范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合

Ａ
　 ｉ∗

←
ｉ∗ →

Ｂ
ｊ!←
ｊ!
→

Ｃ

使得 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子ꎬ ｊ!和 ｉ∗为右正合函子ꎬ则可得
~
Ｂ 相对于

~
Ａ和
~
Ｃ 的一个左粘合

~
Ａ

　 ｉ∗ 
←

ｉ∗ →

~
Ｂ

ｊ! ←
ｊ! 
→

~
Ｃ

使得ｉ∗
 
ꎬ ｊ!
 
ꎬ ｊ!
 
和 ｉ∗
 

为正合函子ꎮ
对偶地ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个右粘合

Ａ
　 ｉ! →
ｉ!

←
Ｂ

ｊ∗
→

ｊ∗←
Ｃ

使得 ｊ∗和 ｉ!为左正合函子ꎬｉ!和 ｊ∗为右正合函子ꎬ则存在
~
Ｂ 相对于

~
Ａ和
~
Ｃ 的一个右粘合

~
Ａ

　 ｉ! →
ｉ! 

←

~
Ｂ

ｊ∗ 
→

ｊ∗ ←

~
Ｃ

使得ｊ∗
 
ꎬ ｉ!
 
ꎬ ｉ!
 
和 ｊ∗
 

为正合函子ꎮ
证明　 由于(ＡꎬＢꎬＣ ꎬｉ∗ꎬｉ∗ꎬ ｊ!ꎬ ｊ!)是 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合ꎬ且 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子ꎬ ｊ!和

ｉ∗为右正合函子ꎬ因此 ｉ∗ꎬ ｊ!ꎬ ｊ!和 ｉ∗为正合函子ꎮ
又由 ｉ∗为正合函子ꎬ根据命题 ５ꎬ对任意 Ｘ∈Ｂꎬ存在ＥＢ ￣三角

ｊ! ｊ!(Ｘ)
δＸ→Ｘ

ζＸ→ｉ∗ｉ∗(Ｘ) ꎬ
其中 δＸ 和 ζＸ 是后连接态射和前连接态射ꎮ 根据文献[２３]中定理 ４.６ꎬ得 ~Ｂ 相对于

~
Ａ和
~
Ｃ 的一个左粘合ꎬ使

得ｉ∗
 
ꎬ ｊ!
 ꎬ ｊ!
 
和ｉ∗
 

为正合函子ꎮ 对偶结论同理可证ꎮ
根据命题 ４、７ꎬ可得如下结论ꎮ
推论 ７　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 是外三角范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合

ｉ∗
← 　

ｊ!←
Ａ

ｉ∗＝ ｉ!→ Ｂ
ｊ! ＝ ｊ∗

→ Ｃ ꎬ
ｉ!

← 　
ｊ∗←
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使得 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子(或 ｉ!和 ｊ∗为右正合函子)ꎬ则存在
~
Ｂ 相对于

~
Ａ和
~
Ｃ 的一个粘合

ｉ∗ 
← 　

ｊ! ←

~
Ａ

ｉ∗ ＝ ｉ! → ~Ｂ
ｊ! ＝ ｊ∗ 

→ ~Ｃ　

ｉ! 
← 　

ｊ∗ ←

使得ｉ∗
 

和 ｊ!
 
为正合函子(或ｉ!

 
和 ｊ∗
 

为正合函子)ꎮ
根据命题 ７、定理 １、２ꎬ由外三角范畴的粘合能刻画 ３个范畴幂等完备化范畴的低阶 Ｋｉ￣群间关系(ｉ＝０ꎬ１)ꎮ
定理 ３　 设 Ａ、Ｂ 和 Ｃ 是外三角范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个左粘合

Ａ
　 ｉ∗

←
ｉ∗ →

Ｂ
ｊ!←
ｊ!
→

Ｃ

或 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个右粘合

Ａ
　 ｉ! →
ｉ!

←
Ｂ

ｊ∗
→

ｊ∗←
Ｃ

使得 ｉ∗和 ｊ!(或 ｊ∗和 ｉ!)为左正合函子ꎬ ｊ!和 ｉ∗(或 ｉ!和 ｊ∗)为右正合函子ꎬ则
Ｋ０(
~
Ａ )⊕Ｋ０(

~
Ｃ )≅Ｋ０(

~
Ｂ )ꎬ且 Ｋ ｄｅｔ

１ (
~
Ａ )⊕Ｋ ｄｅｔ

１ (
~
Ｃ )≅Ｋ ｄｅｔ

１ (
~
Ｂ )ꎬ

其中
~
Ａ ꎬ
~
Ｂ 和
~
Ｃ 分别是 ＡꎬＢ 和 Ｃ 的幂等完备化范畴ꎮ

由范畴的左(右)粘合和粘合间的充要关系ꎬ依推论 ７和定理 ３可得如下应用ꎮ
推论 ８　 设 ＡꎬＢ 和 Ｃ 是外三角范畴ꎬ若存在 Ｂ 相对于 Ａ 和 Ｃ 的一个粘合

ｉ∗
← 　

ｊ!←
Ａ

ｉ∗＝ ｉ!→ Ｂ
ｊ! ＝ ｊ∗

→ Ｃ 　
ｉ!

← 　
ｊ∗←

使得 ｉ∗和 ｊ!为左正合函子(或 ｉ! 和 ｊ∗为右正合函子)ꎬ则
Ｋ０(
~
Ａ )⊕Ｋ０(

~
Ｃ )≅Ｋ０(

~
Ｂ )ꎬ且 Ｋ ｄｅｔ

１ (
~
Ａ )⊕Ｋ ｄｅｔ

１ (
~
Ｃ )≅Ｋ ｄｅｔ

１ (
~
Ｂ )ꎬ

其中
~
Ａ ꎬ
~
Ｂ 和
~
Ｃ 分别是 ＡꎬＢ 和 Ｃ 的幂等完备化范畴ꎮ
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