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次线性薛定谔－泊松系统的弱解和集中性

成荣ꎬ王进水
(南京信息工程大学数学与统计学院ꎬ 江苏 南京 ２１００４４)

摘要:利用变分方法研究一类形式更一般的次线性薛定谔－泊松系统ꎮ 在较弱的条件下ꎬ得到此类薛定谔－泊松系统非平凡弱

解的存在性以及弱解序列的集中性ꎬ推广已有的结论ꎮ
关键词:变分方法ꎻ弱解ꎻ临界点ꎻ薛定谔－泊松系统ꎻ集中性

中图分类号:Ｏ１７５.１４　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:成荣ꎬ王进水. 次线性薛定谔－泊松系统的弱解和集中性[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２６ꎬ６１(４):１１７￣１２２.

Ｗｅａｋ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｂｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ－Ｐｏｉｓｓｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

ＣＨＥＮＧ Ｒｏｎｇꎬ ＷＡＮＧ Ｊｉｎｓｈｕｉ
(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｎａｎｊｉｎｇ ２１００４４ꎬ Ｊｉａｎｇｓｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｓｕｂｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ－Ｐｏｉｓｓｏｎ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｍｏｒｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｆｏｒｍ ｉｓ ｓｔｕｄｉｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄ. Ｔｈｅ
ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｎ￣ｔｒｉｖｉａｌ ｗｅａｋ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｗｅａｋ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｆｏｒ ｓｕｃｈ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ－Ｐｏｉｓｓｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ ａｒｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｎｄｅｒ ｗｅａｋｅｒ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄｓꎻ ｗｅａｋ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎻ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔꎻ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ－Ｐｏｉｓｓｏｎ ｓｙｓｔｅｍꎻ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ

１　 引言和主要结果

很多非线性物理现象在数学上都可以用下列方程表示:

ｉｈ ∂ψ
∂ｔ
＝ － ｈ

２

２ｍ
Δψ＋Ｗ(ｘ)ψ－ ｜ψ ｜ ｐ－２ψꎬ　 ( ｔꎬｘ)∈Ｒ×ＲＮꎬ (１)

方程(１)称为薛定谔方程ꎬ其中 ｈ 为普朗克常数ꎮ 方程(１)为描述微观粒子运动的非相对论性量子力学方

程ꎬ是一个重要的非线性数学物理模型ꎬ可以应用于流体力学、非线性光学、非线性声学、量子凝聚、固体中的

热脉冲等非线性不稳定现象ꎮ 例如研究玻色爱因斯坦凝聚态时ꎬ方程(１)称为 Ｇｒｏｓｓ￣Ｐｉｔａｅｖｓｋｉｉ 方程ꎬ非线性

项模拟了粒子间的作用ꎮ 方程(１)也可以描述非线性波ꎬ例如具有折射率的介质中传播的光波以及水波等ꎮ
方程(１)的一种常见的解称为驻波ꎬ即

ψ( ｔꎬｘ)＝ ｅ－ｉＥｔ / ｈφ(ｘ)ꎬ
代入方程(１)ꎬ则方程(１)转化为

－ε２Δφ＋Ｗ(ｘ)φ＝Ｅφ＋ ｜φ ｜ ｐ－２φꎬ (２)

其中ꎬ ε２ ＝ ｈ
２

２ｍ
ꎬ Ｅ 为驻波的能量ꎮ 令 ｕ(ｘ)＝ ε－

２
ｐ－２φ(ｘ)ꎬ则方程(２)可改写成

－Δｕ＋Ｖ(ｘ)ｕ＝ ｜ ｕ ｜ ｐ－２ｕꎬ (３)
其中 Ｖ(ｘ)＝ (Ｗ(ｘ)－Ｅ)ε－２称为位势函数ꎮ 方程(３)可以表示为更一般的形式
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－Δｕ＋Ｖ(ｘ)ｕ＝ ｆ(ｘꎬｕ)ꎬ (４)
其中 ｆ(ｘꎬｕ)称为非线性项ꎮ

薛定谔－泊松方程是一种特殊的非线性薛定谔方程ꎬ它结合了薛定谔方程和泊松方程的特性ꎬ用于描述

具有特定势能和电荷分布的物理系统ꎮ 这种方程重要特点之一是包含了非局部项ꎮ 本文研究下列形式的薛

定谔－泊松系统:
－Δｕ＋(Ｖ０(ｘ)＋λＶ(ｘ))ｕ＋φｕ＝ ｆ(ｘꎬｕ)ꎬ　 ｘ∈Ｒ３

－Δϕ＝ｕ２ꎬ ｘ∈Ｒ３ꎮ{ (５)

由于系统(５)的物理背景一直被许多专家学者关注和研究ꎬ尤其是针对具有超线性增长、临界增长的情

形[１￣５]ꎮ 注意到非线性光学中也存在一些次线性的光学现象ꎬ研究系统(５)的非线性项是次线性的情形也是

具有较重要的数学物理意义ꎮ 近年来有很多学者对此问题进行了研究ꎮ Ｓｕｎ[６]考虑了 Ｆ(ｘꎬｕ)＝ ｂ(ｘ) ｜ ｕ ｜ ｐ＋１ꎬ其
中 Ｆ(ｘꎬｕ)是 ｆ( ｘꎬｕ) 的首次积分且 ｐ∈(０ꎬ１)ꎮ Ｚｏｕ[７]利用建立的临界点存在性结论得到系统(５)当
Ｖ０(ｘ)＝ ０ꎬ λ＝ １时无穷多个解的存在性ꎮ 文献[８￣１０]放宽 Ｆ(ｘꎬｕ)在无穷远处的增长条件ꎬ 去掉文献[６]中
对 Ｖ 的设定条件(这个条件可能会导致 Ｖ 满足强制性性质)ꎬ得到系统(５)当 Ｖ０(ｘ)＝ ０ꎬ λ ＝ １ 时无穷多个解

的存在性ꎮ 而文献[１１￣１３]放宽 Ｆ(ｘꎬｕ)的增长性条件建立了系统(５)当 Ｖ０(ｘ)＝ ０ꎬ λ ＝ １ 时解的存在性结

论ꎬ其中要求对 ｜ ｕ ｜ <δ 时ꎬＦ(ｘꎬｕ)满足超线性增长条件ꎮ
受到以上工作的启发ꎬ本文利用变分方法研究系统(５)为次线性情形时解的存在性和集中性问题ꎮ 首先

给出下列研究条件:
(Ｖ１) Ｖ０(ｘ)∈Ｌ∞ (Ｒ３)ꎬα０ ＝ ｅｓｓｉｎｆ Ｖ０>０ꎬ Ｖ(ｘ)∈Ｃ(Ｒ３ꎬＲ)ꎬ β０ ＝ ｉｎｆ Ｖ>０ꎮ
(Ｖ２) 存在 ｒ>０及 Ｍ>０ꎬ

ｌｉｍ
｜ ｙ ｜→∞
(ｍｅａｓ({ｘ∈Ｒ３ꎬ Ｖ(ｘ)≤Ｍ})∩Ｂｒ(ｙ))＝ ０

成立ꎬ其中ꎬｍｅａｓ(􀅰)表示 Ｒ３ 中的勒贝格测度ꎬＢｒ(ｙ)是以 ｙ 为中心、ｒ 为半径的球ꎮ

(Ｖ３) Ω＝ ｉｎｔ(Ｖ －１(０))≠⌀且具有光滑的边界ꎬ －Ω ＝Ｖ －１(０)ꎮ

(Ｓ１) ｆ(ｘꎬｕ)∈Ｃ(Ｒ３×Ｒꎬ Ｒ)ꎬ 存在常数τｉ∈(１ꎬ２)及函数 ａｉ(ｘ)∈Ｌ
２
２－τｉ(Ｒ３)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)使得

｜ ｆ(ｘꎬｕ) ｜≤∑
ｍ

ｉ ＝１
ａｉ(ｘ) ｜ ｕ ｜ τｉ

－１ꎬ　 ∀(ｘꎬｕ)∈Ｒ３×Ｒꎮ

(Ｓ２) 存在常数 γ∈(１ꎬ２)及无穷小数列{ ｔｋ}ꎬ使得

Ｆ(ｘꎬｔｋｕ)≥ｂ(ｘ) ｜ ｔｋｕ ｜ γꎬ

其中ꎬＦ(ｘꎬｕ)＝∫ｕ
０
ｆ(ｘꎬｔ)ｄｔꎬ ｘ∈Ωꎬ函数 ｂ(ｘ)∈Ｌ∞(Ω)ꎬ ｂ０ ＝ ｉｎｆ ｂ(ｘ)>０ꎮ

本文的主要结论如下ꎬ 这些结论建立了系统(５)的弱解的存在性和弱解序列的集中性ꎮ
定理 １　 假设条件(Ｖ１)、(Ｓ１)和(Ｓ２)成立ꎬ则对任意的 λ>０ꎬ系统(５)至少具有一个非平凡解 ｕλꎮ
定理 ２　 假设条件(Ｖ１)、(Ｖ２)、 (Ｖ３)、 (Ｓ１)和(Ｓ２)成立ꎬ设ｕλ∈Ｈ１(Ｒ３)为定理 １ 中得到的系统(５)的

弱解ꎬ则当 λ→＋∞时ꎬｕλ→ｕ０ꎬ 其中ｕ０∈Ｈ１(Ω)是下列薛定谔－泊松系统的解:
－Δｕ＋Ｖ０(ｘ)ｕ＋φｕ＝ ｆ(ｘꎬｕ)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ
－Δϕ＝ｕ２ꎬ ｘ∈Ω{ (６)

注 １　 Ｍａｏ 等[８]研究了当 Ｖ０ ＝ １时系统(５)的解存在性和集中性问题ꎬ其中假设存在 Ｍ>０ꎬ使得

ｍｅａｓ({ｘ∈Ｒ３ꎬ Ｖ(ｘ)≤Ｍ})<∞ ꎬ (７)
易验证条件(７)可以推导出本文中的条件(Ｖ２)ꎮ 对函数 Ｆ(ｘꎬｕ)ꎬＭａｏ 等[８]假设存在常数 δꎬη>０ 以及 γ０∈
(１ꎬ２)ꎬ使得

Ｆ(ｘꎬｕ)≥η ｜ ｕ ｜ γ０ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ　 ｜ ｕ ｜≤δꎮ (８)
易见本文的条件(Ｓ２)是条件(８)的一个特殊情况ꎮ 条件(８)中的 η 可以是一个有正下界的函数 ｂ(ｘ)ꎮ

文献[９￣１３]没有考虑系统(５)解的集中性ꎮ 本文研究的模型更为一般ꎬ减弱了一些研究条件并且考虑了解

的集中性ꎮ 因此ꎬ本文所得到的结果是对相关文献中相应结果的补充和推广ꎮ
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２　 变分结构和一些引理

设 Ｅ＝{ｕ∈Ｈ１(Ｒ３): ∫
Ｒ３
( ｜Ñｕ ｜ ２＋Ｖ(ｘ)ｕ２)ｄｘ<＋∞}ꎬ则 Ｅ 为一个 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬ内积为‹ｕꎬｖ› ＝ ∫

Ｒ３
(Ñｕ Ñｖ＋

Ｖ(ｘ)ｕｖ)ｄｘꎬ对应的范数为‖ｕ‖＝ ‹ｕꎬｕ› ꎬ等价于 Ｈ１(Ｒ３)中的标准范数(由条件(Ｖ１))ꎮ

记 Ｄ１ꎬ２(Ｒ３)＝ {ｕ∈Ｌ６ (Ｒ３): ｜Ñｕ ｜ ２∈Ｌ２ (Ｒ３)}ꎬ内积为‹ ｕꎬｖ›Ｄ ＝ ∫
Ｒ３

ÑｕÑｖｄｘꎬ对应的范数为‖ｕ‖Ｄ ＝

‹ｕꎬｕ›Ｄ ꎮ

对 λ>０及任意的 ｕꎬｖ∈Ｅꎬ记‹ ｕꎬｖ› λ ＝∫
Ｒ３
(ÑｕÑｖ＋(Ｖ０( ｘ) ＋λＶ( ｘ)) ｕｖ) ｄｘꎬ对应的范数为‖ｕ‖λ ＝

‹ｕꎬｖ› λ ꎮ 记 Ｅλ ＝(Ｅꎬ‖ｕ‖λ)ꎬ由条件(Ｖ１)、(Ｖ２)得ꎬ存在 ｃ>０ꎬ使得‖ｕ‖≤ｃ‖ｕ‖λꎮ

Ｌｐ(Ｒ３)中的范数当 １≤ｐ<＋∞时ꎬ记‖ｕ‖ｐ ＝ (∫
Ｒ３
｜ｕ ｜ ｐｄｘ )

１
ｐ ꎻ当 ｐ＝＋∞时ꎬ范数记‖ｕ‖∞ ＝ｅｓｓ ｓｕｐｘ∈Ｒ３ ｜ｕ(ｘ) ｜ꎮ

ｃｉ( ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺)表示各种正的常数ꎬ对 ｐ∈[２ꎬ６]ꎬ Ｅλ→Ｌｐ(Ｒ３)是连续的ꎬ对 ｐ∈[２ꎬ６)ꎬ Ｅλ→Ｌｐ
ｌｏｃ(Ｒ３)是

紧的ꎬ存在常数 ｃ０ꎬ ｃ１>０ꎬ使得

‖ｕ‖ｐ≤ｃ０‖ｕ‖≤ｃ１‖ｕ‖λꎮ (９)
对任意的 ｕ∈Ｈ１(Ｒ３)ꎬ由 Ｌａｘ￣Ｍｉｌｇｒａｍ 定理可得ꎬ存在唯一的ϕｕ∈Ｄ１ꎬ２(Ｒ３)使得－Δϕｕ ＝ ｕ２ꎮ 关于 ϕｕ 有

下列一些性质ꎬ参见文献[１４￣１５]ꎮ
引理 １　 设ϕｕ∈Ｄ１ꎬ２(Ｒ３)为方程－Δϕｕ ＝ｕ２ 的唯一解ꎬ则下列结论成立:
(ⅰ) ϕｕ(ｘ)≥０ꎬ ｘ∈Ｒ３ꎮ
(ⅱ) 对任意的 ｕ∈Ｈ１(Ｒ３)ꎬ ‖ϕｕ‖Ｄ１ꎬ２(Ｒ３)≤ｃ‖ｕ‖２

１２
５
ꎬ其中 ｃ>０为常数ꎮ

(ⅲ) 对 ｕｎꎬｕ∈Ｌ
１２
５ (Ｒ３)ꎬ如果 ｕｎ→ｕꎬ则在 Ｄ１ꎬ２(Ｒ３)中成立 ϕｕｎ→ϕｕꎮ

(ⅳ) 若在 Ｈ１(Ｒ３)有 ｕｎ→ｕꎬ则在 Ｄ１ꎬ２(Ｒ３)中成立 ϕｕｎ→ϕｕꎮ
定义系统(５)对应的能量泛函为

Ｉλ(ｕ)＝
１
２ ∫Ｒ３( ｜Ñｕ ｜ ２＋(Ｖ０(ｘ)＋λＶ(ｘ))ｕ２)ｄｘ＋

１
４ ∫Ｒ３ϕｕｕ２ｄｘ－ ∫

Ｒ３
Ｆ(ｘꎬｕ)ｄｘꎮ (１０)

首先验证 Ｉλ 具备的一些基本性质ꎮ
引理 ２　 假设条件(Ｖ１)、 (Ｓ１)成立ꎬ则 Ｉλ∈Ｃ１(ＥλꎬＲ)ꎬ且对任意的 ｖ∈Ｈ１(Ｒ３)ꎬ下式成立:

Ｉ′λ(ｕ)ｖ＝∫
Ｒ３
(ÑｕÑｖ＋(Ｖ０(ｘ)＋λＶ(ｘ))ｕｖ)ｄｘ＋ ∫

Ｒ３
φｕｕｖｄｘ－ ∫

Ｒ３
ｆ(ｘꎬｕ)ｖｄｘꎮ (１１)

证明　 由条件及引理 １ꎬ利用标准的方法可以验证 Ｉλ∈Ｃ１(ＥλꎬＲ)ꎬ参见文献[６ꎬ１０]ꎮ
注 ２　 由引理 ２可知ꎬ系统(５)的弱解对应于泛函 Ｉλ(ｕ)在 Ｅλ 上的临界点ꎮ 下面说明 Ｉλ(ｕ)在 Ｅλ 上存

在非平凡的临界点ꎮ
由 Ｉλ(ｕ)的定义及定理 １的条件ꎬ易得引理 ３￣４ꎮ
引理 ３　 在定理 １的条件下ꎬＩλ(ｕ)是强制的且下有界ꎬ即当‖ｕ‖λ→∞时ꎬＩλ(ｕ)→∞ꎮ
由引理 ３ꎬ利用 Ｅｋｅｌａｎｄ̓ｓ 变分原理ꎬ存在 Ｉλ( ｕ)的一个极小化序列{ ｕｎ}使得当 ｎ→∞时ꎬ Ｉλ( ｕｎ)→

ｉｎｆｕ∈Ｅλ
Ｉλ(ｕ)且 Ｉ′λ(ｕｎ)→０ꎮ

引理 ４　 极小化序列{ｕｎ}有界ꎮ
下面验证极小化序列{ｕｎ}存在强收敛的子列ꎬ给出引理 ５ꎮ
引理 ５　 极小化序列{ｕｎ}存在强收敛的子列ꎮ
证明　 由引理 ４知{ｕｎ}有界ꎬ不妨假设‖ｕｎ‖λ≤Ｄ０ꎬ并且存在一个子列(仍记为{ｕｎ})使得 ｕｎ 在 Ｅλ 中

弱收敛于 ｕλꎬ 在 Ｌ２ｌｏｃ(Ｒ３)中强收敛于 ｕλꎬ在 Ｒ３ 中ꎬｕｎ(ｘ)几乎处处收敛于 ｕλ(ｘ)ꎮ 注意到

‖ｕｎ－ｕλ‖２
λ ＝( Ｉ′λ(ｕｎ)－Ｉ′λ(ｕλ))(ｕｎ－ｕλ)－ ∫

Ｒ３
(ϕｕｎｕｎ－ϕｕλｕλ)(ｕｎ－ｕλ)ｄｘ
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＋ ∫
Ｒ３
( ｆ(ｘꎬｕｎ)－ｆ(ｘꎬｕλ))(ｕｎ－ｕλ)ｄｘꎬ (１２)

由文献[６]可得

∫
Ｒ３
(ϕｕｎｕｎ－ϕｕλｕλ)(ｕｎ－ｕλ)ｄｘ≥０ꎮ (１３)

由于 ａｉ(ｘ)∈Ｌ
２
２－τｉ(Ｒ３)( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ｍ)ꎬ对任意的 ε>０ꎬ存在 Ｒε>０ꎬ使得

( ∫
Ｒ３ ＼ＢＲε

(０)
｜ ａｉ(ｘ) ｜

２
２－τｉ ｄｘ )

２－τｉ
２
<εꎮ (１４)

因此由条件(Ｓ１)ꎬ得到

　 　 ∫
Ｒ３ ＼ＢＲε

(０)
( ｆ(ｘꎬｕｎ)－ｆ(ｘꎬｕλ))(ｕｎ－ｕλ)ｄｘ ≤∑

ｍ

ｉ ＝１
∫
Ｒ３ ＼ＢＲε

(０)
ａｉ(ｘ)( ｜ ｕｎ ｜ τｉ

－１＋ ｜ ｕλ ｜ τｉ
－１) ｜ ｕｎ－ｕλ ｜ ｄｘ

　 ≤ｃ４∑
ｍ

ｉ ＝１
∫
Ｒ３ ＼ＢＲε

(０)
ａｉ(ｘ)( ｜ ｕｎ ｜ τｉ＋ ｜ ｕλ ｜ τｉ)ｄｘ≤ｃ４∑

ｍ

ｉ ＝１
(∫

Ｒ３ ＼ＢＲε
(０)
｜ ａｉ(ｘ) ｜

２
２－τｉ ｄｘ )

τｉ－２

２ (‖ｕｎ‖τｉ
２ ＋‖ｕλ‖τｉ

２ )

　 ≤ｃ５ε∑
ｍ

ｉ ＝１
(‖ｕｎ‖τｉ

λ ＋‖ｕλ‖τｉ
λ )≤ｃ５ε∑

ｍ

ｉ ＝１
(Ｄτｉ

０ ＋‖ｕλ‖τｉ
λ )ꎮ (１５)

在 Ｌ２ｌｏｃ(Ｒ３)上ꎬｕｎ 强收敛于 ｕλꎬ所以

　 ∫
ＢＲε
(０)
( ｆ(ｘꎬｕｎ)－ｆ(ｘꎬｕλ))(ｕｎ－ｕλ)ｄｘ

≤ ( ∫
ＢＲε
(０)
｜ ｆ(ｘꎬｕｎ)－ｆ(ｘꎬｕλ) ｜ ２ｄｘ )

１
２ ( ∫

ＢＲε
(０)
｜ ｕｎ－ｕλ ｜ ２ｄｘ )

１
２
→０ꎬ　 ｎ→∞ꎮ (１６)

　 　 结合式(１２)、(１３)、(１５)、(１６)ꎬ当 ｎ→∞时ꎬ‖ｕｎ－ｕλ‖λ→０ꎬ也就是{ｕｎ}在 Ｅλ 中强收敛于 ｕλꎮ

３　 主要定理的证明

定理 １的证明ꎮ 由 Ｉλ(ｕ)的连续性及引理 ５ꎬ当 ｎ→∞时ꎬＩλ(ｕｎ)→Ｉλ(ｕλ)＝ ｉｎｆＥλ
Ｉλ(ｕλ)且 Ｉ′λ(ｕλ)＝ ０ꎬ所

以ｕλ∈Ｅλ为系统(５)的一个解ꎮ 下面说明 ｕλ≠０ꎮ
取 ｕ≠０ꎬ由条件(Ｓ２)得

Ｉλ( ｔｋｕ)＝
ｔ２ｋ
２
‖ｕ‖２

λ＋
ｔ４ｋ
４ ∫Ｒ３ϕｕｕ２ｄｘ－ ∫

Ｒ３
Ｆ(ｘꎬｔｋｕ)ｄｘ

≤
ｔ２ｋ
２
‖ｕ‖２

λ＋
ｔ４ｋ
４ ∫Ｒ３φｕｕ２ｄｘ－ｔγｋ ∫

Ω
ｂ(ｘ) ｜ ｕ ｜ γｄｘ

≤
ｔ２ｋ
２
‖ｕ‖２

λ＋
ｔ４ｋ
４ ∫Ｒ３φｕｕ２ｄｘ－ｔγｋ ｂ０∫

Ω
｜ ｕ ｜ γｄｘꎮ (１７)

注意到 １<γ<２ꎬ当 ｔｋ 足够小时一定有 Ｉλ( ｔｋｕ)<０ꎬ得到 ｉｎｆＥλ
Ｉλ(ｕ)<０ꎬ所以 ｕλ≠０ꎬ定理 １得证ꎮ

由定理 １知ꎬ对任意的 λｎ >０ꎬ系统(５)存在一个非平凡解 ｕλｎ≠０ꎬ得到系统(５)的一个非平凡解序列

{ｕλｎ}ꎮ 为证明定理 ２ꎬ先给出几个引理ꎮ
引理 ６　 Ｉλｎ(ｕλｎ)<ｃ

∗<０ꎬ其中 ｃ∗不依赖于 λｎꎮ
证明　 令 ｃ∗ ＝ ｉｎｆＨ１０(Ω) Ｉλꎬ则由定理 １ 的证明可知ꎬｃ∗可达到并且小于 ０ꎮ 又由 Ｈ１０(Ω) ⊂Ｅλꎬ因此

ｉｎｆＥλ
Ｉλ≤ｉｎｆＨ１０(Ω) Ｉλ ＝ ｃ

∗<０ꎮ
引理 ７　 假设条件(Ｖ１)—(Ｖ３)成立ꎬ则{ｕｎ}在 Ｌ２(Ｒ３)中强收敛ꎮ
证明　 由引理 ４ꎬ{ｕλｎ}有界ꎬ 存在一个子列(不妨仍记为{ｕλｎ})使得 ｕλｎ在 Ｅλ 中弱收敛于 ｕ０ꎬｕλｎ在

Ｌ２ｌｏｃ(Ｒ３)中强收敛于 ｕ０ꎮ
当 ｘ∈Ｒ３ ＼Ω 时ꎬｕ０ ＝ ０ꎮ 由 λｎ→∞ꎬ可假设 λｎ>１ꎬ注意到{ｕλｎ}有界ꎬ则由 Ｆａｔｏｕ 引理得到当 ｎ→∞时ꎬ
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∫
Ｒ３ ＼Ω

Ｖ(ｘ)ｕ２０ｄｘ≤ ∫
Ｒ３
Ｖ(ｘ)ｕ２０ｄｘ＝ ∫

Ｒ３ ＼Ω
ｌｉｍ ｉｎｆ

ｎ→∞
Ｖ(ｘ)ｕ２λｎｄｘ

≤ｌｉｍ ｉｎｆ
ｎ→∞

∫
Ｒ３
λｎＶ(ｘ)ｕ２λｎｄｘ

λｎ
≤
‖ｕλｎ‖

２
λｎ

λｎ
→０ꎮ (１８)

注意到 Ｖ(ｘ)>β０>０ꎬ不等式(１８)表明 ｕ０ ＝ ０ꎬ ｘ∈Ｒ３ ＼Ωꎮ
如果引理 ７的结论不成立ꎬ则由文献[１６]可知ꎬ存在 δ>０ꎬ ρ>０及一个序列{ｙｎ}⊂Ｒ３ꎬ使得

∫
Ｂρ(ｙｎ)

｜ ｕλｎ
－ｕ０ ｜ ２ｄｘ≥δꎬ　 ∀ｎ∈Ｎꎬ (１９)

而且当 ｎ→∞时有 ｙｎ→∞ꎮ 记 Ｂｎ ＝{ｘ∈Ｂρ(ｙｎ):Ｖ(ｘ)≤１}ꎬ由文献[１７]中的命题 ２.４可知

∫
Ｂｎ

｜ ｕλｎ
－ｕ０ ｜ ２ｄｘ≥ｃ６δꎬ (２０)

其中 ０<ｃ６<１ꎮ 由引理 ７条件、式(２０)及 ｕ０ ＝ ０ꎬ ｘ∈Ｒ３ ＼Ωꎬ得到当 ｎ→∞时ꎬ

‖ｕλｎ‖
２
λｎ≥λｎ ∫

Ｂρ(ｙｎ) ＼Ｂｎ

ｕ２λｎｄｘ＝λｎ ∫
Ｂρ(ｙｎ) ＼Ｂｎ

｜ ｕλｎ
－ｕ０ ｜ ２ｄｘ

＝λｎ ( ∫
Ｂρ(ｙｎ)

｜ ｕλｎ
－ｕ０ ｜ ２ｄｘ－ ∫

Ｂｎ

｜ ｕλｎ
－ｕ０ ｜ ２ｄｘ )

≥λｎ ( δ－ ∫
Ｂｎ

｜ ｕλｎ
－ｕ０ ｜ ２ｄｘ )≥ｃ７δλｎ→∞ꎬ (２１)

这与{ｕλｎ}的有界性矛盾ꎮ 因此ꎬ{ｕλｎ}在 Ｌ２(Ｒ３)中强收敛于 ｕ０ꎮ
定理 ２的证明ꎮ 首先验证 ｕ０ 为系统(５)的一个弱解ꎮ 在 Ｅλ 上ꎬｕλｎ→ｕ０ꎬ对任意的 φ∈Ｃ∞０ (Ｒ３)ꎬ有

Ｉλｎ(ｕλｎ)φ＝ ０ꎬ即

∫
Ｒ３
(ÑｕλｎÑφ＋(Ｖ０(ｘ)＋λｎＶ(ｘ))ｕλｎφ)ｄｘ＋ ∫Ｒ３ϕｕλｎ

ｕλｎφｄｘ＝ ∫Ｒ３ ｆ(ｘꎬｕλｎ)φｄｘꎮ (２２)

限制 ｘ∈Ωꎬ则式(２２)变为

∫
Ω
(ÑｕλｎÑφ＋ｕλｎφ)ｄｘ＋ ∫Ω ϕｕλｎ

ｕλｎφｄｘ＝ ∫Ω ｆ(ｘꎬｕλｎ)φｄｘꎮ (２３)

又在 Ｌ２(Ω)上ꎬｕλｎ→ｕ０ꎬ ｎ→∞ꎬ令 ｎ→∞得到

∫
Ω
(Ñｕ０Ñφ＋ｕｕ０φ)ｄｘ＋ ∫Ω ϕｕ０ｕ０φｄｘ＝ ∫Ω ｆ(ｘꎬｕ０)φｄｘꎬ (２４)

式(２４)表明 ｕ０ 为系统(５)的一个弱解ꎮ
最后只要验证 ｕ０≠０ꎮ 为此ꎬ只要证明在 Ｈ１(Ｒ３)上ꎬｕλｎ强收敛到 ｕ０ꎮ 由 ｕλｎ在 Ｈ１(Ｒ３)中弱收敛到 ｕ０ 可

得‖ｕ０‖≤ｌｉｍ ｉｎｆ
ｎ→∞

‖ｕλｎ‖ꎬ下面验证ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

‖ｕλｎ‖≤‖ｕ０‖ꎮ

由 Ｉ′λｎ(ｕλｎ)ｕλｎ
＝ ０可得

‖ｕλｎ‖
２
λｎ
＋ ∫

Ｒ３
ϕｕλｎ

ｕ２λｎｄｘ＝ ∫Ｒ３ ｆ(ｘꎬｕλｎ)ｕλｎｄｘꎻ (２５)

由 Ｉ′λｎ(ｕλｎ)ｕ０ ＝ ０可得

‹ｕλｎꎬｕ０› λｎ
＋ ∫

Ｒ３
ϕｕλｎ

ｕλｎｕ０ｄｘ＝ ∫Ｒ３ ｆ(ｘꎬｕλｎ)ｕ０ｄｘꎮ (２６)

由引理 ７可得ꎬ当 ｎ→∞时

　 ∫
Ｒ３

ϕｕλｎ
ｕ２λｎｄｘ－ ∫Ｒ３ ϕｕλｎ

ｕλｎｕ０ｄｘ ＝ ∫
Ｒ３

ϕｕλｎ
ｕλｎ(ｕλｎ

－ｕ０)ｄｘ

≤‖ϕｕλｎ
‖６‖ｕλｎ

－ｕ０‖２‖ｕλｎ‖３≤ｃ８‖ｕλｎ‖
２
１２
５
‖ｕλｎ

－ｕ０‖２‖ｕλｎ‖３→０ꎮ (２７)

　 ∫
Ｒ３

ｆ(ｘꎬｕλｎ)ｕλｎｄｘ－ ∫Ｒ３ ｆ(ｘꎬｕλｎ)ｕ０ｄｘ ≤ ∫Ｒ３ ｜ ｆ(ｘꎬｕλｎ) ｜ ｜ ｕλｎ
－ｕ０ ｜ ｄｘ

≤ ∫
Ｒ３
∑
ｍ

ｉ ＝１
ａｉ(ｘ) ｜ ｕλｎ ｜

τｉ－１ ｜ ｕλｎ
－ｕ０ ｜ ｄｘ≤∑

ｍ

ｉ ＝１
‖ａｉ‖ ２

２－ τｉ
‖ｕλｎ‖

２－τｉ
２
２
‖ｕλｎ

－ｕ０‖２→０ꎮ (２８)

注意到 Ω 的定义ꎬ



　 １２２　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６１卷　

‖ｕ０‖２ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞ ∫Ｒ３(ÑｕλｎÑｕ０＋ｕλｎｕ０)ｄｘ

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞ ∫Ｒ３(ÑｕλｎÑｕ０＋(Ｖ０(ｘ)＋λｎＶ(ｘ))ｕλｎｕ０ｄｘ

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞
‹ｕλｎꎬｕ０› λｎ

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｕλｎ‖

２
λｎ≥ｌｉｍ

ｎ→∞
‖ｕλｎ‖

２ꎮ (２９)

结合式(２５)—(２９)可得ꎬ当 ｎ→∞时ꎬ

‖ｕλｎ
－ｕ０‖２ ＝‖ｕλｎ‖

２＋‖ｕ０‖２－２ ∫
Ｒ３
(ÑｕλｎÑｕ０＋ｕλｎｕ０)ｄｘ→０ꎮ (３０)

由式(３０)及 ｕ０ ＝ ０ꎬ ｘ∈Ｒ３ ＼Ω 可得ꎬ当 ｎ→∞时ꎬ

Ｉλｎ(ｕλｎ)→
１
２ ∫Ω( ｜Ñｕ０ ｜ ２＋Ｖ０(ｘ)ｕ２０)ｄｘ＋

１
４ ∫Ωϕｕ０ｕ

２
０ｄｘ－ ∫

Ω
Ｆ(ｘꎬｕ０)ｄｘꎮ (３１)

由引理 ６可得

１
２ ∫Ω( ｜Ñｕ０ ｜ ２＋Ｖ０(ｘ)ｕ２０)ｄｘ＋

１
４ ∫Ωϕｕ０ｕ

２
０ｄｘ－ ∫

Ω
Ｆ(ｘꎬｕ０)ｄｘ≤ｃ∗<０ꎬ (３２)

式(３２)表明 ｕ０≠０ꎬ定理 ２证毕ꎮ
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