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关于定向空间连续性的注记

王武
(天津理工大学中环信息学院ꎬ 天津 ３００３８０)

摘要:定向空间的交连续性与连续性是研究拓扑空间的重要性质ꎬ本文给出一步闭包和弱一步闭包的概念ꎬ并研究它们与交

连续空间的关系ꎮ 利用定向扩展概率幂空间给出连续空间的等价刻画ꎮ 如果定向空间有一步闭包ꎬ则其是交连续空间ꎬ定向

空间是有弱一步闭包的交连续空间当且仅当其有一步闭包ꎮ 如果定向空间的定向扩展概率幂空间连续ꎬ则定向空间是交连

续的ꎬ定向空间是连续空间当且仅当其定向扩展概率幂空间是连续空间ꎮ
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０　 引言

Ｄｏｍａｉｎ 理论是理论计算机与数学交叉产生的重要研究领域[１￣５]ꎮ 王武等[６]在 Ｔ０ 拓扑空间上借助网的

收敛引入逼近关系ꎬ定义连续空间ꎬ并证明连续空间和 ｃ￣空间等价ꎮ 作为定向完备偏序集的 Ｓｃｏｔｔ 空间的一

种推广ꎬ俞月等[７]引入定向空间的概念ꎬ证明定向空间具有类似于定向完备偏序集(赋予 Ｓｃｏｔｔ 拓扑)的性

质ꎬ特别地ꎬ定向空间范畴具有卡氏闭性ꎮ 同时ꎬ车铭静等[８]在定向空间中ꎬ利用定向集的收敛给出连续空

间的等价刻画ꎬ给出 ｃ￣空间的 Ｄｏｍａｉｎ 式刻画ꎮ 作为连续空间的推广ꎬ冯华容等[９]引入交连续空间和拟连续

空间ꎬ研究它们与连续空间的关系ꎮ Ｓａｈｅｂ[１０]给出向完备偏序集的概率幂 Ｄｏｍａｉｎ 的定义ꎬ为具有概率选择

的函数式编程的语义提供数学模型ꎮ Ｋｅｉｍｅｌ[１１]定义拓扑 ｃｏｎｅꎬ为概率特性和经典特性同时出现的非确定性

语义提供了 Ｄｏｍａｉｎ 理论工具ꎬ与定向完备偏序集的概率幂 Ｄｏｍａｉｎ 类似ꎬＣｈｅｎ 等[１２]给出定向空间上的定向

扩展概率幂空间ꎬ并证明连续空间的定向扩展概率幂空间是连续空间ꎮ 那么自然的问题是:当定向空间的定

向扩展概率幂空间是连续空间时ꎬ其是否为连续空间?
本文首先引入一步闭包和弱一步闭包的概念ꎬ并说明连续空间均有一步闭包ꎬ有一步闭包的定向空间均
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是交连续空间ꎬ证明具有弱一步闭包的交连续空间有一步闭包ꎮ 定向空间有一步闭包当且仅当其是有弱一

步闭包的交连续空间ꎬ证明当定向空间 Ｘ 的定向扩展概率幂空间是连续空间时ꎬＸ 是交连续空间ꎮ 当定向空

间 Ｘ 的定向扩展概率幂空间是拟连续空间时ꎬＸ 是拟连续空间ꎬ定向空间是连续空间当且仅当其定向扩展概

率幂空间是连续空间ꎮ

１　 预备知识

设 Ｘ 是 Ｔ０ 拓扑空间ꎬ定义 Ｘ 上由其拓扑诱导的偏序关系为 ｘ≤ｙ⇔ｘ∈ｃｌ{ｙ}ꎬ其中 ｃｌ{ｙ}为单点集{ｙ}在
拓扑空间 Ｘ 中的闭包[１２]ꎮ Ｔ０ 拓扑空间上的序关系总是按上述方式生成的特殊化序ꎬＴ０ 拓扑空间 Ｘ 的每个

定向集 Ｄ 可看成 Ｘ 的一个网ꎬ指标集 Ｊ＝Ｄꎮ 若 Ｄ 收敛到 ｘꎬ即 ｘ 的任意开邻域交 Ｄ 非空ꎬ记为 Ｄ→ｘꎮ 易知ꎬ
{ｙ}→ｘ 当且仅当 ｘ≤ｙꎮ 本文中拓扑空间 Ｘ 的开集格用 Ｏ (Ｘ)表示ꎮ

定义 １[１３] 　 设 Ｘ 是 Ｔ０ 拓扑空间ꎬ如果任意 ｙ∈Ｕ∈Ｏ (Ｘ)ꎬ存在 ｘ∈Ｘ 使得 ｙ∈ｉｎｔ(↑ｘ)⊆↑ｘ⊆Ｕꎬ其中

ｉｎｔ(↑ｘ)表示↑ｘ 在拓扑空间 Ｘ 中的内部ꎬ则称 Ｘ 为 ｃ￣空间ꎮ
定义 ２[１３] 　 设 Ｘ 是 Ｔ０ 拓扑空间ꎬＵ⊆Ｘꎬ如果任意定向集 Ｄ→ｘꎬ ｘ∈Ｕ 蕴含存在 ｄ∈Ｄ 使得 ｄ∈Ｕꎬ即

Ｄ∩Ｕ≠⌀ꎬ则称 Ｕ 为定向开集ꎮ 所有定向开集的集合记为 ｄ(Ｘ)ꎮ 显然ꎬ每个定向开集都是上集ꎬ所有开集

都是定向开集ꎬ即 Ｏ (Ｘ)⊆ｄ(Ｘ)ꎮ 如果 Ｏ (Ｘ)＝ ｄ(Ｘ)ꎬ则称 Ｘ 为定向空间ꎮ
易验证全体定向开集构成 Ｘ 上的一个拓扑ꎬ称为定向拓扑ꎮ 偏序集上赋予 Ｓｃｏｔｔ 拓扑是定向空间ꎬ从而

带有特殊化序的定向空间是比定向完备偏序集更一般的数学模型ꎮ
定义 ３[１３] 　 设 Ｘ 是 Ｔ０ 拓扑空间ꎬｘꎬｙ∈Ｘꎬ如果任意定向集 Ｄ⊆Ｘꎬ Ｄ→ｘ 蕴含存在 ｄ∈Ｄ 使得 ｘ≤ｄꎬ即

Ｄ∩↑ｘ≠⌀ꎬ则称 ｘ 逼近 ｙꎬ记为 ｘ≪ｙꎮ
令⇑ｘ＝{ｙ∈Ｘ:ｘ≪ｙ}ꎻ ⇓ｘ＝{ｙ∈Ｘ:ｙ≪ｘ}ꎬ显然上述定义的逼近关系满足:(１) ｘ≪ｙ 蕴含 ｘ≤ｙꎻ (２)

ｓ≤ｘ≪ｙ≤ｔ 蕴含 ｓ≪ｔꎮ
命题 １[１３] 　 设 Ｘ 是 ｃ￣空间ꎬ则(１) 任意 ｘꎬｙ∈Ｘꎬ ｘ≪ｙ⇔ｙ∈ｉｎｔ(↑ｘ)ꎻ (２) {⇑ｘ:ｘ∈Ｘ}是 Ｘ 的一组基ꎻ

(３) 任意 ｘꎬｙ∈Ｘꎬ ｘ≪ｙ⇒∃ｚ∈Ｘꎬ ｘ≪ｚ≪ｙꎮ
命题 ２[１３] 　 设 Ｘ 是 Ｔ０ 拓扑空间ꎬ则下列等价:(１) Ｘ 是 ｃ￣空间ꎻ (２) Ｘ 是定向空间且任意 ｘ∈Ｘꎬ⇓ｘ 是

定向的且作为网⇓ｘ→ｘꎻ (３) Ｘ 是定向空间且任意 ｘ∈Ｘꎬ存在定向集 Ｄ⊆⇓ｘ 使得 Ｄ→ｘꎮ
由命题 ２知所有的 ｃ￣空间都是定向空间ꎬ再由命题 １知在 ｃ￣空间中ꎬ{⇑ｘ:ｘ∈Ｘ}是 ｄ(Ｘ)的基ꎮ 称满足

命题 ２等价条件的拓扑空间为连续空间ꎮ
设 Ｘ 是 Ｔ０ 拓扑空间ꎬＧ、Ｈ 是 Ｘ 的两个非空子集ꎬ如果 Ｈ⊆↑Ｇꎬ则 Ｇ≤Ｈꎬ称这种序关系为 Ｓｙｍｔｈ 序ꎬ

Ｓｙｍｔｈ 序是一种预序关系ꎮ 如果任意的定向集Ｄ⊆Ｘꎬ Ｄ→ｘ∈Ｈ 蕴含存在 ｄ∈Ｄ 使得 ｄ∈↑Ｇꎬ即Ｄ∩↑Ｇ≠⌀ꎬ
则 Ｇ≪Ｈꎮ 设 Ｘ 是 Ｔ０ 拓扑空间ꎬ令 Ｐ ｗ(Ｘ)表示 Ｘ 的非空有限子集的集族ꎬ设非空集族 Ｆ ⊆Ｐ ｗ(Ｘ)ꎬ如果任

给 ＥꎬＦ∈Ｆ 存在有限集 Ｈ∈Ｆ 使得↑Ｈ⊆↑Ｅ∩↑Ｆꎬ则称 Ｆ 为定向集族ꎮ 如果任意 ｘ∈Ｕ∈Ｏ (Ｘ)ꎬ存在

Ｆ∈Ｆ 使得↑Ｆ⊆Ｕꎬ则称定向集族 Ｆ 收敛到 ｘꎬ记为 Ｆ →ｘꎮ
任意 ｘ∈Ｘꎬ记 ｆｉｎ(ｘ)＝ {Ｆ∈Ｐ ｗ(Ｘ):Ｆ≪ｘ}ꎬ如果 Ｘ 是定向空间ꎬｆｉｎ(ｘ)是定向集族且 ｆｉｎ(ｘ)→ｘꎬ则称 Ｘ

是拟连续空间ꎮ 设 Ｘ 是定向空间ꎬ若任意的 ｘ∈Ｘ 及定向集 Ｄ⊆Ｘꎬ Ｄ→ｘ 蕴含 ｘ∈ｃｌ(↓Ｄ∩↓ｘ)ꎬ则称 Ｘ 为

交连续空间ꎮ 易知ꎬ定向空间是连续空间当且仅当其是交连续的拟连续空间[９]ꎮ
定义 ４[１４] 　 设 Ｘ 是拓扑空间ꎬμ:Ｏ (Ｘ)→[０ꎬ＋∞ )为映射ꎬ则称映射 μ:Ｏ (Ｘ)→[０ꎬ＋∞ )为一个连续的

赋值函数ꎬ如果它满足:(１) 严格性ꎮ μ(⌀)＝ ０ꎻ (２) 单调性ꎮ Ｖ⊆Ｕ 可推出 μ(Ｖ)≤μ(Ｕ)ꎻ (３) 模律ꎮ
μ(Ｖ)＋μ(Ｕ)＝ μ(Ｖ∪Ｕ)＋μ(Ｖ∩Ｕ)ꎻ (４) 连续性ꎮ 对每个定向集Ｄ⊆Ｏ (Ｘ)ꎬ μ(ｓｕｐ Ｄ )＝ ｓｕｐ{μ(Ｕ):Ｕ∈Ｄ )ꎮ

设 Ｘ 是拓扑空间ꎬ对 Ｘ 中任意元素 ｘꎬ定义单点赋值函数ηｘ:Ｏ (Ｘ)→[０ꎬ＋∞ )ꎬ当 ｘ∈Ｕ 时ꎬηｘ(Ｕ)＝ １ꎻ

当 ｘ∉Ｕ 时ꎬηｘ(Ｕ)＝ ０ꎬ称有限个单点赋值函数的线性组合 ξ ＝∑
ｂ∈Ｂ

ｒｂηｂ 为简单赋值函数ꎬ其中 ０<ｒｂ<＋∞ ꎬ其

定义为 ξ(Ｕ)＝ ∑
ｂ∈Ｂ∩Ｕ

ｒｂꎬ称有限集 Ｂ 为 ξ 的支撑ꎮ
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设 Ｘ 是定向空间ꎬ定向空间￣ｃｏｎｅ 是定向空间 Ｘ 拥有零元 ０ꎬ加法运算＋:Ｘ⊗Ｘ→Ｘꎬ和数乘运算􀅰:Ｒ＋⊗
Ｘ→Ｘ(其中 Ｒ＋在通常大小序下赋予 Ｓｃｏｔｔ 拓扑)使得加法和数乘都连续并且满足以下各条件: (１) ｘ＋ｙ ＝
ｙ＋ｘꎬ ∀ｘꎬｙ∈Ｘꎻ (２) (ｘ＋ｙ)＋ｚ＝ｘ＋(ｙ＋ｚ)ꎬ ∀ｘꎬｙꎬｚ∈Ｘꎻ (３) ０＋ｘ＝ｘꎬ ∀ｘ∈Ｘꎻ (４) (ｋｌ)􀅰ｘ＝ｋ(ｌ􀅰ｘ)ꎬ ∀ｋꎬｌ∈Ｒ＋ꎬ
∀ｘ∈Ｘꎻ (５) (ｋ＋ｌ)􀅰ｘ＝ ｋ􀅰ｘ＋ｌ􀅰ｘꎬ ∀ｋꎬｌ∈Ｒ＋ꎬ ∀ｘ∈Ｘꎻ (６) ｋ􀅰(ｘ＋ｙ)＝ ｋ􀅰ｘ＋ｋ􀅰ｙꎬ ∀ｋ∈Ｒ＋ꎬ ∀ｘꎬｙ∈Ｘꎻ (７)
１􀅰ｘ＝ ｘꎬ ∀ｘ∈Ｘꎻ (８) ｋ􀅰０＝０ꎬ ∀ｋ∈Ｒ＋ꎮ 假设(Ｘꎬ＋ꎬ􀅰)ꎬ(Ｙꎬ⊕ꎬ∗)是两个定向空间￣ｃｏｎｅꎬ ｆ:(Ｘꎬ＋ꎬ􀅰)→
(Ｙꎬ⊕ꎬ∗)为映射ꎬ如果 ｆ 连续且∀ｘꎬｙ∈Ｘꎬ ∀ａ∈Ｒ＋ꎬ ｆ(ｘ＋ｙ)＝ ｆ(ｘ)⊕ｆ(ｙ)ꎬ ｆ(ａ􀅰ｘ)＝ ａ∗ｆ(ｘ)ꎬ则称 ｆ 为 Ｘ
和 Ｙ 之间的定向空间￣ｃｏｎｅ 同态ꎮ

定义 ５[１４] 　 设 ＸꎬＺ 是定向空间ꎬ如果 Ｚ 满足:(１) Ｚ 是定向空间￣ｃｏｎｅꎻ (２) 存在连续映射设 ｉ:Ｘ→Ｚ 使

得任意定向空间￣ｃｏｎｅ(Ｙꎬ⊕ꎬ∗)以及连续映射 ｆ:Ｘ→Ｙꎬ都存在唯一的定向空间￣ｃｏｎｅ 同态
－ｆ :(Ｚꎬ＋ꎬ􀅰)→

(Ｙꎬ⊕ꎬ∗)使得 ｆ＝ －ｆ 􀳱 ｉꎬ则称定向空间 Ｚ 为 Ｘ 的定向扩展概率幂空间ꎮ
显然定向空间的定向扩展概率幂空间在同构意义下是唯一的ꎬ文献[１３]也给出了定向扩展概率幂空间

的构造方法ꎮ 设 Ｘ 是定向空间ꎬ记 ＳＶ(Ｘ)为 Ｘ 上所有简单赋值函数之集ꎬ在 ＳＶ(Ｘ)上自然有如下点态序≤:

ξ≤η⇔ ξ(Ｕ)≤η(Ｕ)ꎬ ∀Ｕ∈Ｏ (Ｘ)ꎮ 设 Ｄ ＝ {ξｉ} ｉ∈Ｉ⊆ＳＶ(Ｘ)是一个定向集ꎬ ξ ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒｂｉηｂｉ

∈ＳＶ(Ｘ)ꎮ 如果

(１)任意 ｂｉ 存在定向集 Ｄｉ⊆Ｘ 使得 Ｄｉ→ｂｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎻ (２) ∀(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈∏
ｎ

ｉ ＝１
Ｄｉꎬ ∀ｒ′ｂｉ <ｒｂｉꎬ 都存在

ξ′∈Ｄ ꎬ使得∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒ′ｂｉ ηｄｉ≤ξ′ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ则称 Ｄ⇒Ｐ ξꎮ 设 Ｕ⊆ＳＶ(Ｘ)ꎬ如果任意的定向集 Ｄ⊆ＳＶ(Ｘ)以及

ξ∈ＳＶ(Ｘ)ꎬ Ｄ⇒Ｐξ∈Ｕ 蕴含 Ｄ∩Ｕ≠⌀ꎬ则称 Ｕ 为⇒Ｐ 收敛开集ꎮ 记所有⇒Ｐ 收敛开集为 Ｏ⇒Ｐ
ＳＶ(Ｘ)ꎮ

命题 ３[１４] 　 设 Ｘ 是定向空间ꎬ则(１) (ＳＶ(Ｘ)ꎬＯ⇒Ｐ
ＳＶ(Ｘ))是定向空间ꎬ简记 ＳＶ(Ｘ)ꎮ ＳＶ(Ｘ)上的特

殊化序等于≤ꎻ (２) 定义＋为(ξ＋η)＝ ξ(Ｕ) ＋η(Ｕ)ꎬ数乘􀅰为(ａ􀅰ξ)＝ ａ􀅰ξ(Ｕ)ꎬ则 ＳＶ(Ｘ)是一个定向空间

￣ｃｏｎｅꎻ (３) ＳＶ(Ｘ)是 Ｘ 的定向扩展概率幂空间ꎮ
命题 ４[１４] 　 设 Ｘ 是连续空间ꎬ则 ＳＶ(Ｘ)是连续空间ꎮ
涉及定向空间的定向扩展概率幂空间的基本概念及结论参考文献[１４]ꎮ
命题 ５[１５] 　 设 Ｘ 是偏序集ꎬＦ ⊆Ｐ ｗ(Ｘ)是定向集族ꎬ则存在定向集 Ｄ⊆∪Ｆ∈Ｆ Ｆ 使得任意 Ｆ∈Ｆ ꎬ

Ｄ∩Ｆ≠⌀ꎮ

２　 定向空间的交连续性与一步闭包

本章引入一步闭包和弱一步闭包的概念ꎬ并说明连续空间都有一步闭包ꎬ拟连续空间都有弱一步闭包ꎬ
最后证明定向空间有一步闭包等且仅当其是有弱一步闭包的交连续性空间ꎮ

定义 ６　 设 Ｘ 是定向空间ꎬＡ⊆Ｘꎬ定义 Ａ↓≪ ＝{ｘ∈Ｘ:ｘ∈Ａꎬ ⇓ｘ∩Ａ≠⌀}ꎬ Ａ↑≪ ＝{ｘ∈Ｘ:⇓ｘ⊆Ａ}ꎮ
设 Ｘ 是定向空间ꎬａ∈Ｘꎬ则显然有下列结论:(１) (↑ａ)↓≪ ＝⇑ａꎻ (２) 任意上集 Ａ⊆Ｘꎬ ｘ∈Ａ↓≪当且仅

当∃ｙ∈Ｘꎬ ｙ≪ｘꎮ 下面给出连续空间的等价刻画ꎮ
命题 ６　 设 Ｘ 是定向空间ꎬＵ⊆Ｘꎬ如果 Ｕ＝Ｕ↓≪ꎬ则 Ｕ 是定向开集ꎮ
证明　 设 Ｕ⊆Ｘꎬ Ｄ⊆Ｘ 是定向集且 Ｄ→ｘ∈Ｕꎬ则 ｘ∈Ｕ↓≪ꎬ故⇓ｘ∩Ｕ≠⌀ꎬ因此存在 ｕ∈Ｕ 使得 ｕ≪ｘꎬ由

Ｄ→ｘ 知↑ｕ∩Ｄ≠⌀ꎬ从而 Ｕ∩Ｄ≠⌀ꎬ Ｕ 是定向开集ꎮ
命题 ７　 设 Ｘ 是定向空间ꎬ则下列等价:(１) Ｘ 是连续空间ꎻ (２) 任意上集 Ａ⊆Ｘꎬ ｉｎｔ(Ａ)＝ Ａ↓≪ꎻ (３) 任

意下集 Ａ⊆Ｘꎬ ｃｌ(Ａ)＝ Ａ↑≪ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 Ｘ 是连续空间ꎬｘ∈ｉｎｔ(Ａ)ꎬ则存在 ａ∈ｉｎｔ(Ａ)使得 ａ≪ｘꎬ即⇓ｘ∩ｉｎｔ(Ａ)≠⌀ꎬ从而

⇓ｘ∩Ａ≠⌀ꎬ ｘ∈Ａ↓≪ꎮ 如果 ｘ∈Ａ↓≪ꎬ则⇓ｘ∩Ａ≠⌀ꎮ 令 ａ∈⇓ｘ∩Ａꎬ则 ｘ∈⇑ａ⊆Ａꎮ 因为⇑ａ 是开集ꎬ所以

ｘ∈ｉｎｔ(Ａ)ꎮ
(２)⇒(１)ꎮ任意 ｘ∈Ｘꎬ令 ａꎬｂ∈⇓ｘꎬ则 ｘ∈⇑ａ∩⇑ｂꎮ 因为⇑ａ＝(↑ａ)↓≪ ＝ ｉｎｔ(↑ａ)ꎬ ⇑ｂ＝(↑ｂ)↓≪ ＝

ｉｎｔ(↑ｂ)ꎬ ｘ∈⇑ａ∩⇑ｂ＝ ｉｎｔ(↑ａ)∩ｉｎｔ(↑ｂ)＝ ｉｎｔ(↑ａ∩↑ｂ)＝ (↑ａ∩↑ｂ)↓≪ꎬ因此⇓ｘ∩(↑ａ∩↑ｂ)≠⌀ꎮ
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令 ｃ∈⇓ｘ∩(↑ａ∩↑ｂ)ꎬ则 ａꎬｂ≤ｃꎬ⇓ｘ 是定向集ꎮ 设 ｘ∈Ｕ∈ｄ(Ｘ)ꎬ则 Ｕ ＝Ｕ↓≪ꎬ ⇓ｘ∩Ｕ≠⌀ꎬ故⇓ｘ→ｘꎮ
综上 Ｘ 是连续空间ꎮ

(２)⇔(３) 显然ꎮ
上述命题的直接推论是:设 Ｘ 是连续空间ꎬＡ⊆Ｘꎬ ｘ∈Ｘꎬ则 ｘ∈ｃｌ(Ａ)⇔⇓ｘ⊆↓Ａꎮ 设 Ｘ 是定向空间ꎬ

Ａ⊆Ｘꎬ令 􀭵Ａ＝{ｘ∈Ｘ:∃定向集 Ｄ⊆↓ｘ∩↓Ａꎬ Ｄ→ｘ}ꎮ 容易验证 Ａ⊆↓Ａ⊆􀭵Ａ⊆ｃｌ(Ａ)且 􀭵Ａ⊆Ａ↑≪ꎮ
定义 ７　 设 Ｘ 是定向空间ꎬ任意 Ａ⊆Ｘꎬ如果 􀭵Ａ＝ ｃｌ(Ａ)ꎬ则称 Ｘ 有一步闭包ꎮ
命题 ８　 设 Ｘ 是定向空间ꎬ则:(１) 如果 Ｘ 是连续空间ꎬ则 Ｘ 有一步闭包ꎻ (２) 如果 Ｘ 有一步闭包ꎬ则 Ｘ

是交连续空间ꎮ
证明　 (１) 如果 Ｘ 是连续空间ꎬＡ⊆Ｘꎬ只须证明 ｃｌ(Ａ)⊆􀭵Ａꎮ 设 ｘ∈ｃｌ(Ａ)ꎬ则⇓ｘ⊆↓Ａꎮ 由连续性知⇓ｘ

是定向集且⇓ｘ→ｘꎬ因此 ｘ∈􀭵Ａꎮ
(２) 设 Ｄ⊆Ｘ 是定向集且 Ｄ→ｘꎮ 因为 Ｘ 有一步闭包ꎬ则 ｘ∈ｃｌ(Ｄ)＝ 􀭺Ｄꎬ所以存在定向集 Ｄ′⊆↓ｘ∩↓Ｄ

使得 Ｄ′→ｘꎮ 因为 Ｄ′⊆(↓ｘ∩↓Ｄ)∩↓ｘ 且 Ｄ′→ｘꎬ所以 ｘ∈↓ｘ∩↓Ｄ ＝ ｃｌ(↓ｘ∩↓Ｄ)ꎬ即 Ｘ 是交连续

空间ꎮ
下面给出弱一部闭包的概念ꎬ并给出交连续空间与一步闭包之间的关系ꎮ
定义 ８　 设 Ｘ 是定向空间ꎬ任意 Ａ⊆Ｘꎬ令 Ａ＝{ｘ∈Ｘ:∃定向集 Ｄ⊆↓Ａꎬ Ｄ→ｘ}ꎬ如果 Ａ ＝ ｃｌ(Ａ)ꎬ则称 Ｘ

有弱一步闭包ꎮ
命题 ９　 设 Ｘ 是定向空间ꎬ则:(１) 如果 Ｘ 是拟连续空间ꎬ则 Ｘ 有弱一步闭包ꎻ (２) 如果 Ｘ 有一步闭包ꎬ

则 Ｘ 有弱一步闭包ꎮ
证明　 (１) 只须证明任意 Ａ⊆Ｘꎬ ｃｌ(Ａ)⊆Ａꎮ 任意 ｘ∈ｃｌ(Ａ)和 Ｆ∈ｆｉｎ(ｘ)ꎬ因为 Ｆ≪ｘ 且 Ｘ 是拟连续空

间ꎬ则 ｘ∈⇑Ｆ∈ｄ(Ｘ)ꎬ故⇑Ｆ∩Ａ≠⌀ꎮ 任意 Ｆ∈ｆｉｎ(ｘ)ꎬ则{Ｆ∩↓Ａ:Ｆ∈ｆｉｎ(ｘ)}是定向集族ꎬ从而存在定向

集 Ｄ⊆ ∪
Ｆ∈ｆｉｎ(ｘ)

Ｆ∩↓Ａ 使得任意 Ｆ∈ｆｉｎ(ｘ)有 Ｄ∩Ｆ∩↓Ａ≠⌀ꎮ 任意 ｘ∈Ｕ∈ｄ(Ｘ)ꎬ存在 Ｆ∈ｆｉｎ(ｘ)和 ｄ∈Ｄ∩

Ｆ∩↓Ａ 使得 ｄ∈↑Ｆ⊆Ｕꎬ从而 Ｄ→ｘꎬ Ｘ 有弱一步闭包ꎮ
(２) 显然ꎮ
定理 １　 设 Ｘ 是定向空间ꎬ则 Ｘ 是有弱一步闭包的交连续空间当且仅当 Ｘ 有一步闭包ꎮ
证明　 设 Ｘ 有一步闭包ꎬ由命题 ９知 Ｘ 是有弱一步闭包的交连续空间ꎮ 反之ꎬ设 Ｘ 是有弱一步闭包的

交连续空间ꎬ则 Ａ＝ ｃｌ(Ａ)ꎮ 令 ｘ∈Ａ ＝ ｃｌ(Ａ)ꎬ则存在定向集向集 Ｄ⊆↓Ａ 使得 Ｄ→ｘꎮ 由交连续性知 ｘ∈

ｃｌ(↓ｘ∩↓Ｄ)＝ ↓ｘ∩↓Ｄꎬ则存在定向集Ｄ′⊆↓ｘ∩↓Ｄ 使得Ｄ′→ｘꎮ 因为Ｄ′⊆↓ｘ∩↓Ｄ⊆↓ｘ∩↓Ａꎬ ｘ∈􀭵Ａꎬ
所以 Ｘ 有一步闭包ꎮ

３　 定向扩展概率幂空间的连续性

设 Ｘ 是定向空间ꎬＢ⊆Ｘꎬ如果任意 ｘ∈Ｘꎬ Ｂ∩⇓ｘ 是定向集且 Ｂ∩⇓ｘ→ｘꎬ则称 Ｂ 为 Ｘ 的基ꎮ 显然ꎬ定向

空间 Ｘ 有基当且仅当 Ｘ 是连续空间[１６]ꎮ
３.１　 定向扩展概率幂空间的基

本章首先研究连续空间的基与其定向扩展概率幂空间的关系ꎮ

命题 １０　 设 Ｘ 是定向空间ꎬξ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒｂｉηｂｉ

∈ＳＶ(Ｘ)ꎬ如果任意的 ｉ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ ａｉ≪ｂｉꎬ ｒａｉ<ｒｂｉꎬ令 ζ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒａｉηａｉꎬ

则 ζ≪ ξꎮ

证明　 设 Ｄ ＝{ξｉ} ｉ∈Ｉ⊆ＳＶ(Ｘ)是定向集ꎬ ξ ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒｂｉηｂｉ

∈ＳＶ(Ｘ)且 Ｄ ⇒Ｐξꎬ对于任意 ｂｉꎬ都存在定向集

Ｄｉ⊆Ｘ使得在 Ｘ 中 Ｄｉ→ｂｉꎬ任意的 ｉꎬ因为 ａｉ≪ｂｉ 且 Ｄｉ→ｂｉꎬ所以存在ｄｉ∈Ｄｉ使得 ａｉ≤ｄｉꎮ 因为 ｒａｉ<ｒｂｉꎬ所以存

在 ξ′∈Ｄꎬ使得∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒａｉ ηｄｉ≤ξ′ꎬ 显然 ηａｉ≤ηｄｉꎬ ζ＝∑

ｎ

ｉ ＝１
ｒａｉηａｉ≤∑

ｎ

ｉ ＝１
ｒａｉηｄｉ≤ξ′ꎬ则由定义 ３知 ζ≪ ξꎮ

如果 Ｘ 是连续空间ꎬ则 Ｘ 有基且 ＳＶ(Ｘ)是连续空间ꎬ进而 ＳＶ(Ｘ)也有基ꎮ 下面研究 Ｘ 的基与 ＳＶ(Ｘ)
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的基的关系ꎮ

定理 ２　 设 Ｘ 是连续空间ꎬＢ⊆Ｘ 为 Ｘ 的基ꎬ则 Ｂ＝{∑
ｉ∈Ｉ

ｒｂｉηｂｉ
:ｂｉ∈Ｂꎬ ｒｂｉ∈ＱꎬＩ 有限}是 ＳＶ(Ｘ)的基ꎮ

证明　 设 ξ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒｂｉηｂｉ

∈ＳＶ(Ｘ)ꎬ Ｄ ξ ＝{∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒａｉηａｉ

:ａｉ∈Ｂ∩⇓ｂｉꎬ ｒａｉ∈Ｑꎬ ｒａｉ<ｒｂｉ}ꎬ 显然 Ｄ ξ⊆Ｂꎮ ｒａｉ<ｒｂｉꎬ

ａｉ≪ｂｉꎬ由命题 １０知 Ｄ ξ⊆Ｂ∩⇓ξꎮ 任意 ｂｉꎬ令 Ｄｉ ＝Ｂ∩⇓ｂｉꎬ因为 Ｂ 为 Ｘ 的基ꎬ则 Ｄｉ 是定向集且 Ｄｉ→ｂｉꎮ

∀(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈∏
ｎ

ｉ ＝１
Ｄｉꎬ对每一个 ｉꎬ存在 ｃｉ∈Ｂ 使得 ｄｉ≪ｃｉ≪ｂｉꎬ ∀ｒ′ｂｉ <ｒｂｉꎬ存在有理数 ｒａｉ使得 ｒ′ｂｉ <ｒａｉ<ｒｂｉꎬ

则∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒ′ｂｉηｄｉ≪∑

ｎ

ｉ ＝１
ｒａｉηｃｉ

∈Ｄ ξꎬ因此 Ｄ ξ⇒Ｐξꎮ 下面证明 Ｄ ξ的定向性ꎬ设∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒａｉηａｉꎬ∑

ｍ

ｉ ＝１
ｒｃｉηｃｉ

∈Ｄ ξꎬ设 ｍ<ｎꎬ设

ｍ<ｉ≤ｎ 时ꎬ取 ｃｉ ＝ａｉꎬ则任意 ｉꎬ因为 ａｉꎬｃｉ∈Ｄｉꎬ所以存在 ｄｉ∈Ｄｉ使得 ａｉꎬｃｉ≤ｄｉꎮ 令 ｒｄｉ ＝ ｒａｉꎬ ｍ< ｉ≤ｎꎬ ｒｄｉ ＝

ｍａｘ{ｒａｉꎬｒｃｉ}ꎬ ｉ≤ｍꎬ显然有∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒａｉηａｉꎬ∑

ｎ

ｉ ＝１
ｒｃｉηｃｉ≤∑

ｎ

ｉ ＝１
ｒｄｉηｄｉꎬ故 Ｄ ξ是定向集ꎬ因此 Ｂ ＝{∑

ｉ∈Ｉ
ｒｂｉηｂｉ

:ｂｉ∈Ｂꎬ ｒｂｉ∈

ＱꎬＩ 有限}是 ＳＶ(Ｘ)的基ꎮ

推论 １　 设 Ｘ 是连续空间ꎬＢ⊆Ｘ 为 Ｘ 的可数基ꎬ则 Ｂ＝{∑
ｉ∈Ｉ

ｒｂｉηｂｉ
:ｂｉ∈Ｂꎬ ｒｂｉ∈ＱꎬＩ 有限}是 ＳＶ(Ｘ)的可

数基且{⇑∑
ｉ∈Ｉ

ｒｂｉηｂｉ
:ｂｉ∈Ａꎬ ｒｂｉ∈Ｑ}是 ＳＶ(Ｘ)的可数拓扑基ꎮ

３.２　 定向扩展概率幂空间的连续性

本章讨论当定向空间 Ｘ 的定向扩展概率幂空间 ＳＶ(Ｘ)是连续空间时 Ｘ 的连续性ꎬ设 ξ ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒｂｉηｂｉꎬ定义

ｓｐｏｒｔ(ξ)＝ {ａ∈Ｘ:∀Ｕ∈ｄ(Ｘ)ꎬ ａ∈Ｕ⇒ ξ(Ｕ)>０}ꎬ Ｓ(ηｘ)＝ ∪{ｓｐｏｒｔ(ξ):ξ≪ηｘ}ꎮ
命题 １１　 设 Ｘ 是定向空间ꎬＳＶ(Ｘ)是连续空间ꎬ则对任意 ｘ∈Ｘꎬ Ｓ(ηｘ)⊆⇓ｘꎮ

证明　 设 ａ∈Ｓ(ηｘ)ꎬ则存在 ξ ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒｂｉηｂｉ

∈ＳＶ(Ｘ)使得 ξ≪ηｘ 且 ａ∈ｓｐｏｒｔ( ξ)ꎮ 设任意定向集 Ｄ⊆Ｘꎬ

Ｄ→ｘꎬ令 Ｄ ＝{ηｄ:ｄ∈Ｄ}ꎮ 显然 Ｄ 是定向集ꎬ且 Ｄ⇒Ｐηｘꎮ 由于 ξ≪ηｘꎬ因此存在 ｄ∈Ｄ 使得 ξ≤ηｄꎮ 由 ａ∈
ｓｐｏｒｔ(ξ)知∀Ｕ∈ｄ(Ｘ)ꎬ ａ∈Ｕ 蕴含 ξ(Ｕ)>０ꎬ因此 ηｄ(Ｕ)>０ꎬ即 ｄ∈Ｕꎬ即 ａ 的开邻域都是 ｄ 的开邻域ꎬ从而

ａ≤ｄꎬ故 ａ≪ｘꎮ
命题 １２ 　 设 Ｘ 是定向空间ꎬＳＶ(Ｘ)是连续空间ꎬ ξ∈ＳＶ(Ｘ)ꎬ Ｕ∈ｄ (Ｘ)ꎬ如果 ξ(Ｕ) > ０ꎬ则 Ｕ∩

ｓｐｏｒｔ(ξ)≠⌀ꎮ
证明　 假设 Ｕ∩ｓｐｏｒｔ(ξ)＝ ⌀ꎬ则∀ａ∈Ｕꎬ ∃Ｕａ∈ｄ(Ｘ)使得 ａ∈Ｕａ且 ξ(Ｕａ)≯０ꎮ 令 Ｖａ ＝Ｕ∩Ｕａꎬ定义

Ｆ ＝{Ｆ:Ｆ∈Ｐｗ(Ｕ)}ꎬ ＵＦ ＝ ∪
ａ∈Ｆ

Ｖａꎮ {ＵＦ:Ｆ∈Ｆ }在包含序下是定向集ꎬＵ＝ ∪
Ｆ∈Ｆ

ＵＦ 且 ξ(ＵＦ)＝ ０ꎮ 由 ξ 的连续

性知 ξ(Ｕ)＝ ｓｕｐ{ξ(ＵＦ):Ｆ∈Ｆ } ＝ ０ꎬ矛盾ꎬ故 Ｕ∩ｓｐｏｒｔ(ξ)≠⌀ꎮ
命题 １３　 设 Ｘ 是定向空间ꎬＳＶ(Ｘ)是连续空间ꎬ则 ｃｌ(⇓ｘ)＝ ↓ｘ 且 Ｘ 是交连续空间ꎮ
证明　 由命题 １２知ꎬ要证 ｃｌ(⇓ｘ) ＝ ↓ｘꎬ只须证明 ｃｌ(Ｓ(ηｘ)) ＝ ↓ｘꎬ即证明 ｘ∈ｃｌ(Ｓ(ηｘ))ꎮ 设 ｘ∉

ｃｌ(Ｓ(ηｘ))ꎬ令 Ｕ＝Ｘ ＼ｃｌ(Ｓ(ηｘ))ꎬ则 ｘ∈Ｕꎮ 因为 ＳＶ(Ｘ)是连续空间且 ηｘ∈ＳＶ(Ｘ)ꎬ所以⇓ηｘ 是定向集且

⇓ηｘ→ηｘꎮ 因为 ηｘ(Ｕ)＝ １ꎬ则一定存在 ξ∈⇓ηｘ 使得 ξ(Ｕ) >０ꎬ所以 Ｕ∩ｓｐｏｒｔ(ξ)≠⌀ꎬ Ｕ∩Ｓ(ηｘ)≠⌀ꎬ与
Ｕ＝Ｘ ＼ｃｌ(Ｓ(ηｘ))矛盾ꎮ

下证 Ｘ 是交连续空间ꎮ 设 Ｄ⊆Ｘ 是定向集且 Ｄ→ｘꎬ令 Ｄ ＝ {ηｄ:ｄ∈Ｄ}ꎬ显然 Ｄ 是定向集ꎬ且 Ｄ ⇒Ｐηｘꎮ
任意 ξ≪ηｘꎬ存在 ｄ∈Ｄ 使 ξ≤ηｄꎮ 如果开集 Ｕ⊆Ｘꎬ ξ(Ｕ)>０ꎬ则 ηｄ(Ｕ)>０且 ｄ∈Ｕꎬ ｓｐｏｒｔ(ξ)⊆Ｓ(ηｄ)⊆↓ｄꎮ
由 ξ 的任意性知 Ｓ(ηｘ)⊆↓Ｄꎬ由命题 １２ 知 Ｓ(ηｘ)⊆↓ｘ∩↓Ｄꎮ 设 ｘ∈Ｕ∈Ｏ(Ｘ)ꎬ因为 ηｘ(Ｕ) ＝ １ꎬ存在

ξ≪ηｘ使得 ξ(Ｕ)>０ꎬ所以 Ｕ∩ｓｐｏｒｔ(ξ)≠⌀ꎬ即↓ｘ∩↓Ｄ∩Ｕ≠⌀ꎬ从而 ｘ∈ｃｌ(↓ｘ∩↓Ｄ)ꎬＸ 是交连续空间ꎮ
推论 ２　 设 Ｘ 是拟连续空间ꎬ则 Ｘ 是连续空间当且仅当 ＳＶ(Ｘ)是连续空间ꎮ
推论 ２条件中的拟连续性是否可以去掉? 即当 ＳＶ(Ｘ)是连续空间ꎬＸ 是否是连续空间? 下面证明拟连

续空间的定向扩展概率幂空间是拟连续的ꎬ并给出上述问题的肯定回答ꎮ 文献[９]证明了定向空间 Ｘ 是拟

连续的当且仅当 ｄ(Ｘ)是超连续分配格ꎮ
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命题 １４[１７] 　 设 ＰꎬＱ 是完备格ꎬｇ:Ｐ→Ｑ 和 ｆ:Ｑ→Ｐ 是保任意上确界的映射ꎬ且 ｇ 􀳱 ｆ ＝ ｉｄＱꎬ如果 Ｐ 是超连

续分配格ꎬ则 Ｑ 也是超连续分配格ꎮ
命题 １５　 设 Ｘ 是定向空间ꎬ(１) 定义映射 η:Ｘ→ＳＶ(Ｘ)为任意 ｘ∈Ｘꎬ η(ｘ)＝ ηｘꎬ则 ηｘ 是连续函数ꎻ

(２) 定义映射 ｆ:ｄ(Ｘ)→Ｏ⇒Ｐ
ＳＶ(Ｘ)为 ｆ(Ｕ)＝ {ξ:ξ(Ｕ)>０}ꎬ则 ｆ 是保任意上确界的ꎻ (３) 定义 ｇ:ＳＶ(Ｘ)→

ｄ(Ｘ)为 ｇ(Ｕ)＝ {ｘ∈Ｘ:ηｘ∈Ｕ}ꎬ则 ｇ 􀳱 ｆ＝ ｉｄｄ(Ｘ)ꎮ
证明　 (１) 只须证明 η 保定向集的收敛ꎮ 设 Ｄ⊆Ｘ 是定向集且 Ｄ→ｘꎬ任意的 ｒ<１ꎬ ｄ∈Ｄꎬ ｒηｄ≤ηｄꎬ则

易知 η(Ｄ)＝ {ηｄ:ｄ∈Ｄ}⇒Ｐηｘꎮ
(２) 首先证明 ｆ 是良定义的ꎮ 任意 Ｕ∈ｄ(Ｘ)ꎬ显然 ｆ(Ｕ)＝ {ξ:ξ(Ｕ)>０}是上集ꎮ 任意定向集 Ｄ⇒Ｐ ξ∈

ｆ(Ｕ)ꎬ设 ξ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒｂｉηｂｉꎬ则任意 ｂｉ 存在定向集 Ｄｉ⊆Ｘ 使得在 Ｘ 中 Ｄｉ→ｂｉꎮ 因为 ξ(Ｕ)＝∑

ｎ

ｉ ＝１
ｒｂｉηｂｉ(Ｕ)>０ꎬ所以存

在 ｂｉ 使得 ηｂｉ(Ｕ)>０ꎬ即ｂｉ∈Ｕꎮ 因为 Ｕ∈ｄ(Ｘ)ꎬ所以存在ｄｉ∈Ｄｉ使得ｄｉ∈Ｕꎮ 任意 ｊ＝ １ꎬ􀆺ꎬｉ－１ꎬｉ＋１ꎬ􀆺ꎬｎꎬ任

取ｄｊ∈Ｄｊꎬ ∀ｒ′ｂｉ <ｒｂｉꎬ则存在 ξ′∈Ｄ 使得∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒ′ｂｉ ηｄｉ≤ξ′ꎬ ξ′(Ｕ)≥∑

ｎ

ｉ ＝１
ｒ′ｂｉ ηｄｉ(Ｕ)>０ꎬ ξ′∈Ｄ∩ｆ(Ｕ)ꎬ因此 ｆ 是良

定义的ꎮ
其次ꎬ显然 ｆ 是保序的且 ｆ(⌀) ＝ ⌀ꎮ 设{Ｕｉ: ｉ∈ Ｉ}⊆ｄ(Ｘ)在包含序下是定向的ꎬ下证 ｆ(∪

ｉ∈Ｉ
Ｕｉ)⊆

∪
ｉ∈Ｉ

ｆ(Ｕｉ)ꎮ 任意 ξ∈ｆ(∪
ｉ∈Ｉ

Ｕｉ)ꎬ ξ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒｂｉηｂｉꎬ有

ξ(∪
ｉ∈Ｉ

Ｕｉ)＝∑
ｎ

ｊ ＝１
ｒｂｊηｂｉ(∪ｉ∈Ｉ

Ｕｉ)＝∑
ｎ

ｊ ＝１
ｒｂｊꎬ ｂｊ∈(∪

ｉ∈Ｉ
Ｕｉ)⇒∃ｊꎬｉ 使得ｂｊ∈Ｕｉꎮ

ξ(Ｕｉ)>０ꎬ则 ξ∈∪
ｉ∈Ｉ

ｆ(Ｕｉ)ꎮ 任意 ＵꎬＶ∈ｄ(Ｘ)ꎬ下证 ｆ(Ｕ∪Ｖ) ＝ ｆ(Ｕ)∪ ｆ(Ｖ)ꎮ 因为 ｆ 是保序ꎬ则 ｆ(Ｕ)∪

ｆ(Ｖ)⊆ｆ(Ｕ∪Ｖ)ꎮ 任意 ξ＝∑
ｎ

ｉ ＝１
ｒｂｉηｂｉ

∈ｆ(Ｕ∪Ｖ)ꎬ设 ξ∈ｆ(Ｕ)∪ｆ(Ｖ)ꎬ则 ξ(Ｕ)＝ ξ(Ｖ)＝ ０ꎬ则 ξ(Ｕ∩Ｖ)＝ ０ꎬ故

μ(Ｖ∪Ｕ)＝ μ(Ｖ)＋μ(Ｕ)－μ(Ｖ∩Ｕ)＝ ０ꎬ矛盾ꎬ因此 ｆ(Ｕ∪Ｖ)＝ ｆ(Ｕ)∪ｆ(Ｖ)ꎬ综上 ｆ 是保任意上确界的ꎮ
(３) 首先证明 ｇ 是良定义的ꎮ 任意 Ｕ∈Ｏ⇒Ｐ

ＳＶ(Ｘ)ꎬ显然 ｇ(Ｕ)＝ {ｘ∈Ｘ:ηｘ∈Ｕ}是上集ꎮ 任意定向集

Ｄ→ｘ∈ｇ(Ｕ)ꎬ则 η(Ｄ)＝ {ηｄ:ｄ∈Ｄ}⇒Ｐηｘꎬ存在 ｄ∈Ｄ 使得ηｄ∈Ｕꎬ从而 ｄ∈ｇ(Ｕ)ꎬ即 ｇ(Ｕ)∈ｄ(Ｘ)ꎬ因此

ｇ 是良定义的ꎮ
其次ꎬ显然 ｇ 是保序的且 ｇ(⌀) ＝ ⌀ꎮ 设{Ｕｉ: ｉ∈ Ｉ}⊆Ｏ⇒Ｐ

ＳＶ(Ｘ)在包含序下是定向的ꎮ 任意 ｘ∈

ｇ(∪
ｉ∈Ｉ

Ｕｉ)ꎬ则ηｘ∈∪
ｉ∈Ｉ

Ｕｉ⇒ ｉ∈ Ｉꎬ ηｘ∈Ｕｉꎬ ｘ∈ｇ(Ｕｉ)ꎮ 任意 ＵꎬＶ ∈Ｏ⇒Ｐ
ＳＶ(Ｘ)ꎬ显然 ｇ(Ｕ)∪ｇ(Ｖ )⊆

ｇ(Ｕ∪Ｖ )ꎮ 任意 ｘ∈ｇ(Ｕ∪Ｖ )ꎬ ηｘ∈Ｕ∪Ｖ ꎬ设 ｘ∉ｇ(Ｕ)∪ｇ(Ｖ )ꎬ则ηｘ∉Ｕꎬ ηｘ∉Ｖ ꎬ与ηｘ∈Ｕ∪Ｖ 矛盾ꎮ
综上 ｇ 是保任意上确界的ꎮ

任意 Ｕ∈ｄ(Ｘ)ꎬ ａ∈ｇ 􀳱 ｆ(Ｕ)⇔ηａ∈ｆ(Ｕ)⇔ηａ(Ｕ)≠０⇔ａ∈Ｕꎬ故 ｇ 􀳱 ｆ＝ ｉｄｄ(Ｘ)ꎮ
命题 １６　 设 Ｘ 是定向空间ꎬ如果 ＳＶ(Ｘ)是拟连续空间ꎬ则 Ｘ 是拟连续空间ꎮ
证明　 因为 ＳＶ(Ｘ)是拟连续空间ꎬ所以 Ｏ⇒Ｐ

ＳＶ(Ｘ)是超连续分配格ꎮ 由命题 １４知 ｄ(Ｘ)是超连续分配

格ꎬ因此 Ｘ 是拟连续空间ꎮ
定理 ３　 设 Ｘ 是定向空间ꎬ则 Ｘ 是连续空间当且仅当 ＳＶ(Ｘ)是连续空间ꎮ
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