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基于多火源燃烧连通度的网络抗毁性分析

白月蓉ꎬ魏宗田ꎬ王德莉
(西安建筑科技大学理学院ꎬ 陕西 西安 ７１００５５)

摘要:给出几类笛卡尔积图的多火源燃烧连通度ꎬ分析多火源燃烧连通度与图结构的关系ꎬ提出多火源燃烧连通度的反问题:
给定正数 ｍꎬ确定火源ꎬ使得最多在 ｍ 步内将图燃烧为不连通或空集ꎬ且所含顶点数尽可能地少(最小火源)ꎮ 最后ꎬ给出一个

求图的最小火源的算法ꎮ
关键词:图ꎻ抗毁性ꎻ多火源燃烧连通度ꎻ笛卡尔积图ꎻ算法
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０　 引言

抗毁性衡量的是从结构上破坏一个网络的难度ꎬ连通度是最早的抗毁性参数ꎬ它刻画破坏通讯网络的难

易程度[１]ꎮ 图燃烧是 Ｂｏｎａｔｏ 等[２]为模拟社会网络的传播而引入的ꎬ文献[３]提出多火源燃烧连通度的

概念ꎮ
定义 １[３] 　 设 Ｇ＝(ＶꎬＥ)是一个连通图ꎬ第 １步ꎬ选择 Ｖ(Ｇ)的一个非空真子集 Ｂ 作为燃烧的火源ꎬ以后

不再增加火源ꎮ 若第 ｉ 步被燃烧的顶点集为 Ｂ ｉꎬ则在第 ｉ＋１步ꎬＢ ｉ 中每个点的未燃烧的邻点都将被燃烧ꎮ 设

经过 ｍ 步燃烧后的剩余子图为 Ｇｍꎬ则称使得 Ｇｍ 不连通或为空集的最小的 ｍ 为 Ｇ 的多火源燃烧连通度ꎬ记
为 ｂｌ

ｃ(Ｇ)ꎬ其中 ｌ＝ ｜Ｂ ｜为整数ꎬ且 １≤ｌ≤κ(Ｇ)ꎮ 与 ｂｌ
ｃ(Ｇ)对应的火源称为最佳火源(可能不唯一)ꎬ记为 Ｂ∗ꎮ

多火源燃烧连通度将连通度与图燃烧相结合ꎬ多火源燃烧连通度是一个度量网络抗毁性的新参数ꎬ它的

基本问题是确定火源ꎬ使得图燃烧到不连通或为空集所需的步数最少ꎮ 若给定燃烧步数的上限ꎬ则找出使得

图燃烧到不连通或为空集的最小火源ꎬ即多火源燃烧连通度的反问题ꎮ
本文研究几类笛卡尔积图的多火源燃烧连通度、参数与图结构的关系和图的最小火源算法等问题ꎬ分析
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多火源燃烧连通度意义下的网络抗毁性ꎮ 所涉及的图均为简单连通无向图ꎬ未定义的概念和术语参见文

献[４￣５]ꎮ

１　 几类笛卡尔积图的多火源燃烧连通度

本章讨论路与路、路与圈、圈与圈以及 ｎ 个完全图 Ｋ２ 的笛卡尔积的多火源燃烧连通度的计算问题ꎬ并给

出参数计算公式ꎮ
定义 ２[６] 　 设 Ｇ 和 Ｈ 是 ２个不交的图ꎬ则 Ｇ 和 Ｈ 的笛卡尔积 Ｇ×Ｈ 定义为 Ｖ(Ｇ×Ｈ)＝ Ｖ(Ｇ)×Ｖ(Ｈ)ꎬ并

且对 ｖ１ꎬｕ１∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｖ２ꎬｕ２∈Ｖ(Ｈ)ꎬ ((ｖ１ꎬｖ２)ꎬ(ｕ１ꎬｕ２))∈Ｅ(Ｇ×Ｈ)⇔或者 ｖ１ ＝ ｕ１ 且(ｖ２ꎬｕ２)∈Ｅ(Ｈ)或者

ｖ２ ＝ｕ２且(ｖ１ꎬｕ１)∈Ｅ(Ｇ)ꎮ
引理 １[３] 　 对任意的连通图 Ｇꎬ当 ｌ１>ｌ２ 时ꎬ都有 ｂｌ１

ｃ (Ｇ)≤ｂｌ２
ｃ (Ｇ)ꎮ

引理 ２[３] 　 设 Ｇ 是一个连通图ꎬ则有 ｂｌ
ｃ(Ｇ)≥１ꎮ

定理 １[３] 　 设 Ｃｎ 是 ｎ(≥３)阶圈ꎬ则

ｂｌ
ｃ(Ｃｎ)＝

「ｎ＋１２ ⌉ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ

２ꎬ ｌ＝ ２ꎬ且 ｎ＝ ３ꎬ
１ꎬ ｌ＝ ２ꎬ且 ｎ≥４ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

定理 ２　 设 Ｇ＝Ｐｓ×Ｐｎ(ｓ、ｎ≥２)是路和路的笛卡尔积ꎬ则

ｂｌ
ｃ(Ｇ)＝

３ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ且 ｓ＝ｎ＝ ２ꎬ
２ꎬ ｌ＝ １ꎬ且 ｓ、ｎ 不同时为 ２ꎬ
１ꎬ ｌ＝ ２ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

证明　 设顶点集为 Ｖ(Ｇ)＝ {( ｉꎬｊ) ｜ １≤ｉ≤ｓꎬ １≤ｊ≤ｎ}ꎬ当 ｌ＝ １ꎬ ｓ＝ｎ＝ ２时ꎬＰ２×Ｐ２ 即 Ｃ４ꎬ由定理 １ꎬ可得

ｂ１ｃ(Ｇ)＝ ３ꎮ 当 ｓ、ｎ 不同时为 ２ 时ꎬ任选 １ 点为火源ꎬ都有 Ｇ１ 是连通的ꎬ所以 ｂ１ｃ (Ｇ)≥２ꎮ 选择(２ꎬ２)、
(２ꎬｎ－１)、(ｓ－１ꎬ２)或(ｓ－１ꎬｎ－１)中 １点作为火源ꎬ如图 １(ａ)(红点表示 １ 个最佳火源)ꎬ有 Ｇ２ 不连通ꎬ所以

ｂ１ｃ(Ｇ)≤２ꎬ因此ꎬｂ１ｃ(Ｇ)＝ ２ꎮ
当 ｌ＝ ２时ꎬ如图 １(ｂ)ꎬ任选 １个 ２度点ꎬ将它所有的邻点作为火源ꎬ则 Ｇ１ 不连通ꎬ所以 ｂ２ｃ(Ｇ)≤１ꎬ又由

引理 ２ꎬｂ２ｃ(Ｇ)≥１ꎬ因此 ｂ２ｃ(Ｇ)＝ １ꎮ

图 １　 路与路的笛卡尔积
Ｆｉｇ.１　 Ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｐｒｏｄｕｃｔ Ｐｓ×Ｐｎ

　 　 定理 ３　 设 Ｇ＝Ｐｓ×Ｃｎ(ｓ、ｎ≥３)是路和圈的笛卡尔积ꎬ则

ｂｌ
ｃ(Ｇ)＝

「ｎ＋１２ ⌉ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ

２ꎬ ｌ＝ ２ꎬ
１ꎬ ｌ＝ ３ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

证明　 设顶点集 Ｖ(Ｇ)＝ {( ｉꎬｊ) ｜ １≤ｉ≤ｓꎬ １≤ｊ≤ｎ}ꎬ当 ｌ ＝ １ 时ꎬ任选 １ 点为火源ꎬ由定义 １ 中燃烧规则

可知ꎬｍ≤「ｎ＋１２ ⌉－１时ꎬ剩余子图 Ｇｍ 依然连通ꎮ 选择满足 ２≤ｉ≤ｓ－１ꎬ １≤ｊ≤ｎ 的点( ｉꎬｊ)作为火源ꎬ如图 ２
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(ａ)ꎬ当 ｍ＝「ｎ＋１２ ⌉时ꎬＧｍ 不连通ꎬ因此 ｂ１ｃ(Ｇ)＝ 「ｎ＋１２ ⌉ꎮ
当 ｌ＝ ２时ꎬ任选 ２ 点为火源ꎬ都有 ｍ ＝ １ 时ꎬＧ１ 是连通的ꎬ所以 ｂ２ｃ(Ｇ)≥２ꎮ ｓ ＝ ｎ ＝ ３ 时ꎬ选择点(２ꎬｊ)、

(２ꎬｊ＋１)作为火源ꎮ ｓ、ｎ 不同时为 ３时ꎬ如图 ２(ｂ)ꎬ选择点( ｉꎬｊ)、( ｉ＋２ꎬｊ＋２)作为火源ꎬ以上都有 ｍ ＝ ２ 时ꎬＧ２
不连通ꎬ所以 ｂ２ｃ(Ｇ)≤２ꎬ因此 ｂ２ｃ(Ｇ)＝ ２ꎮ

图 ２　 路与圈的笛卡尔积
Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｐｒｏｄｕｃｔ Ｐｓ×Ｃｎ

　 　 当 ｌ ＝ ３ 时ꎬ任选 １ 个 ３ 度点ꎬ将它所有的邻点作为火源ꎬＧ１ 不连通ꎬ所以 ｂ３ｃ(Ｇ)≤１ꎬ又由引理 ２ꎬ
ｂ３ｃ(Ｇ)≥１ꎬ因此 ｂ３ｃ(Ｇ)＝ １ꎮ

定理 ４　 设 Ｇ＝Ｃｓ×Ｃｎ(ｓꎬｎ≥３)是圈和圈的笛卡尔积ꎬ则

ｂｌ
ｃ(Ｇ)＝

「ｓ＋１２ ⌉＋「 ｎ２ ⌉ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ

３ꎬ ｌ＝ ２ꎬ且 ｓ＝ｎ＝ ３ꎬ
２ꎬ ｌ＝ ３或 ｌ＝ ２ꎬ且 ｓ、ｎ 不同时为 ３ꎬ
１ꎬ ｌ＝ ４ꎮ

ì

î
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证明　 设顶点集 Ｖ(Ｇ)＝ {(ｉꎬｊ) ｜１≤ｉ≤ｓꎬ １≤ｊ≤ｎ}ꎬ当 ｌ＝１时ꎬ由结构对称性ꎬ任意 １点均为火源ꎮ 易知ꎬ

当 ｍ≤「ｓ＋１２ ⌉＋⌊ ｎ２ 」－１时ꎬ剩余子图 Ｇｍ 是连通的ꎬ当 ｍ＝「ｓ＋１２ ⌉＋⌊ ｎ２ 」时ꎬＧｍ ＝⌀ꎬ因此 ｂ１ｃ(Ｇ)＝ 「ｓ＋１２ ⌉＋⌊ ｎ２ 」ꎮ
当 ｌ＝ ２ꎬ ｓ＝ｎ＝ ３时ꎬ以任意 ２点为火源ꎬＧ２ 是 １个孤立点ꎬＧ３ 为⌀ꎬ因此 ｂ２ｃ(Ｇ)＝ ３ꎮ 当 ｓ、ｎ 不同时为 ３

时ꎬ以任意 ２点为火源ꎬＧ１ 是连通的ꎬ所以 ｂ２ｃ(Ｇ)≥２ꎮ 选择点( ｉꎬｊ)、( ｉ＋２ꎬｊ＋２)作为火源ꎬＧ２ 不连通ꎬ所以

ｂ２ｃ(Ｇ)≤２ꎬ因此 ｂ２ｃ(Ｇ)＝ ２ꎮ
当 ｌ＝ ３时ꎬ任选 ３ 点为火源ꎬ都有 ｍ ＝ １ 时ꎬＧ１ 是连通的ꎬ所以 ｂ３ｃ(Ｇ)≥２ꎮ ｓ ＝ ｎ ＝ ３ 时ꎬ选择点( ｉꎬ１)、

( ｉꎬ２)、( ｉꎬ３)作为火源ꎮ ｓ、ｎ 不同时为 ３时ꎬ选择点( ｉꎬｊ)、( ｉꎬｊ＋２)、( ｉ＋２ꎬｊ＋２)作为火源ꎬ以上都有当 ｍ ＝ ２
时ꎬＧ２ 不连通ꎬ所以 ｂ３ｃ(Ｇ)≤２ꎬ因此 ｂ３ｃ(Ｇ)＝ ２ꎮ

当 ｌ＝ ４ 时ꎬ任选 １ 个 ４ 度点ꎬ将它所有的邻点作为火源ꎬＧ１ 不连通ꎬ所以 ｂ４ｃ(Ｇ)≤１ꎬ又由引理 ２ꎬ
ｂ４ｃ(Ｇ)≥１ꎬ因此 ｂ４ｃ(Ｇ)＝ １ꎮ

定义 ３[４] 　 ｎ 维超立方体ꎬ记为 Ｑｎꎬ其中 Ｖ(Ｑｎ)＝ {ｘ１ｘ２􀆺ｘｎ:ｘｉ∈{０ꎬ１}ꎬ１≤ｉ≤ｎ}ꎬ并且若 ｘ ＝ ｘ１ｘ２􀆺ｘｎꎬ

ｙ＝ ｙ１ｙ２􀆺ｙｎ∈Ｖ(Ｑｎ)ꎬ则 ｘｙ∈Ｅ(Ｑｎ)⇔∑
ｎ

ｉ ＝１
｜ ｘｉ－ｙｉ ｜ ＝ １ꎮ 一般地ꎬＱｎ ＝Ｋ２×Ｑｎ－１ ＝Ｋ２×Ｋ２×􀆺×Ｋ２üþ ýï ï ï ï

ｎ

ꎮ

定理 ５[４] 　 ｎ 维超立方体 Ｑｎ 是 ｎ 正则等 ２部图ꎮ
定理 ６　 设 Ｇ＝Ｑｎ 是 ｎ 维超立方体ꎬ则
(１) ｂ１ｃ(Ｇ)＝ ｎ＋１ꎬ
(２) ｂｎ

ｃ(Ｇ)＝ １ꎬ
(３) 当 ２≤ｌ≤ｎ－１时ꎬ１≤ｂｌ

ｃ(Ｇ)≤ｎ＋１ꎮ
证明　 (１) 由定理 ５ 以及 Ｑｎ 的结构对称性ꎬ以任意 １ 点为火源ꎬ当 ｍ<ｎ 时ꎬＧｍ 是连通的且阶大于 １ꎮ

当 ｍ＝ｎ 时ꎬＧｍ 为 １个孤立点ꎮ 当 ｍ＝ｎ＋１时ꎬＧｍ ＝⌀ꎬ因此 ｂ１ｃ(Ｇ)＝ ｎ＋１ꎮ
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(２) 显然Ｑｎ 是 ｎ 正则的ꎬ且 κ(Ｑｎ)＝ ｎꎮ 以Ｑｎ 的任意 １个最小点割为火源ꎬＧ１ 不连通ꎬ所以 ｂｎ
ｃ(Ｇ)≤１ꎬ又

由引理 ２ꎬｂｎ
ｃ(Ｇ)≥１ꎬ因此 ｂｎ

ｃ(Ｇ)＝ １ꎮ
(３) 由引理 １可知ꎬ当 ２≤ｌ≤ｎ－１时ꎬ１≤ｂｌ

ｃ(Ｇ)≤ｎ＋１ꎮ

２　 多火源燃烧连通度与图的结构

由上文的结论可以看出ꎬ图的多火源燃烧连通度与图的结构有密切关系ꎬ下面讨论图中删掉一点(边)
或添加一条边后该参数的变化情况ꎮ

定理 ７[３] 　 设 Ｐｎ 是 ｎ(≥３)阶路ꎬ则 ｂｌ
ｃ(Ｇ)＝ １ꎮ

定理 ８　 设 Ｃｎ 是 ｎ(≥４)阶圈ꎬ则有 ｂｌ
ｃ(Ｃｎ －ｖ) <ｂｌ

ｃ(Ｃｎ)ꎬ其中 Ｃｎ －ｖ 表示在 Ｃｎ 中删掉 １ 点后得到的

子图ꎮ
证明　 显然ꎬ从 Ｃｎ 中删掉任 １点都有 Ｃｎ－ｖ＝Ｐｎ－１ꎮ 由定理 １、７可知ꎬ１＝ｂ１ｃ(Ｃｎ－ｖ)<ｂ１ｃ(Ｃｎ)ꎮ
注 １　 因为 κ(Ｃｎ－ｖ)＝ １ꎬ所以只讨论 ｌ＝ １的情形ꎮ
定理 ９[３] 　 设 Ｗ１ꎬｎ是 ｎ＋１(≥４)阶轮图ꎬ则

ｂｌ
ｃ(Ｗ１ꎬｎ)＝

２ꎬ　 ｌ＝ １、２或 ｌ＝ ３ꎬ且 ｎ＝ ３ꎬ
１ꎬ ｌ＝ ３ꎬ且 ｎ≥４ꎮ{

定理 １０　 设 Ｗ１ꎬｎ是 ｎ＋１(≥４)阶轮图ꎬ则有

ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)≥ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎬ

ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)≤ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ
{

其中 Ｗ１ꎬｎ－ｖ 表示在 Ｗ１ꎬｎ中删掉 １点后得到的子图ꎮ
证明　 设 ｕ 为 Ｗ１ꎬｎ的中心点ꎬ根据删掉点的不同ꎬ下面分 ２种情形讨论ꎮ
情形 １　 当 ｖ＝ｕ 时ꎬ有 Ｗ１ꎬｎ－ｖ ＝Ｃｎꎮ 由定理 １、９ 可知ꎬ当 ｌ ＝ １ 时ꎬｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)≥ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ 当 ｌ ＝ ２ 时ꎬ

ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)≤ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ
情形 ２　 当 ｖ≠ｕꎬ ｌ＝ １时ꎬ如图 ３ꎬ任选 １点为火源ꎬＧ１ 是连通的ꎬ所以 ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)≥２ꎮ 选择点 ｕ 作为

火源ꎬＧ２ ＝⌀ꎬ所以 ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)≤２ꎬ因此ꎬｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)＝ ２＝ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ 当 ｌ＝ ２ꎬ ｎ＝ ３时ꎬ易知 ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)＝ ２ ＝
ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ ｎ≥４时ꎬ对于图 Ｗ１ꎬｎ－ｖꎬ任选 １个 ２度点ꎬ将它所有的邻点作为火源ꎬＧ１ 不连通ꎬ所以 ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)≤１ꎬ
又由引理 ２ꎬｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)≥１ꎬ因此ꎬ１＝ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)<ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ 由上述证明可得 ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｖ)≤ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ

图 ３　 Ｗ１ꎬｎ删除点 ｖ 后的子图
Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ ｓｕｂｇｒａｐｈ ｏｆ ｄｅｌｅｔｉｎｇ ｖｅｒｔｅｘ ｖ ｏｆ Ｗ１ꎬｎ

　 　 定理 １１　 设 Ｃｎ 是 ｎ(≥３)阶圈ꎬ则有 ｂｌ
ｃ(Ｃｎ －ｅ) <ｂｌ

ｃ(Ｃｎ)ꎬ其中 Ｃｎ －ｅ 表示删掉 Ｃｎ 中的边 ｅ 后得到的

子图ꎮ
证明　 因为 Ｃｎ－ｅ＝Ｐｎꎬ由定理 １、７可知ꎬｂｌ

ｃ(Ｃｎ－ｅ)<ｂｌ
ｃ(Ｃｎ)ꎮ

定理 １２　 设 Ｗ１ꎬｎ是 ｎ＋１(≥４)阶轮图ꎬ则有

ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｕｖ)≥ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎬ

ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｕｖ)<ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ
{

其中 Ｗ１ꎬｎ－ｕｖ 表示删掉 Ｗ１ꎬｎ中的点 ｕ、ｖ 之间的边后得到的子图ꎮ
证明　 根据删掉边的不同ꎬ下面分 ２种情形讨论ꎮ
情形 １　 删掉如图 ４(ａ)中的边ꎮ 当 ｌ＝ １ꎬ ｎ＝ ３ 时ꎬ由定理 ９ꎬ显然有 ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｕｖ)＝ ２ ＝ ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ ｎ≥４
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时ꎬ任选 １点为火源ꎬ有 ｍ≤２时ꎬＧｍ 是连通的或为孤立点ꎬ选择点 ｕ 作为火源ꎬ有 Ｇ３ ＝⌀ꎬ所以 ３ ＝ ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ－
ｕｖ)>ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎬ因此ꎬｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｕｖ)≥ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ 当 ｌ ＝ ２ 时ꎬ选择点 ｖ 的邻点作为火源ꎬＧ１ 不连通ꎬ因此 １ ＝
ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｕｖ)<ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ

情形 ２　 删掉如图 ４(ｂ)中的边ꎮ 当 ｌ＝ １时ꎬ显然有 ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｕｖ)＝ ２＝ｂ１ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ 当 ｌ ＝ ２ 时ꎬ选择 １ 个 ２
度点ꎬ将它的所有邻点作为火源ꎬＧ１ 不连通ꎬ因此 １＝ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ－ｕｖ)<ｂ２ｃ(Ｗ１ꎬｎ)ꎮ

图 ４　 Ｗ１ꎬｎ的删边 ｕｖ 子图
Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｓｕｂｇｒａｐｈ ｏｆ ｄｅｌｅｔｉｎｇ ｅｄｇｅ ｕｖ ｏｆ Ｗ１ꎬｎ

　 　 定理 １３　 设 Ｐｎ 是 ｎ(≥３)阶路ꎬ则有 ｂｌ
ｃ(Ｐｎ＋ｕｖ)≥ｂｌ

ｃ(Ｐｎ)ꎬ其中 Ｐｎ＋ｕｖ 表示在 Ｐｎ 的任意不相邻的点 ｕ、
ｖ 之间添加 １条边得到的图ꎮ

证明　 根据 ｕ、ｖ 度的大小ꎬ下面分 ２种情形讨论ꎮ
情形 １　 若 ｄ(ｕ)＝ ｄ(ｖ)＝ １ꎬ显然有 Ｐｎ＋ｕｖ＝Ｃｎꎬ由定理 １、７可得 ｂｌ

ｃ(Ｐｎ＋ｕｖ)>ｂｌ
ｃ(Ｐｎ)ꎮ

情形 ２　 若 ｍａｘ{ｄ(ｕ)ꎬｄ(ｖ)} ＝ ２ꎬ显然 ｂ１ｃ(Ｐｎ＋ｕｖ)＝ １＝ｂ１ｃ(Ｐｎ)ꎮ
定理 １４　 设 Ｃｎ 是 ｎ(≥４)阶圈ꎬ则有 ｂｌ

ｃ(Ｃｎ＋ｕｖ)≤ｂｌ
ｃ(Ｃｎ)ꎬ其中 Ｃｎ＋ｕｖ 表示在 Ｃｎ 的任意不相邻的点 ｕ、

ｖ 之间添加 １条边得到的图ꎮ
证明　 当 ｌ＝ １时ꎬ如图 ５(ａ)ꎬ显然有 ｂ１ｃ(Ｃｎ＋ｕｖ)≤ｂ１ｃ(Ｃｎ)ꎮ 若 ｄ(ｕꎬｖ)>２ꎬ如图 ５(ｂ)ꎬ选择点 ｕ 或 ｖ 作

为火源ꎬＧ２ 不连通ꎬ因此 ２＝ｂ１ｃ(Ｃｎ＋ｕｖ)<ｂ１ｃ(Ｃｎ)ꎮ

图 ５　 添加边 ｕｖ 后的 Ｃｎ

Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ａｄｄｉｎｇ ｅｄｇｅ ｕｖ ｔｏ Ｃｎ

　 　 当 ｌ＝ ２时ꎬ显然 ｂ２ｃ(Ｃｎ＋ｕｖ)＝ １＝ｂ２ｃ(Ｃｎ)ꎮ
若点 ｕ、ｖ 都不在 Ｇ 的最佳火源中ꎬ由定理 １３的情形 １ꎬ有 ｂｌ

ｃ(Ｐｎ＋ｕｖ)>ｂｌ
ｃ(Ｐｎ)ꎬ而对于图 ６ꎬ有 ｂ１ｃ(Ｇ)＝ ４ꎬ

ｂ１ｃ(Ｇ＋ｕｖ)＝ ３ꎬ即 ｂ１ｃ(Ｇ＋ｕｖ)<ｂ１ｃ(Ｇ)ꎮ 以上两个例子表明ꎬ在 Ｇ 中的不相邻点 ｕ、ｖ(都不在最佳火源中)之间

添加 １条边后ꎬ多火源燃烧连通度的变化没有明显规律ꎬ故定理 １５ 中只讨论 ｕ、ｖ 中至少有 １ 点在最佳火源

中的情形ꎮ

图 ６　 Ｇ 添加边 ｕｖ 后得到的图
Ｆｉｇ.６　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ａｄｄｉｎｇ ｅｄｇｅ ｕｖ ｔｏ Ｇ

　 　 定理 １５　 设 Ｇ 是 ｎ 阶连通图ꎬ则 ｂｌ
ｃ(Ｇ＋ｕｖ)≤ｂｌ

ｃ(Ｇ)ꎬ其中 Ｇ＋ｕｖ 表示在 Ｇ 的不相邻的点 ｕ、ｖ(至少有 １
点在最佳火源中)之间添加 １条边得到的图ꎮ

证明　 设火源顶点数为 ｌ 时 Ｇ 的最佳火源为 Ｂ∗ꎬＧ 中第 ｍ(≥２)步燃烧的点集为 ＢｍꎬＧ＋ｕｖ 中第 ｍ 步

燃烧的点集为 Ｂ′ｍꎮ 若 ｕ、ｖ 至少有 １点在最佳火源 Ｂ∗中ꎬ则对于 Ｇ＋ｕｖꎬ由定义 １ 中燃烧规则可知ꎬ ｜ Ｂ′ｍ ｜ ≥
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｜Ｂｍ ｜ ꎬ因此 ｂｌ
ｃ(Ｇ＋ｕｖ)≤ｂｌ

ｃ(Ｇ)ꎮ
对于一般的图ꎬ文献[３]中给出了多火源燃烧连通度的一个下界ꎬ以下讨论该参数的上界ꎮ
定义 ４[７] 　 设 Ｇ 是连通图ꎬｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ称 ｅＧ(ｖ)＝ ｍａｘ{ｄＧ(ｕꎬｖ):ｖ∈Ｖ(Ｇ)}为 ｖ 的离心率ꎬｒａｄ(Ｇ) ＝

ｍｉｎ{ｅＧ(ｖ):ｖ∈Ｖ(Ｇ)}被称为 Ｇ 的半径ꎮ
定理 １６　 设 Ｇ 是一个半径为 ｒ 的 ｎ 阶连通图ꎬ则有 ｂｌ

ｃ(Ｇ)≤ｒ＋１ꎮ
证明　 以 Ｇ 的中心点为火源ꎬ经过 ｍ＝ ｒ＋１ 步燃烧ꎬ剩余子图 Ｇｍ 为⌀ꎬ即 ｂ１ｃ(Ｇ)≤ｒ＋１ꎬ又由引理 １ꎬ显

然ꎬｂｌ
ｃ(Ｇ)≤ｒ＋１ꎬ定理 １６得证ꎮ
对于 ｎ(≥３)阶圈 Ｃｎꎬ等号成立ꎬ这表明ꎬ定理 １６中上界可以达到ꎮ
定理 １７　 设 Ｇ 是 ｎ 阶 ｋ 正则连通图ꎬ则有 ｂｌ

ｃ(Ｇ)≤ｎ－ｋ＋１ꎮ
证明　 设 ｌ ＝ １ 时ꎬ以 Ｇ 中任意 １ 点为火源ꎬ燃烧序列为 Ｂ１ꎬＢ２ꎬ􀆺ꎬＢｍꎮ 因为 Ｇ 是 ｋ 正则图ꎬ所以有

｜Ｂ１ ｜ ＝ １ꎬ ｜Ｂ２ ｜ ＝ ｋꎬ若剩余子图 Ｇ２ 仍然连通ꎬ则剩余点的个数为 ｎ－ｋ－１ꎬ因此ꎬ至少经过 ｍ ＝ ｎ－ｋ＋１ 步ꎬ有
Ｇｍ ＝⌀ꎬ即 ｂ１ｃ(Ｇ)≤ｎ－ｋ＋１ꎬ又由引理 １ꎬ有 ｂｌ

ｃ(Ｇ)≤ｎ－ｋ＋１ꎬ定理 １７得证ꎮ
对于完全图 Ｋｎꎬ等号成立ꎬ这表明ꎬ定理 １７中上界可以达到ꎮ

３　 多火源燃烧连通度的反问题

这一部分提出多火源燃烧连通度的反问题ꎬ并设计了求图的最小火源算法ꎮ
问题　 对于给定的非完全连通图 Ｇ 和整数 ｍ(≥１)ꎬ找出火源 Ｓꎬ使得图 Ｇ 至多经过 ｍ 步燃烧后剩余子

图 Ｇｍ ＝⌀或不连通ꎬ且 Ｓ 所含顶点数尽可能少ꎬ称满足上述条件的火源为最小火源ꎬ记为 Ｓ∗(可能不唯一)ꎬ
所含顶点数为 ｌ∗(Ｇꎬｍ)ꎬ即 ｌ∗(Ｇꎬｍ)＝ ｜ Ｓ∗ ｜ ꎮ

对于非完全连通图 Ｇꎬ显然有:(ⅰ) 当 ｍ２≥ｍ１ 时ꎬｌ∗(Ｇꎬｍ２)≤ｌ∗(Ｇꎬｍ１)ꎻ (ⅱ) 当 ｍ＝ １时ꎬＧ 的最小

点割即为 Ｓ∗ꎬ且 ｌ∗(Ｇꎬ１)＝ κ(Ｇ)＝ ｜ Ｓ∗ ｜ ꎬ故以下算法针对 ｍ≥２ 的情形ꎮ 由(ⅰ)可知ꎬ求最小火源只需考

虑点数不超过 κ(Ｇ)的 Ｖ(Ｇ)的(非空)子集ꎮ
求图的最小火源算法ꎮ
输入　 连通图 Ｇ＝(ＶꎬＥ)ꎬ正整数 ｍ(≥２)ꎮ
输出　 Ｇ 的最小火源 Ｓ∗ꎬｌ∗ꎮ
(１)　 计算 Ｖ(Ｇ)的所有包含 ｉ 个点的子集的集合ꎬ记为 Ｘｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬκꎮ
(２)　 置 ｉ:＝ １ꎬ ｊ:＝ １ꎬ Ｓ∗:＝⌀
(３) 　 ｗｈｉｌｅ Ｓ∗ ＝⌀
(４) 　 　 ｗｈｉｌｅ Ｘｉ≠⌀ ｄｏ
(５) 　 　 　 选择 Ｘｉ 中的 Ｘ ｉｊ

(６) 　 　 　 ｉｆ ω(Ｇｍ( ｉꎬｊ))≥２或 Ｇｍ( ｉꎬｊ)＝ ⌀ꎬ ｔｈｅｎ
(７) 　 　 　 　 ｌｉｊ ＝ ｉꎬ Ｓ∗ ＝Ｘ ｉｊ

(８) 　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
(９) 　 　 　 ｊ:＝ ｊ＋１
(１０)　 　 ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ
(１１)　 　 ｉ:＝ ｉ＋１
(１２)　 ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ
(１３)　 ｒｅｔｕｒｎ ｌｉｊ ＝ ｌ∗ꎬＳ∗

注 ２　 κ＝κ(Ｇ)ꎮ Ｘ ｉｊ∈Ｘｉꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＣ ｉ
ｎꎮ Ｇｍ( ｉꎬｊ)表示以 Ｘ ｉｊ为火源ꎬ燃烧 ｍ 步后的剩余子图ꎮ

例 １　 求图 ７中图 Ｇ 的最小火源ꎮ
记 Ｖ(Ｇ)的所有包含 ｉ(≤４)个点的集合为 Ｘ１、Ｘ２、Ｘ３、Ｘ４ꎮ 当 ｍ ＝ ２ 时ꎬ选择集合 Ｘ１ꎬＧ２(１ꎬｊ)是连通

的ꎬ其中 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ８ꎮ 选择集合 Ｘ２ꎬＧ２(２ꎬｊ)是 １个孤立点或为空集ꎬ其中ꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２８ꎬ因此 ｌ∗(Ｇꎬ２)＝ ２ꎬ
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任意不相邻的 ２点均为最小火源ꎮ

图 ７　 图 Ｇ
Ｆｉｇ.７　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ Ｇ

　 　 当 ｍ＝ ３时ꎬ选择集合 Ｘ１ꎬＧ３(１ꎬｊ)＝ ⌀ꎬ其中 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ８ꎬ因此ꎬｌ∗(Ｇꎬ３)＝ １ꎬ任意 １点均为最小火源ꎮ

４　 结论

本文考虑了几类笛卡尔积图的多火源燃烧连通度的计算ꎬ通过删掉一点(边)或添加一条边后多火源燃

烧连通度大小的变化ꎬ以及参数上界的估计ꎬ讨论多火源燃烧连通度与图结构的关系ꎮ 一般情形下ꎬ点数和

边数的变化会引起参数的变化ꎬ而且没有确定性的规律ꎮ 在多数情形下ꎬ边数的增加不会使参数值减小ꎮ 多

火源燃烧连通度反映了图结构上的差异ꎬ是一个区分度较好的网络抗毁性参数ꎮ
从网络攻击者的角度考虑ꎬ最佳火源是一个在火源中的点数(代表破坏的成本)给定条件下的“最佳破

坏策略”ꎬ因此ꎬ提出的多火源燃烧连通度的反问题ꎬ具有一定的实际意义:正数 ｍ 可以代表破坏目标ꎬ最小

火源则是此目标下的“最佳破坏策略”ꎮ 破坏目标和最小火源两个参数可以推广到赋权图ꎬ与实际情形更

贴近ꎮ
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