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基于深度与融合类信息的函数型数据重构方法

黄介武ꎬ陈星悦∗ꎬ王淋杰ꎬ饶文康
(贵州民族大学数据科学与信息工程学院ꎬ 贵州 贵阳 ５５００２５)

摘要:针对部分观测函数型数据ꎬ提出一种基于深度与融合类信息的重构方法ꎮ 运用基于深度的重构方法以及从 Ｋ 均值聚类

中获取的样本曲线类间信息ꎬ在不同分类情形下对每条部分观测样本曲线进行重构ꎮ 然后ꎬ利用自加权集成学习算法动态赋

权ꎬ将各类别下的重构曲线融合ꎬ得到最终的重构曲线ꎮ 数值模拟和实例分析表明:当样本中部分观测样本曲线占比较大时ꎬ
所提方法在均方预测误差准则下优于基于深度的重构方法及正则化回归方法ꎻ而在部分观测样本曲线占比较小时ꎬ正则化回

归方法表现更优ꎮ
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０　 引言

函数型数据广泛应用于生物医学、经济学、社会科学等领域ꎬ具有高维(无限维)、高相关性等特征ꎬ通常

以曲线、曲面、图像等形式呈现ꎮ 用于处理和分析函数型数据的统计工具称为函数型数据分析[１]ꎮ 函数型

数据分析通常假设所有函数都在同一定义域上被完全、密集或稀疏地观测到ꎬ然而在实际应用中ꎬ往往存在

因设备故障、参与者不配合或实际操作不当等原因ꎬ导致函数在定义域的某些子域上未被观测到而缺失的情

况ꎬ即存在部分观测函数型数据(ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｄａｔａꎬ ＰＯＦＤ)的情况ꎬ这种缺失在智能交通、医
学和经济学等领域尤为常见ꎮ 数据的缺失增加了统计分析的复杂性和难度ꎬ同时使得一些传统的函数型数

据分析方法不再适用ꎮ 因此ꎬ如何科学有效地处理部分观测函数型数据是亟待解决的问题ꎮ
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　 　 目前ꎬ已有许多学者对部分观测函数型数据的统计分析方法进行了研究ꎮ Ｊａｍｅｓ 等[２]基于混合效应模

型对部分观测函数型数据进行主成分分析ꎮ Ｃｈｉｏｕ 等[３]将条件期望引入函数型主成分分析ꎬ以估计交通流

量数据的缺失部分ꎬ并且基于函数型主成分分析方法对部分观测函数型数据中的异常值进行了检测ꎮ
Ｋｒａｕｓ[４]给出部分观测函数型数据的均值函数和协方差函数的估计方法ꎬ同时基于岭正则化方法提出一种用

于部分观测函数型数据缺失部分重构的线性算子ꎮ Ｋｒａｕｓ 等[５]证明岭重构方法[４]的渐近最优性ꎮ Ｋｎｅｉｐ
等[６]为了避免观测部分和重构部分之间的人为跳跃ꎬ基于局部线性核提出一种新的重构算子ꎬ进而生成光

滑的重构结果ꎬ并证明该重构算子的渐近最优性ꎮ Ｌｉ 等[７]在考虑样本曲线之间相关性的基础上ꎬ结合 Ｋ—Ｌ
展开、子空间投影技术以及函数主成分分析方法ꎬ提出一种“聚类＋插补”一体化的方法ꎬ用于估算交通流量

轨迹中的未观测部分ꎮ 高海燕等[８]通过聚类分析引入样本类信息ꎬ并利用类内样本数据的相关性进行缺失

值插补ꎬ最后通过集成学习策略将样本数据的多个插补结果融合ꎬ提出一种融合类信息的函数型矩阵填充方

法ꎬ用于处理智能交通系统中的交通流量数据缺失问题ꎮ 杨玉杰等[９]基于部分观测函数型数据ꎬ探讨部分

函数线性分位数回归模型的参数估计方法ꎬ并通过实例验证其方法的有效性ꎮ Ｌｉｅｂｌ 等[１０]针对非完全随机

缺失的情况ꎬ利用微积分基本定理ꎬ提出部分观测函数型数据的均值函数和协方差函数的估计方法ꎮ 以上重

构方法大多依赖于合适的协方差估计ꎬ然而当样本数据来自多个总体或完整数据稀缺时ꎬ往往难以保证协方

差估计的精度ꎬ从而限制重构方法的有效性ꎮ 为此ꎬＥｌíａｓ 等[１１]提出一种基于深度的重构方法ꎮ 该方法通过

最大化拟重构曲线的深度ꎬ构建一组能表征拟重构曲线形状和大小的样本曲线子集(包络)ꎬ并将这些曲线

投影到缺失区域以实现重构ꎮ 基于深度的重构方法有效降低协方差估计选取对重构精度的影响ꎬ显著提升

部分观测样本曲线占比较大时的重构精度ꎮ 然而ꎬ该方法也存在没有充分考虑样本曲线间的相关性、包络冗

余引发过拟合风险等不足ꎮ
针对上述问题ꎬ本文以基于深度的重构方法为基础ꎬ通过 Ｋ 均值聚类挖掘样本曲线之间的时空相关性

及潜在变化模式ꎬ再利用样本曲线之间的相关性重构曲线ꎬ并在整体学习框架下集成融合拟重构曲线的多个

重构结果ꎬ构建一种基于深度与融合类信息(ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ ａｎｄ ｆｕｓｉｏｎ ｃｌａｓｓ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎꎬ Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ)的部分

观测函数型数据重构方法ꎬ以进一步提高重构的精度ꎮ

１　 Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 重构方法

１.１　 部分观测函数型数据

设 Ｘ( ｔ)是平方可积的可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ２[ａꎬｂ]上的连续随机函数ꎬＸ ｉ( ｔ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ 是 Ｘ( ｔ)的 ｎ 个

独立样本ꎬ其中 ｔ 表示时间或其他变量ꎮ 不失一般性ꎬ取[ａꎬｂ] ＝ [０ꎬ１]ꎮ 当 Ｘ ｉ( ｔ)在[０ꎬ１]的非空紧子集 Ｏｉ

被观测到ꎬ而在 Ｍｉ ＝[０ꎬ１] ＼Ｏｉ 即 Ｏｉ 的补集没有被观测到时ꎬ分别称 Ｏｉ 与 Ｍｉ 为观测区域和缺失区域ꎬ并分

别称 Ｍｉ≠⌀与 Ｍｉ ＝⌀时对应的样本曲线 Ｘ ｉ( ｔ)为部分观测函数型数据和完整观测函数型数据ꎮ
参照文献[１２]ꎬ在接下来的讨论中ꎬ假设 Ｘ ｉ( ｔ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ 是由 Ｘ( ｔ)的生成机制 Ｐ 随机生成的 ｎ 个

独立样本ꎬＯｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ 是由观测区域 Ｏ 的生成机制 Ｑ 随机生成 ｎ 个独立的样本ꎬ且 Ｐ 和 Ｑ 相互独立ꎬ
即部分观测函数型数据为完全随机缺失ꎬ其中 Ｏｉ 可以由[０ꎬ１]的多个子集构成ꎮ

为了方便叙述ꎬ简记 Ｘ ｉ( ｔ)为 Ｘ ｉꎬ并将样本曲线的全体及部分观测样本曲线的全体分别记为 Ｓ ＝ {Ｘ ｉ ｜ ｉ ＝
１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}和 ＳＭ ＝ {Ｘ ｌ ｜ ｌ∈Ｌ}ꎬ其中 Ｌ ＝ {１≤ ｌ≤ｎ ｜Ｍｌ≠⌀}ꎮ 同时ꎬ将任意样本曲线 Ｘ ｉ 观测到的部分即

{Ｘ ｉ( ｔ)ꎬｔ∈Ｏｉ}与未观测到的部分即{Ｘ ｉ( ｔ)ꎬｔ∈Ｍｉ}分别记为(Ｘ ｉꎬＯｉ)和(Ｘ ｉꎬＭｉ)ꎮ
１.２　 基于深度的重构方法

对任意部分观测样本曲线Ｘ ｌ∈ＳＭ⊂Ｓꎬ Ｅｌíａｓ 等[１１]提出的基于深度的重构方法主要利用部分观测函数型

数据相关深度的知识[１３]及有关部分观测函数型数据的包络与投影等思想[１４]ꎮ 数据深度或统计深度函数是

测量一个数据有多靠近其相应概率分布中心或其所在数据集中心的函数ꎬ即测量一个数据在其相应概率分

布或其所在数据集下中心度的函数ꎮ 一般来说ꎬ数据深度越大ꎬ数据越靠近其相应概率分布中心或其所在数

据集中心ꎬ深度提供了一种数据由中心向外排序的半序方法ꎮ
对来自随机变量 Ｘ 的样本 ｘꎬ记 Ｆ 为实数域 Ｒ 上所有概率分布的集合ꎬＦ∈Ｆ 为 Ｘ 的概率分布ꎬ则其深

度(单变量统计深度函数)定义为 Ｒ×Ｆ →[０ꎬ１]的一个函数 Ｄ(ｘꎬＦ(ｘ))ꎬ其中 Ｄ(ｘꎬＦ(ｘ))在 ｘ 的取值为 Ｆ
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的中位数时达到最大ꎬ而随着 ｘ 远离 Ｆ 的中位数而减小ꎬ例如

Ｄ(ｘꎬＦ(ｘ))＝ ２{Ｆ(ｘ)[１－Ｆ(ｘ)]}ꎮ (１)
常见的数据深度还有半空间深度[１５]、单纯形深度[１６]、马氏深度[１７]等ꎮ

对函数型数据 Ｘ( ｔ)ꎬ即随机函数 Ｘ( ｔ):[０ꎬ１]→Ｒꎬ记 Ｄ(􀅰)为一单变量统计深度函数ꎬｗ( ｔ)为[０ꎬ１]→

[０ꎬ＋∞ )的一权重函数ꎬ满足 ∫１
０
ｗ( ｔ)ｄｔ ＝１ꎬ则积分泛函深度( ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｐｔｈꎬ ＩＦＤ) [１８￣１９]可表示为

ｄＩＦＤ(Ｘ( ｔ)ꎬＰ)＝ ∫１
０
Ｄ(Ｘ( ｔ)ꎬＰ ｔ)ｗ( ｔ)ｄｔꎬ

其中 Ｐ ｔ ＝Ｐ{Ｘ( ｔ)≤ｘ}为 Ｘ( ｔ)的边际概率分布ꎮ
对部分观测函数型数据ꎬ记 Ｑ( ｔ)＝ Ｐ{ ｔ∈Ｏ}为观测区域 Ｏ 涵盖观测点 ｔ 的概率ꎬ不失一般性ꎬ假设对

∀ｔ∈[０ꎬ１]都有 Ｑ( ｔ)>０ꎮ 同时记 ϕ 为定义在[０ꎬ１]上有界且使得 ∫
Ｏ
ϕ(Ｑ( ｔ))ｄｔ > ０ 几乎处处成立的连续

函数ꎬ则 Ｅｌíａｓ 等[１３]基于 ＩＦＤ 提出的部分观测积分泛函深度(ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｐｔｈꎬ
ＰＯＩＦＤ)可表示为

ｄＰＯＩＦＤ((Ｘ( ｔ)ꎬＯ)ꎬＰ×Ｑ)＝ ∫
Ｏ
Ｄ(Ｘ( ｔ)ꎬＰ ｔ)ｗϕ( ｔ ｜Ｏ)ｄｔꎬ

其中 ｗϕ( ｔ ｜Ｏ)＝
ϕ(Ｑ( ｔ))

∫
Ｏ
ϕ(Ｑ( ｔ))ｄｔ

为权重函数ꎮ

对有限部分观测函数型数据ꎬ记 Ｊ( ｔ)＝ {１≤ｊ≤ｎ ｜ ｔ∈Ｏｊ}并假设 Ｊ( ｔ)≠⌀ꎬ ｑ( ｔ)＝ ＃Ｊ( ｔ)为在观测点 ｔ 有
观测值的样本曲线个数ꎬ则任意样本曲线(Ｘ ｉꎬＯｉ)在 Ｏｉ 上的样本部分观测积分泛函深度可表示为

ｄＰＯＩＦＤ((Ｘ ｉ( ｔ)ꎬＯｉ)ꎬＰ×Ｑ)＝
∫
Ｏｉ
Ｄ(Ｘ ｉ( ｔ)ꎬＦＪ( ｔ))ｑ( ｔ)ｄｔ

∫
Ｏｉ
ｑ( ｔ)ｄｔ

ꎬ

其中 ＦＪ( ｔ)为样本{Ｘ ｊ( ｔ) ｜ ｊ∈Ｊ( ｔ)}的经验分布函数ꎮ
接下来ꎬ根据文献[１１ꎬ１３]等给出以下部分观测函数型数据中包络、投影等的定义ꎮ
定义 １　 对任意的Ｘ ｌ∈ＳＭꎬ若 Ｔｌ ＝{(Ｘ ｊꎬＯｊ)}描述了(Ｘ ｌꎬＯｌ)的形状、大小等特征ꎬ则称 Ｔｌ 为(Ｘ ｌꎬＯｌ)的

一个包络ꎬ其中 ｊ 来自{１≤ｊ≤ｎ ｜ ｊ≠ｌ}的一个子集且满足 λ(Ｏｊ∩Ｏｌ)>０ꎬ λ(􀅰)为定义在实数域 Ｒ 上的一勒

贝格测度ꎮ 若记 Ｔｌ 中元素的下标集为 Ｊｌꎬ则 Ｔｌ 可记为 Ｔｌ ＝{(Ｘ ｊꎬＯｊ) ｜ ｊ∈Ｊｌ}ꎮ
定义 ２　 对任意的Ｘ ｌ∈ＳＭꎬ设 Ｔｌ ＝{(Ｘ ｊꎬＯｊ) ｜ ｊ∈Ｊｌ}和 Ｔ′ｌ ＝{(Ｘ ｊꎬＯｊ) ｜ ｊ∈Ｊ′ｌ}为(Ｘ ｌꎬＯｌ)的 ２个包络ꎬ若

λ { ｔ∈Ｏｌ ｜ ｍｉｎ
ｊ∈Ｊｌ( ｔ)

Ｘ ｊ≤Ｘ ｌ≤ｍａｘ
ｊ∈Ｊ( ｔ)

Ｘ ｊ}( ) >λ { ｔ∈Ｏｌ ｜ ｍｉｎ
ｊ∈Ｊ′ｌ( ｔ)

Ｘ ｊ≤Ｘ ｌ≤ｍａｘ
ｊ∈Ｊ′( ｔ)

Ｘ ｊ}( ) ꎬ

则称包络 Ｔｌ 大于包络 Ｔ′ｌꎬ其中 Ｊｌ( ｔ)＝ { ｊ∈Ｊｌ ｜ ｔ∈Ｏｊ}ꎬ Ｊ′ｌ( ｔ)＝ { ｊ∈Ｊ′ｌ ｜ ｔ∈Ｏｊ}ꎮ
定义 ３　 对任意的Ｘ ｌ∈ＳＭꎬ Ｘ ｊ∈Ｓꎬ ｊ≠ｌꎬ若 λ(Ｏｊ∩Ｏｌ)>０ꎬ则 Ｘ ｊ 与 Ｘ ｌ 之间的平均欧氏距离ꎬ即两者在共

同观测区域 Ｏｊ∩Ｏｌ 上对应部分间的平均欧氏距离定义为

‖(Ｘ ｊꎬＯｊ)－(Ｘ ｌꎬＯｌ)‖＝
∫
Ｏｊ∩Ｏｌ

｜ Ｘ ｊ( ｔ) － Ｘ ｌ( ｔ) ｜ ２ｄｔ

λ(Ｏｊ ∩ Ｏｌ)
ꎮ

定义 ４　 对任意的Ｘ ｌ∈ＳＭꎬ记 δ＝ｍｉｎ
ｊ∈Ｊｌ
‖(Ｘ ｊꎬＯｊ)－(Ｘ ｌꎬＯｌ)‖ꎬ并假设对任意的 ｔ∈Ｏｌ都有 Ｊｌ( ｔ)≠⌀ꎬ则称

包络 Ｔｌ 中样本曲线的加权平均

Ｘ^θ
ｌ( ｔ)＝

∑
ｊ∈Ｊｌ( ｔ)

ωｊＸ ｊ( ｔ)

∑
ｊ∈Ｊｌ( ｔ)

ωｊ

为包络 Ｔｌ 在[０ꎬ１]上的指数加权投影ꎬ其中

ωｊ ＝ ｅｘｐ
－θ‖(Ｘ ｊꎬＯｊ)－(Ｘ ｌꎬＯｌ)‖

δ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
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θ 为调整包络中样本曲线在投影中重要性的调节参数ꎮ 易知ꎬ投影曲线 Ｘ^θ
ｌ ( ｔ)包含 ２ 个部分:一部分是由

{(Ｘ ｊꎬＯｊ∩Ｏｌ) ｜ ｊ∈Ｊｌ}加权平均所得ꎬ记为( Ｘ^θ
ｌ( ｔ)ꎬＯｌ)ꎻ一部分由{(Ｘ ｊꎬＯｊ∩Ｍｌ) ｜ ｊ∈Ｊｌ}加权平均所得ꎬ记为

( Ｘ^θ
ｌ( ｔ)ꎬＭｌ)ꎮ
实际应用中ꎬ当 Ｘ^θ

ｌ( ｔ)在 Ｏｌ 即∪ｊ∈Ｊｊ
(Ｏｊ∩Ｏｌ)可计算得到时ꎬ参数 θ 可通过式(２)求解得到:

θ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｖ
∑
ｌ∈Ｌ
‖(Ｘ ｌꎬＯｌ) － ( Ｘ^ｖ

ｌ( ｔ)ꎬＯｌ)‖２ꎮ (２)

对拟重构的部分观测样本曲线 Ｘ ｌꎬ基于深度的重构过程包括以下 ２ 步:一是根据 Ｓ ＼{Ｘ ｌ} 中样本曲线与

Ｘ ｌ 平均欧氏距离的大小ꎬ由近到远ꎬ依次从 Ｓ ＼{Ｘ ｌ} 中选择样本曲线ꎬ通过动态迭代更新ꎬ构建(Ｘ ｌꎬＯｌ) 越来

越大的包络 Ｔｌꎬ并在每次迭代中ꎬ计算Ｘ ｌ 在 Ｔｌ∪{Ｘ ｌ}中的深度ꎬ选择临近２次迭代中深度较大的包络作为新

的包络ꎬ以得到具有文献[１１] 中性质 Ｐ１—Ｐ３且 Ｘ ｌ 具有最深深度的最终包络ꎻ二是将(Ｘ ｌꎬＯｌ) 的最终包络 Ｔｌ

在[０ꎬ１] 上投影得到 Ｘ ｌ 的估计 Ｘ^θ
ｌ( ｔ)ꎬ简记为 Ｘ^ ｌ( ｔ)ꎬ并将 Ｘ^ ｌ( ｔ) 的( Ｘ^ ｌ( ｔ)ꎬＭｌ) 部分作为(Ｘ ｌꎬＭｌ) 的估计ꎬ以

此完成部分观测样本曲线的重构ꎮ 基于深度的重构算法详见文献[１１]ꎮ
１.３　 Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 重构方法的提出

记样本曲线集 Ｓ ＝{Ｘ ｉ ｜ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ} 中部分观测样本曲线的占比为 ｃꎬ任意部分观测样本曲线Ｘ ｌ ∈ ＳＭ

的缺失比即 λ(Ｍｌ) / λ([０ꎬ１]) 为 ｐｌꎮ 易知ꎬ在 ｃ 较大、ｐｌ 较大或样本曲线为非光滑曲线等情形下ꎬ由于样本

信息相对较少等原因ꎬ因此部分观测函数型数据的重构变得相对困难ꎮ 考虑上述情形下ꎬ基于深度的重构方

法在均方预测误差 (ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅｄ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒꎬ ＭＳＰＥ) 意义下相对正则化回归方法 ( ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ
ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄꎬ Ｒｅｇ.ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ) [４] 的优良性ꎬ同时考虑不同样本曲线之间的潜在差异ꎬ本文先对 Ｓ 中样

本曲线进行聚类ꎬ并基于类间信息ꎬ运用基于深度的重构方法对 Ｘ ｌ 进行重构ꎬ再将不同聚类情形下ꎬ即 Ｘ ｌ 属

于不同类间时得到重构结果融合ꎬ即类信息融合ꎬ提出 Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 重构方法ꎮ
Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 重构方法实现步骤如下ꎮ
步骤 １　 对 ＳＭ 中的每条曲线 Ｘ ｌ 采用基于深度的重构方法得到 Ｘ ｌ 在[０ꎬ１] 上的估计 Ｘ^ ｌ( ｔ)ꎬ并将

( Ｘ^ ｌ( ｔ)ꎬＭｌ) 部分作为(Ｘ ｌꎬＭｌ) 的估计ꎬ得到重构后完整的曲线ꎮ
步骤 ２　 将所有重构所得的曲线与 Ｓ ＼ＳＭ 中的样本曲线组成新的曲线集 Ｓ∗ ＝ {Ｘ∗ｉ ( ｔ) ｜ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ

并将 Ｘ∗ｉ ( ｔ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ 的样本均值函数和样本自协方差函数分别记为

μ( ｔ) ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝１
Ｘ∗ｉ ( ｔ)

和

ＣＸ( ｔꎬｓ)＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝１
[Ｘ∗ｉ ( ｔ)－μ( ｔ)][Ｘ∗ｉ (ｓ)－μ(ｓ)]ꎮ

步骤 ３　 运用函数型主成分分析法ꎬ计算 Ｓ∗中每条曲线 Ｘ∗ｉ ( ｔ)的 Ｒ 个函数型主成分得分

ξｉｒ ＝ ∫１
０

Ｘ∗ｉ ( ｔ)－μ( ｔ)( ) ϕｒ( ｔ)ｄｔꎬ　 ｒ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＲꎬ

其中ꎬϕｒ( ｔ)为 Ｘ( ｔ)的样本自协方差函数 ＣＸ( ｔꎬｓ)的第 ｒ 个特征函数ꎬＲ 为 Ｘ∗ｉ ( ｔ)基于主成分基所得 Ｋ－Ｌ 展

开式 Ｘ∗ｉ ( ｔ)＝ μ( ｔ)＋∑
∞

ｒ ＝１
ξｉｒϕｒ( ｔ)中函数项∑

∞

ｒ ＝１
ξｉｒϕｒ( ｔ)的截断个数ꎮ 通常考虑使得累计贡献率(变差解释百

分比)∑
Ｒ

ｒ ＝１
λｒ /∑

∞

ｒ ＝１
λｒ 较大时ꎬ如∑

Ｒ

ｒ ＝１
λｋ /∑

∞

ｒ ＝１
λｒ ≥ ８５％ 时的 Ｒ 作为函数项的截断个数ꎬ其中 λｒ 为与特征函数

ϕｒ( ｔ) 对应的非负特征值ꎮ
步骤 ４　 设聚类数为 ｋ(ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＫ)ꎬ由步骤 ３ 计算所得 Ｓ∗中每条曲线 Ｘ∗ｉ ( ｔ)的 Ｒ 个函数型主成分

得分

Ｘ∗１ ( ｔ):

Ｘ∗２ ( ｔ):
⋮

Ｘ∗ｎ ( ｔ):

　

ξ１１ꎬ ξ１２ꎬ 􀆺ꎬ ξ１Ｒꎬ
ξ２１ꎬ ξ２２ꎬ 􀆺ꎬ ξ２Ｒꎬ
⋮
ξｎ１ꎬ ξｎ２ꎬ 􀆺ꎬ ξｎＲꎮ
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运用 Ｋ 均值聚类方法ꎬ对 Ｓ∗中的曲线进行聚类ꎬ得到不同聚类数 ｋ 下 Ｓ∗中曲线的聚类结果ꎬ对应地ꎬ得到不

同聚类数 ｋ 下 Ｓ 中原始样本曲线的聚类结果ꎮ
步骤 ５　 记聚类数为 ｋ 时ꎬＳ 中原始样本曲线的聚类结果为 Ｃｋ１ꎬＣｋ２ꎬ􀆺ꎬＣｋｋꎮ 对拟重构曲线 Ｘ ｌꎬ依次在

聚类数 ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＫ 情形下ꎬ基于类间信息ꎬ采用基于深度的重构方法进行如下估计:
１) 当 ｋ＝ １时ꎬ聚类结果即为 Ｓꎬ此时基于 Ｓ 中的样本曲线ꎬ直接采用基于深度的重构方法ꎬ即得聚类数

ｋ＝ １时 Ｘ ｌ 在[０ꎬ１]上的估计 Ｘ^１ｌ( ｔ)ꎻ
２) 当 ｋ＝ ２时ꎬ聚类结果即为 Ｃ２１ꎬＣ２２ꎬ此时记 Ｘ ｌ 所属的类为 Ｃ２􀅰ꎬ其中 Ｃ２􀅰表示 Ｃ２１或 Ｃ２２ꎬ则认为 Ｘ ｌ 与

Ｃ２􀅰中的曲线变化轨迹等相似度高ꎬ此时ꎬ基于 Ｃ２􀅰中的样本曲线ꎬ采用基于深度的重构方法ꎬ即得聚类数 ｋ＝

２时 Ｘ ｌ 在[０ꎬ１]上的估计 Ｘ^２ｌ( ｔ)ꎻ
３) 类似地ꎬ当 ｋ ＝Ｋ 时ꎬ聚类结果即为 ＣＫ１ꎬＣＫ２ꎬ􀆺ꎬＣＫＫꎮ 此时 Ｘ ｌ 所属的类为 ＣＫ􀅰ꎬＣＫ􀅰为 ＣＫ１ꎬＣＫ２ꎬ􀆺ꎬ

ＣＫＫ中的一个ꎬ则基于 ＣＫ􀅰中的样本曲线ꎬ采用基于深度的重构方法ꎬ即得聚类数 ｋ ＝Ｋ 时 Ｘ ｌ 在[０ꎬ１]上的估

计 Ｘ^Ｋ
ｌ ( ｔ)ꎮ

从而得到了 Ｋ 个聚类情形下 Ｘ ｌ 的 Ｋ 个估计结果 Ｘ^１ｌ( ｔ)ꎬＸ^２ｌ( ｔ)ꎬ􀆺ꎬＸ^Ｋ
ｌ ( ｔ)ꎮ

步骤 ６　 计算 Ｘ ｌ 的 Ｋ 个估计结果在 Ｏｌ 部分的均方误差(ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅｄ ｅｒｒｏｒꎬ ＭＳＥ)ꎬ

ＥＭＳＥ ＝‖ Ｘ ｌꎬＯｌ( ) － Ｘ^ｋ
ｌ ꎬＯｌ( )‖２ꎬ　 ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＫꎬ

得到 Ｋ 个估计结果的 ＥＭＳＥ估计值ꎬ并将其中最小 ＥＭＳＥ及其所对应的估计结果分别记为 ｅ１ 和 Ｘ^Ｄ１
ｌ ꎮ

步骤 ７　 为充分利用不同聚类数下得到的估计结果和降低聚类数 ｋ 的影响ꎬ采用自加权集成学习算法

动态赋权对 Ｘ ｌ 的任意 ｗ(ｗ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬＫ)个估计结果进行融合ꎬ假设任选 ｗ 个估计结果对应的聚类数所组成

的集合记为 Ｄｗꎬ得到融合后的结果 Ｘ^∗ｌꎬｗ

Ｘ^∗ｌꎬｗ ＝
∑
ｋ∈Ｄｗ

φｋꎬｌ Ｘ^ｋ
ｌ

∑
ｋ∈Ｄｗ

φｋꎬｌ

ꎬ

其中 φｋꎬｌ ＝ １ / ２(‖(Ｘ ｌꎬＯｌ)－( Ｘ^ｋ
ｌ ꎬＯｌ)‖２)为权重ꎮ 将得到 Ｃｗ

Ｋ 个融合结果ꎬ计算每个融合结果在 Ｏｌ 部分的

ＥＭＳＥ估计值ꎬ将最小 ＥＭＳＥ值所对应的融合结果视为融合个数为 ｗ 时的最终融合结果ꎬ并将最小 ＥＭＳＥ值与最

终融合结果分别记为 ｅｗ 和 Ｘ^Ｄｗ
ｌ ꎮ

直到 ｗ＝Ｋ 时ꎬ将得到 Ｋ－１个融合结果 Ｘ^Ｄ２
ｌ ꎬＸ^Ｄ３

ｌ ꎬ􀆺ꎬＸ^ＤＫ
ｌ 及其所对应的 ＥＭＳＥ值 ｅ２ꎬｅ３ꎬ􀆺ꎬｅＫꎮ

步骤 ８　 将 ｅ１ꎬｅ２ꎬ􀆺ꎬｅＫ 中的最小值 ｅ􀅰所对应的融合结果 Ｘ^Ｄ􀅰
ｌ 作为 Ｘ ｌ 的最终估计结果ꎬ其中Ｘ^Ｄ􀅰

ｌ ∈

{ Ｘ^Ｄ１
ｌ ꎬＸ^Ｄ２

ｌ ꎬ􀆺ꎬＸ^ＤＫ
ｌ }ꎬ并将( Ｘ^Ｄ􀅰

ｌ ( ｔ)ꎬＭｌ)部分作为(Ｘ ｌꎬＭｌ)的最终估计ꎬ得到最终重构后完整的曲线 Ｘ^∗ｌ ꎮ

２　 数值模拟

为了验证 Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 方法在重构部分观测函数型数据时的有效性ꎬ下面选取式(１)定义的 Ｄ(􀅰)为
深度函数ꎬ通过数值模拟将 Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 方法与基于深度的重构方法及正则化回归方法做比较研究ꎮ
２.１　 实验设计

首先根据文献 [１３]ꎬ对模型 Ｘ ( ｔ) ＝ μ ( ｔ) ＋ ε ( ｔ)ꎬ其中均值函数 μ ( ｔ)是一个协方差为 ρμ ( ｓꎬ ｔ) ＝

σｅ－(２ｓｉｎ(π ｜ ｓ－ｔ ｜ ) ２ / ｌ２)的中心高斯过程ꎬ随机误差函数 ε( ｔ)是一个协方差为 ρε( ｓꎬｔ)＝ αｅ
－β ｜ ｓ－ｔ ｜的中心高斯过程ꎬｓꎬ

ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ设置参数 β＝ ５ꎬ α＝ ０.５ꎬ σ＝ ３ꎬ ｌ＝ ０.５ꎬ在[０ꎬ１]上随机生成 ２００ 个等距的点以作为任意样本曲线

的估计ꎬ即以这 ２００个点所在曲线作为样本曲线ꎮ 为了解样本容量对重构效果的影响ꎬ这里设定样本容量

ｎ＝ ２００和 ｎ＝ ６００ꎬ即由上述方法分别模拟生成 ２００条和 ６００条样本曲线ꎮ
其次设样本曲线中部分观测样本曲线的占比 ｃ 分别为 ０.５、０.７５、０.９、１ꎮ ｃ ＝ １ 意味着样本曲线中没有一

条曲线被完整观测到ꎮ
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对任意部分观测样本曲线ꎬ假设其在[０ꎬ１]的 ｍ 个互不相交的子区间上有观测数据ꎬ而其余子区上没有

观测数据ꎬ观测比为 １－ｐꎬ部分观测样本曲线由样本曲线删除相应子区间上的数据生成ꎮ 这里设置 ｍ ＝ ８ꎬ同
时为分析缺失比对重构方法的影响ꎬ设置 ｐ＝ ０.２５ꎬ０.５ꎮ

最后ꎬ采用均方预测误差(ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅｄ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒꎬ ＭＳＰＥ)作为重构效果评价标准ꎬ其计算公式

如下:

ＥＭＳＰＥ ＝
１
ｎ∗∑ｌ∈Ｌ

‖(Ｘ ｌꎬＭｌ)ꎬ( Ｘ^∗ｌ ꎬＭｌ)‖２ꎮ

其中 ｎ∗表示样本中部分观测样本曲线个数ꎮ
１.５　 聚类数 Ｋ 的选取

在 Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 重构方法中ꎬ聚类数 Ｋ 的选取对重构效果存在一定的影响ꎮ Ｋ 较小意味着簇划分相

对较粗ꎬ从而可能导致重构误差相对较大ꎮ 而 Ｋ 较大意味着簇内样本相对较少ꎬ从而可能导致簇内样本不

能有效捕捉拟重构曲线的真实特征ꎮ 实际工作中ꎬ可先计算 Ｋ 取不同值时每条样本曲线的 ＥＭＳＥꎬ再求出所

有样本曲线 ＥＭＳＥ的平均值ꎬ并绘制 ＥＭＳＥ的平均值随 Ｋ 变化的曲线ꎬ选择 ＥＭＳＥ的平均值下降变化的拐点作为

最佳聚类数ꎮ 在本节模拟分析中ꎬｎ＝ ２００时ꎬ将 Ｋ 的初始取值范围设置为 １—８ꎬ参照肘部法则ꎬ计算并绘制

不同条件下 ＥＭＳＥ的平均值随 Ｋ 变化的曲线如图 １所示ꎮ 可知 ＥＭＳＥ的平均值随 Ｋ 的增大而逐渐减小ꎬ而当 Ｋ
大于等于 ６时ꎬＥＭＳＥ的平均值下降趋于平稳ꎬ因而取 ６为最佳聚类数ꎬ以避免过拟合等问题ꎮ ｎ＝ ６００时ꎬ类似

地ꎬ可得 ９为最佳聚类数ꎮ

图 １　 不同条件下 ＥＭＳＥ的平均值随聚类数 Ｋ 的变化曲线
Ｆｉｇ.１　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ｏｆ ＥＭＳＥ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃｌｕｓｔｅｒｓ Ｋ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

２.３　 融合数对重构效果的影响

当最佳聚类数确定为 Ｋ 时ꎬ对任意一条拟重构曲线ꎬ由基于深度的重构方法ꎬ可以得到 Ｋ 条重构曲线ꎮ
那么ꎬ从 Ｋ 条重构曲线中选择几条重构曲线或怎样选择重构曲线进行融合ꎬ以得到最终的重构曲线ꎬ这对重

构效果有着至关重要的影响ꎮ 对 ｎ＝ ２００ꎬ ｐ＝ ０.５ꎬ ｃ ＝ ０.７５ 的情形ꎬ给出了 ４ 条拟重构曲线基于不同融合数

所得重构曲线的 ＥＭＳＥꎬ如图 ２所示ꎮ 融合后所得重构曲线的 ＥＭＳＥ随着融合数的增加呈现先减小后增大的趋

势ꎬ这说明当融合数较小或较大时ꎬ由于引入信息不够或冗余ꎬ因此重构效果不能达到最佳ꎮ 同时ꎬ由图 ２可
知ꎬ对不同的拟重构曲线ꎬ融合的最佳点也不一定相同ꎬ如对拟重构曲线 １、２ꎬ其最佳融合数分别为 ３、２ꎬ因
此ꎬ对不同的拟重构曲线ꎬ动态选择融合数对最终重构结果至关重要ꎮ

图 ２　 不同样本曲线的 ＥＭＳＥ随融合数的变化曲线
Ｆｉｇ.２　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ＥＭＳＥ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｆｕｓｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓａｍｐｌｅ ｃｕｒｖｅｓ
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２.４　 结果分析

Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 方法、基于深度的重构方法及正则化回归方法在不同情形下的 ＥＭＳＰＥ估计值见表 １ꎮ 对所

有模拟情形ꎬＣ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 方法在均方预测误差意义下均优于基于深度的重构方法ꎮ 当部分观测函数型数

据中部分观测样本曲线占比较大及部分观测样本曲线缺失比较大ꎬ如 ｃ＝ ０.９ꎬ ｐ ＝ ０.５ 时ꎬＣ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 方法

所得重构曲线的均方预测误差相对最小ꎬ即 Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 方法表现最优ꎮ 正则化回归方法则在部分观测样

本曲线占比较小时表现更好ꎮ 同时ꎬ由表 １ 可知ꎬ随着样本量得增加ꎬ３ 种重构方法所得曲线的均方预测误

差均呈现减小趋势ꎬ这说明ꎬ增加样本容量ꎬ可有效提高重构精度ꎮ 而随着 ｐ 与 ｃ 增大ꎬ不同重构方法下的均

方预测误差则呈增大趋势ꎬ这说明ꎬ缺失比和部分观测样本曲线占比越大ꎬ重构难度越大ꎮ
表 １　 不同方法下 ＥＭＳＰＥ估计值

Ｔａｂｌｅ １　 ＥＭＳＰＥ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｖａｌｕｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｎ 方法
ｃ＝ ０.５０

ｐ＝ ０.２５ ｐ＝ ０.５０
ｃ＝ ０.７５

ｐ＝ ０.２５ ｐ＝ ０.５０
ｃ＝ ０.９０

ｐ＝ ０.２５ ｐ＝ ０.５０
ｃ＝ １.００

ｐ＝ ０.２５ ｐ＝ ０.５０
Ｒｅｇ.ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ０.０５４ ０.１０６ ０.０５９ ０.１３３ ０.１０１ ０.１９６

２００ Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ ０.１７３ ０.１９１ ０.１７８ ０.１９７ ０.２１２ ０.２２４ ０.２１８ ０.２３２
Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ ０.１１４ ０.１３３ ０.１２１ ０.１４６ ０.１５８ ０.１８４ ０.１６０ ０.１７２
Ｒｅｇ.ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ０.０６０ ０.０９７ ０.０５３ ０.１２１ ０.１１９ ０.１７１

６００ Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ ０.１６０ ０.１７６ ０.１７１ ０.１８３ ０.１９０ ０.２１５ ０.１９６ ０.２２１
Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ ０.１１３ ０.１２４ ０.１２１ ０.１３４ ０.１４１ ０.１６７ ０.１４２ ０.１６４

　 　 注:空白表示该方法不能提供重构ꎮ

　 　 为更直观地展示 Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 方法在 ｃ＝ １极端情况下的优越性ꎬ图 ３给出 ｎ ＝ ２００ꎬ ｃ ＝ １ꎬ ｐ ＝ ０.５ 情形

下下 ２条拟重构曲线与 ２种重构方法下所得重构曲线的对比图ꎮ 从图 ３可以看出ꎬ利用 Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 方法

得到的重构曲线较基于深度的重构方法得到的重构曲线几乎在每一个观测点都更贴近于真实曲线ꎮ

图 ３　 重构曲线对比
Ｆｉｇ.３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ

３　 实例分析

为进一步验证所提方法的有效性ꎬ本章选取 ２０１４ 年北京 ＰＭ ２.５质量浓度的数据(ｈｔｔｐｓ:∥ａｒｃｈｉｖｅ. ｉｃｓ.
ｕｃｉ.ｅｄｕ / ｄａｔａｓｅｔｓ / Ｂｅｉｊｉｎｇ＋ＰＭ ２.５＋Ｄａｔａ)进行实证分析ꎮ 该数据集包含 ２０１４ 年北京每天共 ３６５ 条 ＰＭ ２.５质
量浓度测量数据ꎬ每条数据包含 ２４ 个观测值ꎮ 同时ꎬ为做好与真实数据的比较分析ꎬ选取其中 ２００条完整数

据作为实际分析样本数据ꎮ
３.１　 实验设计

为模拟实际应用中可能出现的情形ꎬ本节做如下设定ꎮ 假设 ２００ 条样本曲线中部分观测样本曲线的占

比 ｃ 分别为 ０.５、０.７５、０.９和 １ꎬ部分观测样本曲线的缺失比 ｐ 分别为 ０.２５、０.５ꎮ 而部分观测样本曲线则由完

整样本曲线删除其观测区间[０ꎬ２４]上互不相交的随机子区间上对应的观测数据生成ꎬ这里随机子区间的个

数设置为 ３ꎮ 这种模拟方式能够较好地反映现实世界中因设备故障、数据传输中断等原因导致的局部数据

缺失问题ꎮ
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３.２　 结果分析

北京 ＰＭ２.５ 质量浓度数据在不同方法下的重构效果见表 ２ꎮ 在均方预测误差准则下ꎬＣ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ
方法在所有模拟情形下均优于基于深度的重构方法ꎮ 当部分观测函数型数据中部分观测样本曲线占比

较大及部分观测样本曲线缺失比较大ꎬ如 ｃ ＝ ０.９ꎬ ｐ ＝ ０.５ 时ꎬＣ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ 方法表现均优于其他 ２ 种方

法ꎮ 而在部分观测样本曲线占比较小、缺失比较小时ꎬ正则化回归方法表现更优ꎮ 实例分析结果与数值

模拟结果一致ꎮ
表 ２　 不同方法下 ＰＭ２.５质量浓度数据重构的 ＥＭＳＰＥ估计值

Ｔａｂｌｅ ２　 ＥＭＳＰＥ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｖａｌｕｅ ｆｏｒ ＰＭ２.５ ｍａｓｓ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｄａｔａ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

方法
ｃ＝ ０.５

ｐ＝ ０.２５ ｐ＝ ０.５０
ｃ＝ ０.７５

ｐ＝ ０.２５ ｐ＝ ０.５０
ｃ＝ ０.９０

ｐ＝ ０.２５ ｐ＝ ０.５０
ｃ＝ １.００

ｐ＝ ０.２５ ｐ＝ ０.５０
Ｒｅｇ.ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ８.２０２ ８.４５４ １０.２２８ １１.５２６ １１.２４３ １３.３５２
Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ １０.６４６ １１.３５６ １３.３３３ １４.０５１ １７.１５１ １７.８３８ １７.１５７ １８.８９６
Ｃ￣Ｄｅｐｔｈ￣ｂａｓｅｄ ８.３６１ ９.２１７ １１.１５５ １１.１６８ １２.６８９ １３.１８６ １５.３７５ １６.６０９
　 　 注:空白表示该方法不能提供重构ꎮ

４　 结语

针对部分观测函数型数据ꎬ本文基于深度和融合类信息的重构思想ꎬ提出一种新的部分观测样本曲

线重构方法ꎮ 该方法充分利用样本曲线之间的相关性ꎬ同时降低重构过程中对协方差估计的依赖ꎬ为部

分观测函数型数据的重构提供一种有效的解决方案ꎮ 数值模拟和实例分析结果显示ꎬ当部分观测函数型

数据中部分观测样本曲线占比较大及部分观测样本曲线缺失比较大时ꎬ该方法在均方预测误差意义下均

优于基于深度的重构方法和正则化回归方法ꎬ且对部分观测样本曲线占比为 １ 的极端情况也具有良好的
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