
山东大学学报(理学版)２０２６年 ４月 第 ６１卷 第 ４期
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ Ｖｏｌ.６１ꎬ Ｎｏ.４ꎬ ２０２６ ｈｔｔｐ:∥ｌｘｂｗｋ.ｎｊｏｕｒｎａｌ.ｓｄｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

收稿日期:２０２４￣０５￣２８ꎻ 网络出版时间:２０２５￣０９￣０１
基金项目:国家自然科学基金资助项目(１２２０１５４５)
第一作者:孙华(１９８９— )ꎬ男ꎬ讲师ꎬ博士研究生ꎬ研究方向为 Ｈｏｐｆ 代数. Ｅ￣ｍａｉｌ:ｈｕａｓｕｎ＠ ｙｚｕ.ｅｄｕ.ｃｎ
∗通信作者:王伟(１９９９— )ꎬ男ꎬ硕士研究生ꎬ研究方向为 Ｈｏｐｆ 代数. Ｅ￣ｍａｉｌ:８６３５５１８０８＠ ｑｑ.ｃｏｍ

　 文章编号:１６７１￣９３５２(２０２６)０４￣００１９￣０６　 　 　 ＤＯＩ:１０.６０４０ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７１￣９３５２.０.２０２４.１８９

群代数 ｋＡ４的表示环的 Ｚ＋ ￣模分类

孙华ꎬ王伟∗ꎬ殷泽涛
(扬州大学数学科学学院ꎬ 江苏 扬州 ２２５００９)

摘要:设 ｋ 是代数闭域ꎬ且 ｃｈａｒ(ｋ) １２ꎬ记 ｒ(ｋＡ４)为群代数 ｋＡ４ 的表示环ꎬ本文对 ｒ(ｋＡ４)上所有的不可约 Ｚ＋ ￣模分类ꎬ证明在等

价意义下共有 ９个不可约 Ｚ＋ ￣模ꎮ
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Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ Ｚ＋ ￣ｍｏｄｕｌｅｓ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｒｉｎｇ ｏｆ ｇｒｏｕｐ ａｌｇｅｂｒａ ｋＡ４

ＳＵＮ Ｈｕａꎬ ＷＡＮＧ Ｗｅｉ∗ꎬ ＹＩＮ Ｚｅｔａｏ
(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ Ｙａｎｇｚｈｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｙａｎｇｚｈｏｕ ２２５００９ꎬ Ｊｉａｎｇｓｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ ｋ ｂｅ ａｎ ａｌｇｅｂｒａｉｃａｌｌｙ ｃｌｏｓｅｄ ｆｉｅｌｄ ｗｉｔｈ ｃｈａｒ(ｋ) １２ꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｒ(ｋＡ４) ｔｈｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｒｉｎｇ ｏｆ ｇｒｏｕｐ ａｌｇｅｂｒａ ｒ(ｋＡ４) .
Ａｌｌ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ Ｚ＋ ￣ｍｏｄｕｌｅｓ ｏｖｅｒ ｒ(ｋＡ４) ａｒｅ ｃｌａｓｓｉｆｉｅｄ. Ｗｅ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ９ ｎｏｎ￣ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ Ｚ＋ ￣ｍｏｄｕｌｅｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｇｒｏｕｐ ａｌｇｅｂｒａ ｋＡ４ꎻ ｉｒｒｅｄｕｃｉｂｌｅ Ｚ＋ ￣ｍｏｄｕｌｅꎻ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｒｉｎｇꎻ ｍａｔｒｉｘ ｅｑｕａｔｉｏｎ

０　 引言

Ｈｅｉｎｚ Ｈｏｐｆ 在研究紧致 Ｌｉｅ 群的同调性质时提出的 Ｈｏｐｆ 代数的概念ꎬ它是同时具有代数和余代数结构

的代数系统ꎮ Ｈｏｐｆ 代数的表示范畴是张量范畴ꎬ其表示环(Ｇｒｅｅｎ 环ꎬＧｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ 环)是张量范畴中重要的

不变量ꎮ 对表示环性质的研究有助于张量范畴的分类ꎮ 文献[１]研究群代数 ｋＡ４及其 Ｄｒｉｎｆｅｌｄ ｄｏｕｂｌｅ
Ｄ(ｋＡ４)的表示及其表示环ꎬ文献[２￣４]研究群代数 Ｈｏｐｆ￣Ｏｒｅ 扩张的表示及表示环ꎬ文献[５￣６]研究一类秩为

１的 ｐｏｉｎｔｅｄ Ｈｏｐｆ 代数的表示和 Ｈｏｐｆ 代数 Ａτ 的有限维不可约表示ꎮ
Ｈｏｐｆ 代数的表示环是一类环ꎬ而 Ｚ＋ ￣环的表示ꎬ称之为 Ｚ＋ ￣模ꎮ 近期 Ｚ＋ ￣模的研究也取得相当大的发展ꎬ

如文献[７]证明对于给定的有限秩的 Ｚ＋ ￣环ꎬ存在有限个互不等价的不可约 Ｚ＋ ￣模ꎮ 文献[８￣１１]证明一个具

有固定 Ｚ＋ ￣基的环的 Ｚ＋ ￣模可以表示为一些非负整数矩阵ꎬ文献[１２]研究一类 Ｚ＋ ￣环的非负整数矩阵表示ꎮ
本文则在文献[１]的基础上对 ｃｈａｒ(ｋ) １２分类时ꎬ群代数 ｋＡ４ 表示环 ｒ(ｋＡ４)的 Ｚ＋ ￣模ꎮ

本文通过将 ｒ(ｋＡ４)上不可约的 Ｚ＋ ￣模等价于矩阵方程的非负整数矩阵解方式ꎬ发现 ｎ≤４ 时的不可约

Ｚ＋ ￣模可计算分类ꎬ且 ｎ≥５时矩阵方程的无非负整数矩阵解ꎬ进而证明 ｎ≥５ 时所有的 Ｚ＋ ￣模都是可约的ꎮ
本文先利用矩阵的方法对 ｒ(ｋＡ４)上的 Ｚ＋ ￣模的秩 ｎ 进行分类ꎬ分别求出 ｎ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４时所有互不等价的不可

约 Ｚ＋ ￣模ꎬ然后通过分析 Ｚ＋ ￣模结构的方式ꎬ得到Ｍ(ＡꎬＢ)仅可能有的 ３种模结构ꎬ证明 ｎ≥５时所有的 Ｚ＋ ￣模
都是可约的ꎬ而文献[１２￣１５]中利用矩阵计算等方式判断 Ｚ＋ ￣模可约考虑的情形过多且无法完成本文中不可

约的 Ｚ＋ ￣模的分类ꎬ此技巧大大减少考虑的情形ꎬ优化之前已有的分类方法ꎮ
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１　 预备知识

Ｎ 表示自然数集ꎬＺ＋表示非负整数集ꎬＭｎ(Ｎ)表示所有元素都为自然数的 ｎ 阶方阵ꎮ 设矩阵 Ａ∈

Ｍｎ(Ｎ)ꎬ此时称 Ａ 为非负整数矩阵ꎬ若 Ａ 中每个元素都大于 ０ꎬ称 Ａ 为正矩阵ꎮ 本文中的交错群 Ａ４ 定义为

Ａ４ ＝‹ａꎬｂ ｜ ａ２ ＝ｂ３ ＝(ａｂ) ３ ＝ １›ꎮ
定义 １[１２] 　 设 Ｒ 是一个环ꎬ作 Ｚ＋ ￣模自由ꎬ则

(１) Ｒ 的 Ｚ＋ ￣是 β＝{ｂｉ} ｉ∈Ｉꎬ满足 ｂｉｂｊ ＝∑ ｃｋ
ｉｊｂｋꎬ ｃｋ

ｉｊ∈Ｚ＋ꎻ

(２) Ｚ＋ ￣环是一个具有固定 Ｚ＋ ￣基的环ꎬ其单位元 １是基元素的非负线性组合ꎮ
定义 ２[１２] 　 设 Ｒ 是一个基为{〗ｂｉ} ｉ∈Ｉ的 Ｚ＋ ￣环ꎬ则 Ｒ 上的一个 Ｚ＋ ￣模是一个具有固定 Ｚ＋ ￣基{ｍｌ} ｌ∈Ｊ的

Ｒ￣模 Ｍꎬ满足 ｂｉｍｌ ＝∑
ｋ
ａｋ
ｉｌｍｋꎬ其中 ａｋ

ｉｌ为非负整数ꎮ

定义 ３[１２] 　 设 Ｒ 是一个基为{ｂｉ} ｉ∈Ｉ 的 Ｚ＋ ￣环ꎬ且 ｂｉｂｊ ＝∑ ｃｋ
ｉｊ ｂｋꎬ对于 Ｒ 上的一个 Ｚ＋ ￣模 Ｍꎬｂｉ 在基

{ｍｌ} ｌ∈Ｊ下的矩阵记为 Ｍｉꎬ则有 ＭｉＭｊ ＝∑
ｋ
ｃｋ
ｉｌＭｋꎬ Ｒ 中的单位元对应恒等矩阵ꎬＺ＋ ￣模 Ｍ 的秩等于 Ｍｉ 的

阶数ꎮ

定义 ４[１２] 　 设 Ａ 是一个 ｎ 阶方阵ꎬ如果存在一个 ｎ 阶置换矩阵 Ｐ 满足 ＰＡＰＴ ＝
Ａ１ Ｏ
Ａ２ Ａ３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ其中 Ａ１ 是 ｋ

阶方阵ꎬＡ３ 是(ｎ－ｋ)阶矩阵ꎬ则称 Ａ 是可约矩阵ꎮ 对于两个同阶方阵 Ａ 和 Ｂꎬ若存在一个 ｎ 阶置换矩阵 Ｐꎬ
满足

ＰＡＰＴ ＝
Ａ１ Ｏ
Ａ２ Ａ３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　 ＰＢＰＴ ＝

Ｂ１ Ｏ
Ｂ２ Ｂ３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

其中ꎬＡ１ 与 Ｂ１ 具有相同的阶数ꎬＡ３ 与 Ｂ３ 具有相同的阶数ꎬ则称 Ａ 和 Ｂ 同时可约ꎮ
定义 ５[１] 　 群代数 ｋＡ４ 的表示环为 ｒ( ｋＡ４)ꎬ当 ｃｈａｒ( ｋ) １２ 时ꎬ群代数 ｋＡ４ 的表示环 ｒ( ｋＡ４)同构于

Ｚ[ｘꎬｙ] / Ｉꎬ其中 Ｉ＝(ｘ３－１ꎬｘｙ－ｙꎬｙ２－１－ｘ－ｘ２－２ｙ)ꎮ 容易知道{１ꎬｘꎬｘ２ꎬｙ}是 ｒ(ｋＡ４)的一组 Ｚ＋ ￣基ꎮ 由定义 ４可
知当 ｃｈａｒ(ｋ) １２时ꎬ群代数 ｋＡ４ 的表示环 ｒ(ｋＡ４)的 Ｚ＋ ￣模可由如下方式描述:

Ａ３ ＝Ｅꎬ
ＡＢ＝ＢＡ＝Ｂꎬ
Ｂ２－Ｅ－Ａ－Ａ２－２Ｂ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(∗)

(∗)的非负整数矩阵解为 Ｍ(ＡꎬＢ)ꎬ则 ｒ(ｋＡ４)上不可约的 Ｚ＋ ￣模等价于(∗)的不可约 Ｍ(ＡꎬＢ)ꎮ 在接下来

的讨论中ꎬ用(∗)的非负整数矩阵解表示 ｒ(ｋＡ４)的 Ｚ＋ ￣模ꎬ记 Ｃ ＝Ａ２ꎬ ｂ ＝ Ｉ＋Ａ＋Ｂ＋Ａ２ ＝ Ｉ＋Ａ＋Ｂ＋Ｃ ＝ (ｂｉｊ)∈
Ｍｎ(Ｎ)ꎮ

定义 ６[１２] 　 设Ｍ(ＡꎬＢ)和Ｍ(Ａ′ꎬＢ′)为 ｒ(ｋＡ４)的两个 Ｚ＋￣模ꎬ若存在一个 ｎ 阶置换矩阵 Ｐ 使得 ＰＡＰＴ ＝Ａ′ꎬ
ＰＢＰＴ ＝Ｂ′ꎬ称 Ａ 与 Ａ′等价且 Ｂ 与 Ｂ′等价ꎬ此时也称 Ｚ＋ ￣模 Ｍ(ＡꎬＢ)与 Ｍ(Ａ′ꎬＢ′)等价ꎮ

２　 ｎ≤４的不可约 Ｚ＋￣模

本章将分类出 Ｚ＋ ￣模的阶数 ｎ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４时ꎬｒ(ｋＡ４)所有的不可约 Ｚ＋ ￣模ꎮ
(Ⅰ) 当 ｎ＝ １时的不可约 Ｚ＋ ￣模:
设 ＡꎬＢ∈Ｍ１(Ｎ)是(∗)的解ꎬ此时 ｒ(ｋＡ４)的不可约 Ｚ＋ ￣模为 Ｍ１(Ａ１ꎬＢ１)ꎬ其中 Ａ１ ＝ １ꎬ Ｂ１ ＝ ３ꎮ
(Ⅱ) 当 ｎ＝ ２时的不可约 Ｚ＋ ￣模:

设 ＡꎬＢ∈Ｍ２(Ｎ)是(∗)的解ꎬ根据 Ａ３ ＝ Ｉꎬ可知 Ａ＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ记为 Ａ２ꎮ 令 Ｂ＝(ｂｉ)∈Ｍ２(Ｎ)ꎬ其中 ｂｉ∈Ｎꎬ

ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎬ满足
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ｂ２１＋ｂ２ｂ３ ＝ ２ｂ１＋３ꎬ
(ｂ１＋ｂ４－２)ｂ２ ＝ ０ꎬ
(ｂ１＋ｂ４－２)ｂ３ ＝ ０ꎬ

ｂ３ｂ２＋ｂ２４ ＝ ２ｂ４＋３ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(∗∗)

情形 １　 若 ｂ１＋ｂ４－２＝ ０ꎬ则 ｂ１ ＝ｂ４ ＝ １ꎬ ｂ１ ＝ ０ꎬ ｂ４ ＝ ２或 ｂ１ ＝ ２ꎬ ｂ４ ＝ ０ꎮ
再由(∗∗)求得此时 ｒ( ｋＡ４)的不可约 Ｚ＋ ￣模为 Ｍ２(Ａ２ꎬＢ２)ꎬＭ２(Ａ２ꎬ􀭺Ｂ２)ꎬＭ２(Ａ２ꎬ􀭻Ｂ２ )ꎬ其中ꎬＢ２ ＝

１ ２
２ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 􀭺Ｂ２ ＝

０ ３
１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 􀭻Ｂ２ ＝

０ １
３ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

情形 ２　 若 ｂ１＋ｂ４－２≠０ꎬ ｂ２ ＝ｂ３ ＝ ０ꎬ则由文献[１２]的定理 ２.１证明此时没有不可约解ꎮ
命题 １　 当 ｎ＝ ２时ꎬｒ(ｋＡ４)的不可约 Ｚ＋ ￣模为 Ｍ２(Ａ２ꎬＢ２)ꎬＭ２(Ａ２ꎬ􀭺Ｂ２)ꎬＭ２(Ａ２ꎬ􀭻Ｂ２)ꎮ
证明　 由上述讨论可知ꎬ只须证明 Ｍ２(Ａ２ꎬＢ２)ꎬＭ２(Ａ２ꎬ􀭺Ｂ２)ꎬＭ２(Ａ２ꎬ􀭻Ｂ２)两两互不等价ꎮ 因为 Ｂ２ 为对

称矩阵ꎬ􀭺Ｂ２ 与􀭻Ｂ２ 为非对称矩阵ꎬ所以 Ｍ２(Ａ２ꎬＢ２)与 Ｍ２(Ａ２ꎬ􀭺Ｂ２)不等价ꎬ且 Ｍ２(Ａ２ꎬＢ２)与 Ｍ２(Ａ２ꎬ􀭻Ｂ２)不等价ꎮ

因为􀭺Ｂ２ 与􀭻Ｂ２ 均为 ２阶矩阵ꎬ而 ２阶置换矩阵只有
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和(

０ １
１ ０

ö

ø
÷ ꎮ 显然ꎬ

０ １
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷􀭺Ｂ２

０ １
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷≠􀭻Ｂ２ꎬ所以

Ｍ２(Ａ２ꎬ􀭺Ｂ２)与 Ｍ２(Ａ２ꎬ􀭻Ｂ２)不等价ꎮ 证毕ꎮ
(Ⅲ) 当 ｎ＝ ３时的不可约 Ｚ＋ ￣模:
设 ＡꎬＢ∈Ｍ３(Ｎ)是(∗)的解ꎬ由 Ａ３ ＝ Ｉ 可知 Ａ 在等价的意义下有两种情形:

Ａ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

或

０ ０ １
１ ０ ０
０ １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ

分别记为 Ａ３ 和 Ａ′３ꎮ
情形 １　 当 Ａ＝Ａ３ 时ꎬ根据(∗)的关系式ꎬ得 Ｂ 的所有不可约解为

Ｂ３ ＝
０ １ １
１ ０ １
２ ２ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ　 Ｂ′３ ＝

０ １ １
２ １ ２
１ １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ　 Ｂ″３ ＝

１ ２ ２
１ ０ １
１ １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ

􀭺Ｂ２ ＝
０ １ ２
１ ０ ２
１ １ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ　 􀭻Ｂ２ ＝

０ ２ １
１ １ １
１ ２ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ　 􀭻Ｂ
－　

３ ＝
１ １ １
２ ０ １
２ １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎮ

由此得 ６个互不等价的 Ｚ＋ ￣模ꎬ分别记为 Ｍ(Ａ３ꎬＢ３)、Ｍ(Ａ３ꎬＢ′３)、Ｍ(Ａ３ꎬＢ″３)、Ｍ(Ａ３ꎬ􀭺Ｂ２)、Ｍ(Ａ３ꎬ􀭻Ｂ２)、
Ｍ(Ａ３ꎬ􀭻Ｂ

－　

３)ꎮ
命题 ２　 (１) 不可约 Ｚ＋ ￣模 Ｍ(Ａ３ꎬＢ３)、Ｍ(Ａ３ꎬＢ′３)、Ｍ(Ａ３ꎬＢ″３)相互等价ꎻ
(２) 不可约 Ｚ＋ ￣模 Ｍ(Ａ３ꎬ􀭺Ｂ３)、Ｍ(Ａ３ꎬ􀭻Ｂ３)、Ｍ(Ａ３ꎬ􀭻Ｂ

－　

３)相互等价ꎮ

证明　 (１) 令 Ｐ＝
１ ０ ０
０ ０ １
０ １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ则 ＰＢ３ＰＴ ＝Ｂ′３ꎮ 因此ꎬＭ(Ａ３ꎬＢ３)与 Ｍ(Ａ３ꎬＢ″３)等价ꎮ

令 Ｐ＝
０ ０ １
０ １ ０
１ ０ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ则 ＰＢ３ＰＴ ＝Ｂ′３ꎮ 因此ꎬＭ(Ａ３ꎬＢ３)与 Ｍ(Ａ３ꎬＢ″３)等价ꎮ

令 Ｐ＝
０ １ ０
１ ０ ０
０ ０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ则 ＰＢ′３ＰＴ ＝Ｂ″３ꎮ 因此ꎬＭ(Ａ３ꎬＢ′３)与 Ｍ(Ａ３ꎬＢ″３)等价ꎮ

(２) 可类似证明ꎮ 证毕ꎮ

情形 ２　 当 Ａ＝Ａ′３时ꎬ此时根据 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｂꎬ可设 Ｂ＝
ｍ ｍ ｍ
ｍ ｍ ｍ
ｍ ｍ ｍ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ ｍ∈Ｎꎬ将 Ｂ 代入等式 Ｂ２ ＝ Ｉ＋Ａ＋Ａ２＋２Ｂ
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并比较矩阵元素ꎬ 得 Ｂ＝
１ １ １
１ １ １
１ １ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ记为 Ｂ^３ꎮ

命题 ３　 当 ｎ＝ ３时ꎬｒ(ｋＡ４)的不可约 Ｚ＋ ￣模为 Ｍ３(Ａ３ꎬＢ３)ꎬＭ３(Ａ３ꎬ􀭺Ｂ３)ꎬＭ３(Ａ′３ꎬＢ^３)ꎮ

证明　 由命题 ２、情形 ２的讨论可知ꎬ只须证明 Ｍ３(Ａ３ꎬＢ３)、Ｍ３(Ａ３ꎬ􀭺Ｂ３)、Ｍ３(Ａ′３ꎬＢ^３)互不等价ꎮ 显然ꎬ

Ｍ３(Ａ３ꎬＢ３)与 Ｍ３(Ａ３ꎬＢ^３)不等价且 Ｍ３(Ａ３ꎬ􀭺Ｂ３)与 Ｍ３(Ａ′３ꎬＢ^３)不等价ꎮ ３阶置换矩阵有 ６个ꎬ分别为

１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ
０ １ ０
１ ０ ０
０ ０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ
０ ０ １
０ １ ０
１ ０ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ
１ ０ ０
０ ０ １
０ １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ
０ １ ０
０ ０ １
１ ０ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ
０ ０ １
１ ０ ０
０ １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎮ

容易验证对任何的 ３阶置换矩阵 ＰꎬＰＢ３ＰＴ≠􀭺Ｂ３ꎮ 因此ꎬＭ３(Ａ３ꎬＢ３)、Ｍ３(Ａ３ꎬ􀭺Ｂ３)、Ｍ３(Ａ′３ꎬＢ^３)两两互不等价ꎮ
证毕ꎮ

(Ⅳ) 当 ｎ＝ ４时的不可约 Ｚ＋ ￣模ꎮ
设 ＡꎬＢ∈Ｍ４(Ｎ)是(∗)的解ꎬ根据 Ａ３ ＝ Ｉ 可知 Ａ 在等价的意义下有两种可能:

Ａ＝

１ ０ ０ ０
０ ０ ０ １
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

或

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

分别记为 Ａ４ 和 Ａ′４ꎮ
情形 １　 当 Ａ＝Ａ４ 时ꎬ设 Ｂ＝(ｂｉｊ)∈Ｍ４(Ｎ)ꎬ由等式 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｂꎬ 得

ｂ１２ ＝ｂ１３ ＝ｂ１４ꎬ
ｂ２１ ＝ｂ３１ ＝ｂ４１ꎬ
ｂ２２ ＝ｂ２３ ＝ｂ２４ ＝ｂ３２ ＝ｂ３３ ＝ｂ３４ ＝ｂ４２ ＝ｂ４３ ＝ｂ４４ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

代入 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｂꎬ得
ｂ２１１＋ｂ１２ｂ２１＋ｂ１３ｂ３１＋ｂ１４ｂ４１－２ｂ１１ ＝ ３ꎬ

ｂ２１ｂ１２＋ｂ２２２＋ｂ２３ｂ３２＋ｂ２４ｂ４２－２ｂ２２ ＝ １ꎬ

ｂ３１ｂ１３＋ｂ３２ｂ２３＋ｂ２３３＋ｂ３４ｂ４３－２ｂ３３ ＝ １ꎬ

ｂ４１ｂ１４＋ｂ４２ｂ２４＋ｂ４３ｂ３４＋ｂ２４４－２ｂ４４ ＝ １ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１)

(２)

(３)

(４)
由式(１)可知 ｂ１１可能的取值为 ０、１、２、３ꎮ

若 ｂ１１ ＝ ０ꎬ由式(１)可知 ３ｂ１２ｂ２１ ＝ ３ꎬ得 ｂ１２ ＝ｂ１３ ＝ｂ１４ ＝ｂ２１ ＝ｂ３１ ＝ｂ４１ ＝ １ꎬ将其代入方程(２)得ꎬ解得 ｂ２２ ＝
２
３
ꎬ

与ｂ２２∈Ｎ 矛盾ꎬ故 ｂ１１≠１ꎮ

若 ｂ１１ ＝ １ꎬ同情形 １的计算方法ꎬ得 ｂ１２ｂ２１ ＝
４
３
ꎬ这与 ｂ１２ꎬｂ２１∈Ｎ 矛盾 ꎮ

若 ｂ１１ ＝ ２ꎬ 由式(１)可知 ３ｂ１２ｂ２１ ＝ ３ꎬ 得 ｂ１２ ＝ ｂ１３ ＝ ｂ１４ ＝ ｂ２１ ＝ ｂ３１ ＝ ｂ４１ ＝ １ꎬ代入方程(２)得 ｂ２２ ＝ ｂ２３ ＝ ｂ２４ ＝
ｂ３２ ＝ｂ３３ ＝ｂ３４ ＝ｂ４２ ＝ｂ４３ ＝ｂ４４ ＝ ０ꎬ则

Ｂ＝

２ １ １ １
１ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

记为 Ｂ４ꎮ
若 ｂ１１ ＝ ３时ꎬ式(１)可化为 ｂ１２ｂ２１ ＝ ０ꎬ有 ｂ１２ ＝ ｂ１３ ＝ ｂ１４ ＝ ０ 或者 ｂ２１ ＝ ｂ３１ ＝ ｂ４１ ＝ ０ 二者之一成立ꎬ 即有 Ｂ 为

如下情况:
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Ｂ＝

３ ０ ０ ０
ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３ ｂ２４
ｂ３１ ｂ３２ ｂ３３ ｂ３４
ｂ４１ ｂ４２ ｂ４３ ｂ４４

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

或

３ ｂ１２ ｂ１３ ｂ１４
０ ｂ２２ ｂ２３ ｂ２４
０ ｂ３２ ｂ３３ ｂ３４
０ ｂ４２ ｂ４３ ｂ４４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ

分别记为 Ｂ′４和 Ｂ″４ꎮ

注意到(Ｉ＋Ｂ′４) ３ ＝

４８ ０ ０ ０
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ (Ｉ＋Ｂ″４) ３ ＝

４８ ∗ ∗ ∗
０ ∗ ∗ ∗
０ ∗ ∗ ∗
０ ∗ ∗ ∗

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ则 Ｍ(Ａ４ꎬＢ′４)ꎬＭ(Ａ４ꎬＢ″４)都是可

约的ꎬ舍弃ꎮ

情形 ２　 当 Ａ＝Ａ′４时ꎬ同理可知此时的不可约解 Ｂ＝

０ １ １ １
１ ０ １ １
１ １ ０ １
１ １ １ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ记为􀭺Ｂ３ꎮ

命题 ４　 当 ｎ＝ ４时ꎬｒ(ｋＡ４)的不可约 Ｚ＋ ￣模为 Ｍ４(Ａ４ꎬＢ４)ꎬＭ４(Ａ′４ꎬ􀭺Ｂ３)ꎮ

证明　 因为 ｔｒ(Ａ４)＝ １ꎬ ｔｒ(Ａ′４)＝ ４ꎬ所以 Ｍ４(Ａ４ꎬＢ４)与 Ｍ４(Ａ′４ꎬ􀭺Ｂ３)不等价ꎮ 证毕ꎮ

３　 ｎ≥５时的不可约 Ｚ＋￣模

本节主要讨论 ｎ≥５时 ｒ(ｋＡ４)上的不可约 Ｚ＋ ￣模ꎮ
命题 ５　 当 ｎ≥５时ꎬ所有的 Ｚ＋ ￣模均是可约的ꎮ
证明　 假设 Ｍ(ＡꎬＢ)是 ｒ(ｋＡ４)上的一个不可约 Ｚ＋ ￣模ꎬ因为 ＺＺ３ ＝Ｚ１􀱇Ｚｘ􀱇Ｚｘ２ 是 ｒ(ｋＡ４)的一个 Ｚ＋ ￣

子环ꎬ则 Ｍ(ＡꎬＢ)可视为 ＺＺ３ 上的一个 Ｚ＋ ￣子模ꎬ而 ＺＺ３ 只有两个不可约模(不可分解模)Ｚ１ 和 ＺＺ３ꎬ对
Ｍ(ＡꎬＢ)结构做如下讨论ꎮ

情形 １　 若 Ｍ(ＡꎬＢ)≅Ｚ１􀱇Ｚ１􀱇􀆺􀱇Ｚ１üþ ýï ï ï ï ï ï

ｎ个

(作为 ＺＺ３ 的 Ｚ＋ ￣模)ꎮ 此时 Ａ＝ Ｉｎꎬ并假设 Ｂ＝(ｂｉｊ)∈Ｍｎ(Ｎ)ꎬ

１≤ｉꎬ ｊ≤ｎꎮ 由 Ｃ＝Ａ２ ＝ Ｉｎ 且 ｂ>０ꎬ 有 ｂｉｊ>０( ｉ≠ｊ)ꎮ 由矩阵方程 Ｂ２ ＝ Ｉ＋Ａ＋Ａ２＋２Ｂꎬ可得

∑
ｋ

ｉ ＝１
ｂｓｉｂｉｓ′ ＝ ２ｂｓｓ′＋δｓｓ′ꎮ

当 ｓ＝ ｓ′时ꎬｂ２ｓｓ＋∑
ｉ≠ｓ

ｂｓｉｂｉｓ ＝ ２ｂｓｓ＋３ꎬ从而 ｎ<５ꎮ

情形 ２　 若 Ｍ(ＡꎬＢ)≅ＺＺ３􀱇ＺＺ３􀱇􀆺􀱇ＺＺ３üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï

ｎ个

(作为 ＺＺ３ 的 Ｚ＋ ￣模)ꎮ

令 Ｉ′＝
０ ０ １
１ ０ ０
０ １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ Ｉ″＝

０ １ ０
０ ０ １
１ ０ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ此时 ＣＡ＝

Ｉ′ Ｏ Ｏ
Ｏ ⋱ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｉ′

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ Ａ２ ＝

Ｉ″ Ｏ Ｏ
Ｏ ⋱ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｉ″

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎮ

令 Ｂ＝
Ｂ１１ 􀆺 Ｂ１ｎ
⋮ ⋱ ⋮
Ｂｎ１ 􀆺 Ｂｎｎ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ根据 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｂꎬ可知 Ｂｉｊ ＝ ａｉｊ Δꎬ １≤ｉꎬ ｊ≤ｎꎬ其中 Δ＝

１ １ １
１ １ １
１ １ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ ａｉｊ∈Ｎꎮ 由

ｂ>０可知 Ｂｉｊ>０( ｉ≠ｊ)ꎬ即 ａｉｊ>０( ｉ≠ｊ)ꎮ 考虑∑
ｋ

ｉ ＝１
ＢｓｉＢｉｓ′ ＝ ２Ｂｓｓ′＋Δｓｓ′ꎬ其中 Δｓｓ′ ＝

Δꎬ ｓ＝ ｓ′
Ｏꎬ ｓ≠ｓ′{ ꎮ 当 ｓ＝ ｓ′时ꎬ则

(Ｂｓｓ) ２＋∑
ｉ≠ｓ

ＢｓｉＢｉｓ ＝ ２Ｂｓｓ＋Δｓｓꎮ

考虑该矩阵方程左右各个位置分量的值ꎬ得

３ａ２ｓｓ＋３∑
ｉ≠ｓ

ａｓｉａｉｓ ＝ ２ａｓｓ＋１ꎮ
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因为 ａｓｓ是正整数ꎬ所以 ｎ＝ １ꎮ
情形 ３　 若 Ｍ(ＡꎬＢ)≅Ｚ１􀱇Ｚ１􀱇􀆺􀱇Ｚ１üþ ýï ï ï ï ï ï

ｋ１个

􀱇ＺＺ３􀱇ＺＺ３􀱇􀆺􀱇ＺＺ３üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï

ｋ２个

(作为 ＺＺ３ 的 Ｚ＋ ￣模)ꎬ满足 ｎ＝ ｋ１＋ｋ２ꎮ

此时 Ａ＝

Ｉｋ１ Ｏ 􀆺 Ｏ

Ｏ Ｉ′ 􀆺 Ｏ
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Ｏ Ｏ 􀆺 Ｉ′

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ Ｃ＝

Ｉｋ１ Ｏ 􀆺 Ｏ

Ｏ Ｉ″ 􀆺 Ｏ
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Ｏ Ｏ 􀆺 Ｉ″

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ根据等式 ＡＢ＝ＢＡ＝Ｂꎬ有 Ｂｉｊ ＝ａｉｊΔꎬ ２≤ｉꎬ ｊ≤ｎꎬ其

中 Δ＝
１ １ １
１ １ １
１ １ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ ａｉｊ∈Ｎꎮ 由 ｂ>０ꎬ得

(１) Ｂ１１的非对角线元素都是正整数ꎻ
(２) 对于任意的 １≤ｉ≠ｊ≤ｋꎬ Ｂｉｊ都是正矩阵ꎬ即 Ｂｉｊ>０ꎮ
考虑矩阵方程 Ｂ２ ＝ Ｉ＋Ａ＋Ａ２＋２Ｂ 左右两边第 ｓ 行 ｓ′列的分块ꎬ得

∑
ｋ

ｉ ＝１
ＢｓｉＢｉｓ′ ＝ ２Ｂｓｓ′＋ δ ｓｓ′ꎬ (５)

其中 δ ｓｓ′ ＝
３Ｉꎬ ｓ＝ ｓ′＝ １
Ｉꎬ ｓ＝ ｓ′≠１
Ｏꎬ ｓ≠ｓ′

ì

î

í

ïï

ïï

ꎮ

当 ｓ＝ｓ′≠１时ꎬ式(５)变为(Ｂｓｓ)２＋∑
ｉ≠ｓ

ＢｓｉＢｉｓ ＝２Ｂｓｓ＋ Ｉꎬ其第 １行第 １列的元素满足 ３ａ２ｓｓ＋３∑
ｉ≠ｓ

ａｓｉａｉｓ ＝２ａｓｓ＋１ꎮ

若 ｋ２≥２ꎬ则等式左边≥３ａ２ｓｓ＋３>２ａｓｓ＋１矛盾ꎬ故 ｋ２ ＝ １ꎮ
当 ｓ＝ ｓ′＝ １时ꎬ式(５)变为

(Ｂ１１) ２＋∑
ｉ≠ｓ

Ｂ１ｉＢｉ１ ＝ ２Ｂ１１＋３Ｉꎮ (６)

设 Ｂ１１ ＝(ｂｉｊ)∈Ｍｋ１(Ｎ)是一个 ｋ１ 阶方阵ꎬ则
(１) 如果 ｋ１≥３ꎬ考虑式(６)两边第 １行第 １列元素ꎬ得 ｋ１≤２ꎮ
(２) 如果 ｋ１ ＝ ２ꎬ考虑式(６)两边第 １行第 １列元素ꎬ得 ｂ１１ ＝ｂ１２ ＝ｂ２１ ＝ １ꎮ
考虑式(６)两边第 １行第 ２个元素ꎬ得左边＝ｂ１１ｂ１２＋ｂ１２ｂ２２＋３＝ ４＋ｂ２２ꎬ右边＝ ２ꎬ显然左边>右边ꎬ矛盾ꎮ 综

上ꎬｋ１ ＝ １ꎬ从而 ｎ<５ꎮ 证毕ꎮ
定理 １　 群代数 ｋＡ４ 的表示环 ｒ(ｋＡ４)上的所有互不等价的不可约 Ｚ＋ ￣模为

Ｍ１(Ａ１ꎬＢ１)ꎬＭ２(Ａ２ꎬＢ２)ꎬＭ２(Ａ２ꎬ􀭺Ｂ２)ꎬＭ２(Ａ２ꎬ􀭻Ｂ２)ꎬＭ３(Ａ３ꎬＢ３)ꎬＭ３(Ａ３ꎬ􀭺Ｂ３)ꎬ

Ｍ３(Ａ′３ꎬＢ^３)ꎬＭ４(Ａ４ꎬＢ４)ꎬＭ４(Ａ′４ꎬ􀭺Ｂ４)ꎮ
证明　 由命题 １、２、３、４、５可得ꎮ 证毕ꎮ
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