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摘要:假设(ＣꎬＥꎬｓ)是 ｎ￣外角范畴ꎬ给出半泛扩张和泛扩张的定义ꎬ证明 Ｃ 中半泛扩张总是存在的ꎬ对于泛扩张的存在性给出

一个充分必要条件ꎬ推广外部三角范畴中的相关结论ꎮ
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０　 引言

作为外部三角范畴[１]的高维版本ꎬ Ｈｅｒｓｃｈｅｎｄ 等[２]给出 ｎ￣外角范畴的定义ꎬ(ｎ＋２) ￣角范畴和 ｎ￣正合范

畴都是 ｎ￣外角范畴ꎻ胡江胜等[３]通过 ｎ￣真类构造 ｎ￣外角范畴的例子ꎻＨｅｒｓｃｈｅｎｄ 等[４]通过 ｎ￣丛倾斜子范畴构

造 ｎ￣外角范畴的例子ꎻ说明不是(ｎ＋２) ￣角范畴也不是 ｎ￣正合范畴的 ｎ￣外角范畴是大量存在的ꎮ 陈小伍[５]在

阿贝尔范畴中引入泛扩张的定义ꎬ研究泛扩张和特殊的 Ａｕｓｌａｎｄｅｒ 双射之间的关系ꎮ 陈浩等[６]在外部三角

范畴中引入泛扩张的定义ꎬ并研究泛扩张相关性质ꎮ 本文将文献[６]中的部分结果推广至高维情形———ｎ￣
外角范畴的框架ꎬ不仅覆盖外部三角范畴的相关结果ꎬ而且应用到(ｎ＋２) ￣角范畴和 ｎ￣阿贝尔范畴并得到一

些新的结论ꎮ

１　 预备知识

ｎ￣外角范畴的相关定义参考文献[２]ꎮ 假设 Ｃ 是加法范畴ꎬＡｂ 是阿贝尔群范畴ꎬＥ:Ｃ ｏｐ×Ｃ→Ａｂ 是加法
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双函子ꎬ对于任意对象 ＡꎬＣ∈Ｃꎬ称 δ∈Ｅ(ＣꎬＡ)为 Ｅ￣扩张(简称扩张)ꎮ 对于任意的 ａ∈Ｃ (ＡꎬＡ′)ꎬ ｃ∈
Ｃ (Ｃ′ꎬＣ)ꎬ有交换图

Ｅ(ＣꎬＡ) →
Ｅ(Ｃꎬａ)

Ｅ(ＣꎬＡ′)
　 ↓Ｅ(ｃꎬＡ) 　 ↘Ｅ(ｃꎬａ)↓Ｅ(ｃꎬＡ′)

Ｅ(Ｃ′ꎬＡ) →
Ｅ(Ｃ′ꎬａ)

Ｅ(Ｃ′ꎬＡ′)ꎬ
ａ∗δ 和 ｃ∗δ 分别表示 Ｅ(Ｃꎬａ)(δ)和 Ｅ(ｃꎬＡ)(δ)ꎮ

假设ＡδＣ 和Ａ′δＣ′是 Ｅ￣扩张ꎬａ∈Ｃ (ＡꎬＡ′)ꎬ ｃ∈Ｃ (Ｃ′ꎬＣ)ꎮ 若满足 ａ∗δ＝ ｃ∗δ′ꎬ则称(ａꎬｃ):δ→δ′为 Ｅ￣扩张

之间的态射ꎬ由 Ｅ 的函子性推出 Ε(ｃꎬａ)(δ)＝ ａ∗(ｃ∗δ)＝ ｃ∗(ａ∗δ)ꎮ
定义 １[２] 　 假设 ＣＣ 是 Ｃ 上的复形范畴ꎬＣｎ＋２

Ｃ 表示 ＣＣ 的满子范畴ꎬ对象是形如下面的复形

Ｘ• ＝{Ｘ ｉꎬｄＸ
ｉ }:Ｘ０ →

ｄＸ０ Ｘ１ →
ｄＸ１ Ｘ２ →

ｄＸ２ 􀆺 →Ｘｎ－１ →
ｄＸｎ－１ Ｘｎ →

ｄＸｎ Ｘｎ＋１ꎬ
ｆ• ＝( ｆ ０ꎬ ｆ １ꎬ􀆺ꎬ ｆ ｎ＋１)简记态射 ｆ•:Ｘ•→Ｙ•ꎮ

定义 ２[２] 　 假设 ｓ 是 Ｅ 的一个正合实现ꎬ则有

(１) 若 ｎ￣外角‹Ｘ•ꎬδ›满足 ｓ( δ)＝ [Ｘ•] ꎬ则称 Ｘ•是 ｓ￣ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角(简称为 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣
外角) ꎮ

(２) 若对象Ｘ•∈Ｃ ｎ＋２
Ｃ 对应某个扩张 δ∈Ｅ(ＣꎬＡ)ꎬ则称 Ｘ•是一个 ｓ￣ｃｏｎｆｌａｔｉｏｎ(简称为 ｃｏｎｆｌａｔｉｏｎ)ꎮ

(３) 若 Ｃ 中的态射 ｆ 诱导出某个 ｃｏｎｆｌａｔｉｏｎ Ｘ•∈Ｃ ｎ＋２
Ｃ 满足 ｄ ０Ｘ ＝ ｆꎬ则称 ｆ 是一个 ｓ￣ｉｎｆｌａｔｉｏｎ(简称为

ｉｎｆｌａｔｉｏｎ)ꎮ
(４) 若 Ｃ 中的态射 ｆ 诱导出某个 ｃｏｎｆｌａｔｉｏｎ Ｘ•∈Ｃ ｎ＋２

Ｃ 满足 ｄ ｎ
Ｘ ＝ ｇꎬ则称 ｇ 是一个 ｓ￣ｄｅｆｌａｔｉｏｎ(简称为

ｄｅｆｌａｔｉｏｎ)ꎮ
定义 ３[２] 　 假设 Ｃ 是加法范畴ꎬＥ:Ｃ ｏｐ×Ｃ→Ａｂ 是加法双函子ꎬｓ 是 Ｅ 的正合实现ꎬ若三元组(ＣꎬＥꎬｓ)满

足如下条件ꎬ则称(ＣꎬＥꎬｓ)是 ｎ￣外角范畴:
(ＥＡ１) 假设 Ａ →ｆ Ｂ →ｇ Ｃ 是 Ｃ 中的态射序列ꎬ若 ｆ 和 ｇ 是 ｉｎｆｌａｔｉｏｎｓꎬ那么 ｇ 􀳱 ｆ 也是 ｉｎｆｌａｔｉｏｎꎮ 对偶地ꎬ

若 ｆ 和 ｇ 是 ｄｅｆｌａｔｉｏｎｓꎬ那么 ｇ 􀳱 ｆ 也是 ｄｅｆｌａｔｉｏｎꎮ
(ＥＡ２) 假设 ρ∈Ｅ(ＤꎬＡ)ꎬ ｃ∈Ｃ (ＣꎬＤ)ꎬ Ａ‹Ｘ•ꎬｃ∗ρ› Ｃ 和Ａ‹Ｙ•ꎬρ›Ｄ 是 ２ 个 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角ꎬ那么

( ｉｄＡꎬｃ)有一个 ｇｏｏｄ 提升 ｆ•ꎬ映射锥‹Ｍ•
ｆ ꎬ(ｄ Ｘ

０ )∗ρ›是一个 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角ꎮ
(ＥＡ２ｏｐ) 对偶于(ＥＡ２)ꎮ
注 １　 (１) 当 ｎ＝ １时ꎬ(ＣꎬＥꎬｓ)是 １￣外角范畴当且仅当它是外部三角范畴ꎮ
(２) 由文献[２]知ꎬ(ｎ＋２) ￣角范畴和 ｎ￣正合范畴都是 ｎ￣外角范畴ꎬ也存在既不是(ｎ＋２) ￣角范畴也不是

ｎ￣正合范畴的 ｎ￣外角范畴的例子ꎬ参考文献[３￣４ꎬ７￣８]ꎮ

２　 主要结果

若没特别说明ꎬ总假设(ＣꎬＥꎬｓ)是 ｎ￣外角范畴ꎬ对于任意 Ｃ∈Ｃꎬ Γ(Ｃ)表示 Ｃ 的自同态环ΕｎｄＣ (Ｃ)ꎮ
２.１　 ｎ￣外角范畴中半泛扩张

假设 ＸꎬＹ∈Ｃꎬ易知ＨｏｍＣ (ＹꎬＸ)具有自然的 Γ(Ｘ) ￣模结构ꎬＥ(ＹꎬＸ)也是 Γ(Ｘ) ￣模ꎬ其中模结构通过

ｆ􀅰δ:＝ ｆ∗δ＝Ｅ(Ｙꎬ ｆ)(δ)给出ꎮ
任意 Ｅ￣扩张 δ∈Ｅ(ＹꎬＸ)诱导出一个自然变换 δ＃:ＨｏｍＣ (Ｘꎬ－)→Ｅ(Ｙꎬ－)ꎮ 特别地ꎬ对于任意的 Ｚ∈Ｃꎬ

存在一个 Γ(Ｚ) ￣模之间的态射 δ＃:ＨｏｍＣ (ＸꎬＺ)→Ｅ(ＹꎬＺ):ｆ ｜→ｆ∗δꎬ因此 Ｉｍ δ＃Ｚ 是 Ｅ(ＹꎬＺ)的 Γ(Ｚ) ￣子模ꎮ

易知ＨｏｍＣ (－ꎬＸ):ａｄｄ Ｘ→Γ(Ｘ) ￣ｐｒｏｊ 是一个等价ꎬ其中 ａｄｄ Ｘ 表示由 Ｘ 的有限直和的直和项构成的 Ｃ
的满子范畴ꎬΓ(Ｘ) ￣ｐｒｏｊ 表示有限生成投射 Γ(Ｘ) ￣模构成的子范畴ꎮ 对于任意的 Ｘ∈ａｄｄ Ｚꎬ存在自然同构

Ｅ(ＹꎬＸ)→ＨｏｍΓ(Ｚ)(ＨｏｍＣ (ＸꎬＺ)ꎬＥ(ＹꎬＺ)):δ ｜→ δ＃ｚ ꎬ (１)

ＨｏｍＣ (ＹꎬＸ)→ＨｏｍΓ(Ｚ)(ＨｏｍＣ (ＸꎬＺ)ꎬＨｏｍＣ (ＹꎬＺ)):ｆ ｜→ＨｏｍＣ ( ｆꎬＺ)ꎮ (２)
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引理 １　 假设 ＫꎬＹ 是 Ｃ 中对象ꎬ对于 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角

Ｋ０→Ｋ１→Ｋ２→􀆺→Ｋｎ－１→Ｋｎ →
α１ Ｙ →

δ１ ꎬ

Ｎ０→Ｎ１→Ｎ２→􀆺→Ｎｎ－１→Ｎｎ →
α２ Ｙ →

δ２ ꎬ
考虑条件(１) 存在态射 ｖ:Ｋｎ→Ｎｎꎬ使得 α１ ＝α２ｖꎻ (２) 存在态射 ｕ:Ｋ０→Ｎ０ꎬ使得 δ２ ＝ｕ∗δ１ꎻ

(３) Ｉｍ δ＃２Ｋ⊆Ｉｍ δ＃１Ｋꎬ那么(１)⇔(２)⇒(３)ꎬ如果Ｎ０∈ａｄｄ Ｋꎬ那么(３)⇒(２)ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 假设存在态射 ｖ:Ｋｎ→Ｎｎꎬ使得 α１ ＝α２ｖꎮ 由文献[２]中命题 ３.６的对偶性得交换图

Ｋ０→Ｋ１→Ｋ２→􀆺→Ｋｎ－１→Ｋｎ →
α１ Ｙ →

δ１

↓ｕ ↓ ↓ ↓　 ↓ｖ　 ‖
Ｎ０→Ｎ１→Ｎ２→􀆺→Ｎｎ－１→Ｎｎ →

α２ Ｙ →
δ２ ꎬ

因此 δ２ ＝ｕ∗δ１ꎮ
(２)⇒(１)ꎮ 假设存在态射 ｕ:Ｋ０→Ｎ０ꎬ使得 δ２ ＝ ｕ∗δ１ꎬ那么 ｉｄ∗Ｙ δ２ ＝ ｕ∗δ１ꎬ因此(ｕꎬｉｄＹ)是 δ１ 到 δ２ 的一个

态射ꎬ通过(ＥＡ２ｏｐ)得交换图

Ｋ０→Ｋ１→Ｋ２→􀆺→Ｋｎ－１→Ｋｎ →
α１ Ｙ →

δ１

↓ｕ ↓ ↓ ↓　 ↓ｖ　 ‖ (３)
Ｎ０→Ｎ１→Ｎ２→􀆺→Ｎｎ－１→Ｎｎ →

α２ Ｙ →
δ２ ꎬ

因此 α１ ＝α２ｖꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 应用ＨｏｍＣ (－ꎬＫ)作用在交换图(３)上ꎬ得交换图

ＨｏｍＣ (Ｋ０ꎬＫ) →
δ＃１Ｋ Ｅ(ＹꎬＫ)

ＨｏｍＣ (ｕꎬＫ)↑　 　 　 ‖
ＨｏｍＣ (Ｎ０ꎬＫ) →

δ＃２Ｋ Ｅ(ＹꎬＫ)ꎬ
因此 Ｉｍ δ＃２Ｋ⊆Ｉｍ δ＃１Ｋꎮ

(３)⇒(２)ꎮ 考虑行正合的交换图

ＨｏｍＣ (Ｋ０ꎬＫ) →
δ＃１Ｋ Ｉｍ δ＃１Ｋ→０

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ↑

ＨｏｍＣ (Ｎ０ꎬＫ) →
δ＃２Ｋ Ｉｍ δ＃２Ｋ→０ꎬ

若Ｎ０∈ａｄｄ Ｋꎬ则ＨｏｍＣ (Ｎ０ꎬＫ)∈Γ(Ｋ) ￣投射ꎬ得交换图

ＨｏｍＣ (Ｋ０ꎬＫ) →
δ＃１Ｋ Ｉｍ δ＃１Ｋ→０

　 　 　 　 ↑ω 　 　 　 ↑
ＨｏｍＣ (Ｎ０ꎬＫ) →

δ＃２Ｋ Ｉｍ δ＃２Ｋ→０ꎬ
由(２)可知ꎬ存在 ｕ∈ＨｏｍＣ (Ｋ０ꎬＮ０)ꎬ使得 ＨｏｍＣ ( ｕꎬＫ) ＝ ωꎬ故 δ＃２Ｋ ＝ δ＃１Ｋ􀅰ＨｏｍＣ ( ｕꎬＫ)ꎬ因此对任意 ｆ∈

ＨｏｍＣ (Ｎ０ꎬＫ)ꎬ ｆ∗δ２ ＝ δ＃２Ｋ( ｆ)＝ (δ＃１Ｋ􀅰ＨｏｍＣ (ｕꎬＫ))( ｆ)＝ δ＃１Ｋ( ｆｕ)＝ ( ｆｕ)∗δ１ ＝ ｆ∗ｕ∗δ１ꎮ 注意到Ｎ０∈ａｄｄ Ｋꎬ那么

存在态射 ｌｉ:Ｎ０→Ｋ 和ｐｉ:Ｋ→Ｎ０ꎬ １≤ｉ≤ｎꎬ使得 ｉｄＮ０
＝∑

ｎ

ｉ ＝１
ｐｉ ｌｉꎬ故得 δ２ ＝ ｉｄＮ０∗δ２ ＝ (∑

ｎ

ｉ ＝１
ｐｉ ｌｉ)∗δ２ ＝∑

ｎ

ｉ ＝１
ｐｉ∗ ｌｉ∗δ２ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｐｉ∗ ｌｉ∗ｕ∗δ１ ＝(∑

ｎ

ｉ ＝１
ｐｉ ｌｉ)∗ｕ∗δ１ ＝ ｉｄＮ０∗ｕ∗δ１ ＝ｕ∗δ１ꎮ

命题 １　 假设

Ｋ０→Ｋ１→Ｋ２→􀆺→Ｋｎ－１→Ｋｎ →
α１ Ｙ →

δ１ ꎬ

Ｎ０→Ｎ１→Ｎ２→􀆺→Ｎｎ－１→Ｎｎ →
α２ Ｙ →

δ２

是两个 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角ꎬ则下面结论成立:
(１) 如果 α１ 和 α２ 是右等价的ꎬ那么对于任意的 Ｚ∈Ｃꎬ Ｉｍ δ＃１ Ｚ ＝ Ｉｍ δ＃２ Ｚꎻ
(２) 假设 Ｋ０ꎬＮ０∈ａｄｄ Ｚꎬ那么 α１ 和 α２ 是右等价的当且仅当对于任意的 Ｚ∈Ｃꎬ Ｉｍ δ＃１ Ｚ ＝ Ｉｍ δ＃２ Ｚꎮ
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证明　 (１) 由引理 １中(１)⇒(３)和其对偶得到ꎮ
(２) 由引理 １中(１)⇔(３)和其对偶得到ꎮ
定义 ４　 假设 Ｆ 是 Ｅ(ＹꎬＸ)的一个有限生成 Γ(Ｘ) ￣子模ꎬδ∈Ｅ(ＹꎬＸ１)ꎬ如果Ｘ１∈ａｄｄ Ｘ 并且 Ｉｍ δ＃Ｘ ＝Ｆꎬ

则称 Ｅ￣扩张 δ 是 Ｙ 通过 Ｘ 的一个半泛 Ｆ￣扩张ꎮ
如果 Ｅ(ＹꎬＸ)是一个有限生成 Γ(Ｘ) ￣模ꎬ则称一个半泛 Ｅ(ＹꎬＸ) ￣扩张是 Ｙ 通过 Ｘ 的一个半泛扩张ꎮ
注 ２　 当(ＣꎬＥꎬｓ)是外三角范畴时ꎬ定义 ４和文献[６]中定义 ３.４是一致的ꎮ
下面定理证明半泛 Ｆ￣扩张总是存在的ꎮ
定理 １　 假设 Ｆ 是 Ｅ(ＹꎬＸ)的有限生成 Γ(Ｘ) ￣子模ꎬ那么存在下面的 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角

Ｘ０→Ｘ１→Ｘ２→􀆺→Ｘｎ－１→Ｘｎ→Ｙ →δ ꎬ
满足Ｘ０∈ａｄｄ Ｘ 并且 Ｉｍ δ＃Ｘ ＝Ｆꎮ

证明　 Ｆ 是有限生成的ꎬ存在态射 ｆ:ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)→Ｅ(ＹꎬＸ)满足Ｘ０∈ａｄｄ Ｘ 并且 Ｉｍ ｆ＝Ｆꎮ 由自然同构

(１)ꎬ存在 Ｅ￣扩张 δ∈Ｅ(ＹꎬＸ０)满足 δ＃Ｘ ＝ ｆꎮ 假设 δ 对应的 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角

Ｘ０→Ｘ１→Ｘ２→􀆺→Ｘｎ－１→Ｘｎ→Ｙ →δ ꎬ
那么 Ｉｍ δ＃Ｘ ＝ Ｉｍ ｆ＝Ｆꎮ

注 ３　 假设

Ｘ０→Ｘ１→Ｘ２→􀆺→Ｘｎ－１→Ｘｎ →α Ｙ →δ ꎬ
Ｘ′０→Ｘ′１→Ｘ′２→􀆺→Ｘ′ｎ－１→Ｘ′ｎ →α′ Ｙ →δ′

是 ２个 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角ꎬδ 是 Ｙ 通过 Ｘ 的一个半泛 Ｆ￣扩张ꎬＸ′０∈ａｄｄ Ｘꎮ
(１) 据引理 １ꎬα 通过 α′分解当且仅当 Ｉｍ δ′＃Ｘ⊆Ｆꎮ
(２) 如果 δ′也是 Ｙ 通过 Ｘ 的一个半泛 Ｆ￣扩张ꎬ那么 α 和 α′是右等价的ꎬ即存在态射 ｕ∈ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ′０)ꎬ

ｕ′∈ＨｏｍＣ (Ｘ′０ꎬＸ０)使得 δ′＝ｕ∗δꎬ δ＝ｕ′∗δ′ꎬ存在 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角的交换图

Ｘ０→Ｘ１→Ｘ２→􀆺→Ｘｎ－１→Ｘｎ →α Ｙ →δ

↓ｕ ↓ ↓ ↓　 ↓ｖ　 ‖
Ｘ′０→Ｘ′１→Ｘ′２→􀆺→Ｘ′ｎ－１→Ｘ′ｎ →α′ Ｙ →δ′

↓ｕ′↓ ↓ ↓　 ↓ｖ′ ‖
Ｘ０→Ｘ１→Ｘ２→􀆺→Ｘｎ－１→Ｘｎ →α Ｙ →δ ꎮ

由注记 １、２ꎬ得下面推论ꎮ
推论 １[６] 　 假设(ＣꎬＥꎬｓ)是外部三角范畴ꎬＦ 是 Ｅ(ＹꎬＸ)的有限生成 Γ(Ｘ) ￣子模ꎬ存在下面的 ｓ￣三角

Ｘ０→Ｘ１→Ｙ →δ

满足Ｘ０∈ａｄｄ Ｘ 并且 Ｉｍ δ＃Ｘ ＝Ｆꎮ
２.２　 ｎ￣外角范畴中泛扩张

对于 Ｅ(ＹꎬＸ)的有限生成 Γ(Ｘ) ￣子模 Ｆꎬ引入泛 Ｆ￣扩张的概念ꎮ 假设 α:Ｚ→Ｙ 是一个态射ꎬ如果 β∈
ＥｎｄＣ (Ｃ)满足 αβ＝αꎬ那么 β 是自同构ꎬ则称 α 是右极小的ꎮ

引理 ２　 假设 Ｘ０→Ｘ１→Ｘ２→􀆺→Ｘｎ－１→Ｘｎ →α Ｘｎ＋１ →
δ

是一个 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角ꎬ下列说法等价:
(１) 若态射 ｕ∈ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ０)ꎬ满足 ｕ∗δ＝ δꎬ那么 ｕ 是自同构ꎻ
(２) Γ(Ｘ０) ￣模之间的态射 δ＃Ｘ０:ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ０)→Ｅ(Ｘｎ＋１ꎬＸ０)是右极小的ꎻ
(３) 假设Ｘ０∈ａｄｄ Ｘꎬ Γ(Ｘ) ￣模之间的态射 δ＃Ｘ:ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)→Ｅ(Ｘｎ＋１ꎬＸ)是右极小的ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 假设交换图

　 　 ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ０)
　 　 ↙ω ↓δ＃Ｘ０

ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ０) →
δ＃Ｘ０ Ｅ(Ｘｎ＋１ꎬＸ０)

成立ꎬ由(２)知存在 ｕ∈ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ０)ꎬ使得 ω＝ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ０)ꎬ因此 δ＃Ｘ０ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ０)＝ δ＃Ｘ０ꎬ故得 ｕ∗δ ＝ δ＃Ｘ０(ｕ)＝
(δ＃Ｘ０ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ０))(ｉｄＸ０)＝ δ

＃
Ｘ０(ｉｄＸ０)＝ ｉｄＸ０∗δ＝δꎬ由引理 ２(１)知 ｕ 是自同构ꎬ因此 ω ＝ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ０)也是自同
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构ꎬ故 δ＃Ｘ０是右极小的ꎮ
(２)⇒(１)ꎮ 假设态射 ｕ∈ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ０)ꎬ 满足 ｕ∗δ ＝ δꎮ 那么对任意 ｆ∈ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ０)ꎬ有(δ＃Ｘ０ＨｏｍＣ (ｕꎬ

Ｘ０))( ｆ)＝ δ＃Ｘ０(ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ０)( ｆ))＝ δ＃Ｘ０( ｆｕ)＝ ( ｆｕ)∗δ＝ ｆ∗ｕ∗δ＝ ｆ∗δ＝ δ
＃
Ｘ０( ｆ)ꎬ因此 δ＃Ｘ０ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ０)＝ δ＃Ｘ０ꎬ由引理

２(２)知ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ０)是自同构ꎬ因此 ｕ 是自同构ꎮ
(１)⇒(３)ꎮ 假设交换图

　 　 ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)
　 　 ↙ω ↓δ＃Ｘ

ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ) →
δ＃Ｘ Ｅ(Ｘｎ＋１ꎬＸ)

成立ꎬ由(２)知存在 ｕ∈ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ０)ꎬ使得 ω ＝ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ)ꎬ因此对任意 ｆ∈ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)ꎬ有 ｆ∗ ｕ∗ δ ＝

(ｆｕ)∗δ＝δ＃Ｘ(ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ)ｆ)＝ (δ＃Ｘ ω)(ｆ)＝ (δ＃Ｘ)(ｆ)＝ ｆ∗δꎮ 因为Ｘ０∈ａｄｄ Ｘꎬ所以存在态射 ｌｉ:Ｘ０→Ｘ 和ｐｉ:Ｘ→Ｘ０ꎬ

１≤ｉ≤ｎꎬ使得 ｉｄＸ０
＝∑

ｎ

ｉ ＝１
ｐｉ ｌｉꎬ得

δ＝ ｉｄＸ０∗δ＝(∑
ｎ

ｉ ＝１
ｐｉ ｌｉ)∗δ＝∑

ｎ

ｉ ＝１
ｐｉ∗( ｌｉ∗δ)＝∑

ｎ

ｉ ＝１
ｐｉ∗( ｌｉ∗ｕ∗δ)＝ (∑

ｎ

ｉ ＝１
ｐｉ ｌｉ)∗ｕ∗δ１ ＝ ｉｄＸ０∗ｕ∗δ１ ＝ｕ∗δꎬ

因此由引理 ２(１)得 ｕ 是自同构ꎬ那么 ω 是自同构ꎬ故 δ＃Ｘ 是右极小的ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 假设态射 ｕ∈ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ０)ꎬ满足 ｕ∗δ ＝ δꎬ那么对任意 ｆ∈ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)ꎬ有(δ＃Ｘ ＨｏｍＣ (ｕꎬ

Ｘ))( ｆ)＝ δ＃Ｘ(ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ)( ｆ))＝ δ＃Ｘ( ｆｕ)＝ ( ｆｕ)∗δ ＝ ｆ∗ｕ∗δ ＝ ｆ∗δ ＝ δ＃Ｘ( ｆ)ꎬ因此 δ＃Ｘ ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ)＝ δ＃Ｘꎮ 由引理 ２
(３)知ＨｏｍＣ (ｕꎬＸ)是自同构ꎬ因此 ｕ 是自同构ꎮ

注 ４　 假设(ＣꎬＥꎬｓ)是外部三角范畴ꎬＸ０→Ｘ１ →α Ｙ →δ 是一个 ｓ￣三角ꎬ引理 ２ 中的等价条件和 α 是右

极小的是等价的ꎮ 事实上ꎬ若态射 ｕ∈ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ０)ꎬ满足 ｕ∗δ＝ δꎬ那么 ｕ∗δ＝ ｉｄ∗Ｙ δꎬ有 ｓ￣三角的交换图

Ｘ０→Ｘ１ →α Ｙ →δ

↓ｕ↓ｖ ‖
Ｘ０→Ｘ１ →α Ｙ →δ ꎮ

因此 α＝αｖꎮ 若 α 是右极小的ꎬ那么 ｖ 是自同构ꎬ故 ｕ 也是自同构ꎮ 反之ꎬ对于任意态射 ｖ∈ＨｏｍＣ (Ｘ１ꎬＸ１)ꎬ
满足 αｖ＝αꎬ那么有 ｓ￣三角的交换图

Ｘ０→Ｘ１ →α Ｙ →δ

↓ｕ↓ｖ ‖
Ｘ０→Ｘ１ →α Ｙ →δ ꎮ

说明 ｕ∗δ＝ δꎮ 若 ｕ 是自同构ꎬ那么 ｖ 是自同构ꎬ故 α 是右极小的ꎮ
定义 ５　 假设 Ｆ 是 Ｅ(ＹꎬＸ)的一个有限生成 Γ(Ｘ) ￣子模ꎬ若一个 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角

(Ｘ•ꎬδ):Ｘ０→Ｘ１→Ｘ２→􀆺→Ｘｎ－１→Ｘｎ →α Ｙ →δ

满足条件

(１) Ｘ０∈ａｄｄ Ｘꎬ
(２) Ｉｍ δ＃Ｘ ＝Ｆꎬ
(３) Γ(Ｘ) ￣模之间的态射 δ＃Ｘ:ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)→Ｅ(ＹꎬＸ)是右极小的ꎬ

则称 δ 是 Ｙ 通过 Ｘ 的一个泛 Ｆ￣扩张ꎮ
如果 Ｅ(ＹꎬＸ)是一个有限生成 Γ(Ｘ) ￣模ꎬ那么一个泛 Ｅ(ＹꎬＸ) ￣扩张是 Ｙ 通过 Ｘ 的一个扩张ꎮ
注 ５　 (１) 假设 Ｆ 是 Ｅ(ＹꎬＸ)的一个有限生成 Γ(Ｘ) ￣子模ꎬ

(Ｘ•ꎬδ):Ｘ０→Ｘ１→Ｘ２→􀆺→Ｘｎ－１→Ｘｎ →α Ｙ →δ

是一个 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角ꎬ下列等价:
(ⅰ) δ 是 Ｙ 通过 Ｘ 的一个泛 Ｆ￣扩张ꎻ
(ⅱ) δ 是 Ｙ 通过 Ｘ 的一个半泛 Ｆ￣扩张ꎬ且 Γ(Ｘ) ￣模之间的态射δ＃Ｘ :ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)→Ｅ(ＹꎬＸ)是右极

小的ꎮ
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(２) 由注 ４知ꎬ当(ＣꎬＥꎬｓ)是外三角范畴时ꎬ定义 ５和文献[６]中定义 ３.８是一致的ꎮ
对于泛 Ｆ￣扩张的存在性ꎬ定理 ２给了一个充分必要条件ꎮ
定理 ２　 假设 Ｆ 是 Ｅ(ＹꎬＸ)的有限生成 Γ(Ｘ) ￣子模ꎬ那么泛 Ｆ￣扩张是存在的当且仅当 Γ(Ｘ) ￣模 Ｆ 有投

射盖ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 假设 Ｘ０→Ｘ１→Ｘ２→􀆺→Ｘｎ－１→Ｘｎ →α Ｙ →δ 是 Ｙ 通过 Ｘ 的一个泛 Ｆ￣扩张ꎬＸ０∈ａｄｄ Ｘ 说明

态射ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)是一个投射 Γ(Ｘ) ￣模ꎬＩｍ δ＃Ｘ ＝ Ｆ 说明 δ＃Ｘ:ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)→Ｆ 是满的ꎬδ＃Ｘ:ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)→
Ｅ(ＹꎬＸ)是右极小的ꎬ故ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)→Ｆ 是右极小的ꎬ表明ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)是 Ｆ 的投射盖ꎮ

⇐ꎮ 假设 Ｆ 有投射盖ꎬ因为 Ｆ 是 Ｅ ( ＹꎬＸ)的有限生成 Γ (Ｘ) ￣子模ꎬ所以取 Γ (Ｘ) ￣模之间的态射

ω:ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)→Ｅ(ＹꎬＸ)ꎬ满足Ｘ０∈ａｄｄ Ｘꎬ Ｉｍ δ＃Ｘ ＝Ｆꎬ且满态射 ω:ＨｏｍＣ (Ｘ０ꎬＸ)→Ｆ 是 Ｆ 的投射盖ꎮ 特别

地ꎬω 是右极小的ꎬ由(１)知存在 Ｅ￣扩张 δ∈Ｅ(ＹꎬＸ０)使得 ω＝ δ＃Ｘꎮ 假设 Ｘ０→Ｘ１→Ｘ２→􀆺→Ｘｎ－１→Ｘｎ →
α Ｙ→δ 是

上述 Ｅ￣扩张 δ 所对应的 ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄ ｎ￣外角ꎬＹ 通过 Ｘ 的泛 Ｆ￣扩张ꎮ
由注 １、５得到推论 ２ꎮ
推论 ２[６] 　 如果(ＣꎬＥꎬｓ)是外部三角范畴ꎬＦ 是 Ｅ(ＹꎬＸ)的有限生成 Γ(Ｘ) ￣子模ꎬ那么泛 Ｆ￣扩张是存在

的当且仅当 Γ(Ｘ) ￣模 Ｆ 有投射盖ꎮ
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