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非线性 Ｓｏｂｏｌｅｖ－Ｇａｌｐｅｒｎ 型方程的超收敛分析

李素丽ꎬ谢华朝∗

(河南财经政法大学数学与信息科学学院ꎬ 河南 郑州 ４５００４６)

摘要:用低阶混合有限元(Ｑ１１＋Ｑ０１×Ｑ１０)研究非线性 Ｓｏｂｏｌｅｖ－Ｇａｌｐｅｒｎ 型方程ꎮ 利用双线性元 Ｑ１１及 Ｑ０１×Ｑ１０元的高精度结果

和平均值技巧ꎬ得到方程半离散格式的 Ｏ(ｈ２)阶超收敛结果ꎮ 对于方程线性化的全离散格式ꎬ得到具有 Ｏ(ｈ２＋τ２)阶的超收

敛结果ꎬ其中 ｈ 是空间剖分参数ꎬτ 是时间步长ꎮ 最后ꎬ通过数值算例证实理论分析的正确性ꎮ
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０　 引言

研究如下非线性 Ｓｏｂｏｌｅｖ－Ｇａｌｐｅｒｎ 型方程:
ｄ( ｔ)ｕｔ－ｄｉｖ(ａ(ｕ)Ñｕｔ＋ｂ(ｕ)Ñｕ)＋ｅ( ｔ)􀅰Ñｕ＝ ｆ(ｕ)ꎬ　 (Ｘꎬｔ)∈Ω ×(０ꎬＴ]ꎬ

ｕ(Ｘꎬｔ)＝ ０ꎬ (Ｘꎬｔ)∈∂Ω ×(０ꎬＴ]ꎬ
ｕ(Ｘꎬ０)＝ ｕ０(Ｘ)ꎬ Ｘ∈Ωꎬ

ì
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ïï

(１)

式中:空间变量 Ｘ＝(ｘꎬｙ)ꎻΩ 是 Ｒ２ 中边界为∂Ω 的有界凸区域ꎻｕ０(Ｘ)是已知的函数ꎻ非线性函数 ａ(ｕ)、
ｂ(ｕ)和 ｆ(ｕ)都关于 ｕ 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件ꎻ标量函数 ｄ( ｔ)和矢量函数 ｅ( ｔ)都是关于 ｔ 的有界函数ꎮ 存在正

常数 ａ０、ａ、ｂ０、ｂ、ｄ０、ｄ、ｅ０ꎬ使得

ａ０≤ａ(ｕ)≤ａꎬ　 ｂ０≤ｂ(ｕ)≤ｂꎬ　 ｄ０≤ｄ( ｔ)≤ｄꎬ　 ｜ ｅ( ｔ) ｜≤ｅ０ꎮ
Ｓｏｂｏｌｅｖ－Ｇａｌｐｅｒｎ 型方程在液体的渗透、土壤的湿气迁移、介质的热传导、黏土的加固理论等数学物理问

题中都有广泛的应用ꎮ 对于问题(１)的半线性情形ꎬ施德明[１]用不动点理论得到解的存在唯一性ꎮ 文献

[２￣３]用非协调有限元得到一些解的误差估计和超逼近结果ꎮ
混合有限元方法[４]是求解偏微分方程数值解的有效方法之一ꎮ 陈绍春等[５]对二阶椭圆问题ꎬ给出一种
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自由度少且能够满足 Ｂ￣Ｂ 条件的混合有限元格式ꎬ 并得到的最优误差估计ꎮ 石东洋等[６]进一步给出其超

收敛分析ꎮ 文献[７]又将该格式应用于 Ｓｏｂｏｌｅｖ 方程的超收敛性分析ꎮ 对非线 Ｓｏｂｏｌｅｖ 方程ꎬ Ｓｈｉ 等[８]用
混合元建立一个时间离散系统ꎬ 得到无网格比的超逼近和超收敛结果ꎮ 文献[９￣１１]用 Ｈ１￣Ｇａｌｅｒｋｉｎ 混合有

限元方法研究相关方程解的数值性质ꎮ 当时间步长和空间剖分参数有关时ꎬ文献[１２￣１５]得到一些有网格比

的最优误差估计ꎮ 为了去掉网格比的条件限制ꎬ在文献[１６￣１７]中ꎬ利用分裂技巧ꎬ 得到无条件的最优误差

估计结果ꎮ
研究非线性问题的(超)收敛性ꎬ一般需要与一个超接近函数进行比较ꎮ 超接近函数是插值算子 Ｉｈｕ、

Πｈ ｐꎬ也可以是一个线性化问题的有限元解ꎮ 但无论哪种方法ꎬ最后都有二次余项出现ꎮ 为了消除这些二次

余项ꎬ 可以使用嵌入定理和逆估计ꎮ 本文研究非线性方程(１)的半离散格式和线性化的全离散格式的超收

敛性质ꎬ利用 Ｑ１１＋Ｑ０１×Ｑ１０有限元ꎬ 引入中间变量 ｐ＝ａ(ｕ)Ñｕｔ＋ｂ(ｕ)Ñｕꎬ建立混合元逼近格式ꎮ 利用 ２ 个单

元高精度结果[１８￣１９]ꎬ 得到半离散格式 Ｏ(ｈ２)阶的超收敛结果ꎮ 对于线性化的全离散格式ꎬ利用预估校正等

技巧ꎬ得到原始变量 ｕ 和中间变量 ｐ 具有 Ｏ(ｈ２＋τ２)阶的超收敛估计ꎮ
本文 Ｗｍꎬｑ(Ω)表示通常的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间ꎬ其半范和范数分别记为 ｜􀅰｜ ｍꎬｑ和‖􀅰‖ｍꎬｑꎮ 特别地ꎬｑ ＝ ２ 时ꎬ

Ｗｍꎬ２(Ω)简记为 Ｈｍ(Ω)ꎬ 相应的半范和范数简记为 ｜􀅰｜ ｍ 和‖􀅰‖ｍꎬ记

‖φ‖Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＨｋ(Ω))􀰛 ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖φ‖Ｈｋ(Ω)ꎬ　 ‖φ‖２

Ｌ２(ａꎬｂꎻＨｋ(Ω))􀰛 ∫ｂ
ａ
‖φ‖２

Ｈｋ(Ω)ｄｔꎮ

文中出现的 Ｃ 均表示与剖分尺寸无关的常数ꎬ 在不同的地方取值不相等ꎮ

１　 混合有限元的构造及性质

假设 Ω 是边界分别平行于 ｘ 轴与 ｙ 轴的矩形区域、Ｔｈ 是 Ω 中的正则矩形剖分族ꎮ 设 Ｋ∈Ｔｈꎬ它的中心

点是(ｘｋꎬｙｋ)ꎬ平行于 ｘ 轴与 ｙ 轴的边长度分别为 ２ｈｘꎬｋ、２ｈｙꎬｋꎬ４个顶点为

ａ１(ｘｋ－ｈｘꎬｋꎬｙｋ－ｈｙꎬｋ)ꎬ
ａ２(ｘｋ＋ｈｘꎬｋꎬｙｋ－ｈｙꎬｋ)ꎬ
ａ３(ｘｋ＋ｈｘꎬｋꎬｙｋ＋ｈｙꎬｋ)ꎬ
ａ４(ｘｋ－ｈｘꎬｋꎬｙｋ＋ｈｙꎬｋ)ꎬ

４条边为 ｌｉ ＝ａｉａｉ＋１ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４(ｍｏｄ ４)ꎬ 记 ｈＫ ＝ｍａｘ{ｘｋꎬｙｋ}ꎬ ｈ＝ｍａｘ
Ｋ∈Ｔｈ
{ｈＫ}ꎮ

定义有限元空间为

Ｖｈ ＝{ｖ:ｖ ｜ Ｋ∈Ｑ１１(Ｋ)ꎬ ∀Ｋ∈Ｔｈ}ꎬ　 Ｖ ０ｈ ＝{ｖ:ｖ∈Ｖｈꎬｖ ｜ ∂Ω ＝ ０}ꎬ
Ｗｈ ＝{ｗ＝(ｗ１ꎬｗ２)∈(Ｌ２(Ω)) ２ꎻ 　 ｗ ｜ Ｋ∈Ｑ０１(Ｋ)×Ｑ１０(Ｋ)ꎬＫ∈Ｔｈ}ꎮ

其中ꎬＱｍｎ ＝ ｓｐａｎ{ｘｉｙ ｊꎬ ０≤ｉ≤ｍꎬ ０≤ｊ≤ｎ}ꎮ
定义插值算子 Ｉｈｕ 和 Πｈ ｐ分别为

Ｉｈ:ｖ∈Ｈ２(Ω)→Ｉｈｖ∈Ｖｈꎬ Ｉｈ ｜ Ｋ∈ＩＫꎬ ＩＫｖ(ａｉ)＝ ｖ(ａｉ)ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬ４ꎬ

Πｈ:ｐ∈(Ｈ１(Ω)) ２→Πｈ ｐ∈Ｗｈꎬ Πｈ ｜ Ｋ∈ΠＫꎬ ∫
ｌ ｉ
(ｐ－Πｈ ｐ)􀅰ｎｉｄｓ＝ ０ꎬ

其中 ｎｉ 是 ｌｉ 的单位切向量ꎮ
引理 １[１９] 　 假设 ｕ∈Ｈ ３(Ω)ꎬ ｐ＝(ｐ１ꎬｐ２)∈(Ｈ２(Ω)) ２ꎬ ｖ∈Ｖｈꎬ φ∈Ｖ ０ｈ ꎬ ｗ∈Ｗｈꎬ则有

(Ñ(ｕ－Ｉｈｕ)ꎬÑｖ)≤Ｃｈ２ ｜ ｕ ｜ ３‖ｖ‖１ꎬ (２)
(ｐ－Πｈ ｐꎬｗ)≤Ｃｈ２ ｜ ｐ ｜ ２‖ｗ‖０ꎬ (３)
(ｐ－Πｈ ｐꎬÑφ)≤Ｃｈ２ ｜ ｐ ｜ ２‖Ñφ‖０ꎮ (４)

定义 Ｒｉｔｚ 投影算子Ｒｈ:ｕ∈Ｈ１０(Ω)→Ｒｈｕ∈Ｖ ０ｈ ꎬ满足

(ÑＲｈｕꎬÑｖ)＝ (ÑｕꎬÑｖ)ꎬ　 ｖ∈Ｖ ０ｈ ꎮ (５)
对于 ｕ∈Ｈ１０(Ω)∩Ｈ３(Ω)ꎬ 有
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‖ｕ－Ｒｈｕ‖０＋ｈ‖Ñ(ｕ－Ｒｈｕ)‖０≤Ｃｈ２‖ｕ‖２ꎬ　 ‖Ｉｈｕ－Ｒｈｕ‖１≤Ｃｈ２‖ｕ‖３ꎮ (６)
插值算子 Ｉｈｕ 和 Πｈ ｐ在超收敛理论中称为超接近函数ꎬ 因为插值算子和有限元解 Ｉｈｕ－Ｕ(对二阶椭圆算

子)及 Πｈ ｐ－Ｐ(对函数的 Ｌ２ 逼近)有整体的超收敛精度ꎬ 这里 Ｕ 和 Ｐ 分别是 ｕ 和 ｐ 的有限元解ꎬ所以误差

ｕ－Ｕ＝(ｕ－Ｉｈｕ)＋(Ｉｈｕ－Ｕ)中ꎬｕ－Ｉｈｕ 的分析是已知的ꎬ(ｐ－Ｐ＝ｐ－Πｈ ｐ＋Πｈ ｐ－Ｐ 的分析类似)ꎮ 它们在方程中将成

为高阶量(对于二次算子 Ｉｈｕꎬ余项 ｕ－Ｉｈｕ 有 Ｇａｕｓｓ－Ｌｏｂａｔｔｏ 结构ꎬ即在 ３阶的 Ｌｏｂａｔｔｏ 点(包括角节点)上有 ４阶
精度ꎬ 梯度在 ２阶 Ｇａｕｓｓ 点上有 ３阶精度)ꎮ 于是下面的超收敛分析中把问题归为估计 Ｉｈｕ－Ｕ 和 Πｈ ｐ－Ｐꎮ

２　 半离散格式下的超收敛分析

令 ｐ＝ａ(ｕ)Ñｕｔ＋ｂ(ｕ)Ñｕꎬ则问题(１)化为

ｐ＝ａ(ｕ)Ñｕｔ＋ｂ(ｕ)Ñｕꎬ　 　 　 　 　 (Ｘꎬｔ)∈Ω ×(０ꎬＴ]ꎬ

ｄ( ｔ)ｕｔ－ｄｉｖ(ｐ)＋ｅ( ｔ)􀅰Ñｕ＝ ｆ(ｕ)ꎬ　 (Ｘꎬｔ)∈Ω ×(０ꎬＴ]ꎬ

ｕ(Ｘꎬｔ)＝ ０ꎬ (Ｘꎬｔ)∈∂Ω ×(０ꎬＴ]ꎬ
ｕ(Ｘꎬ０)＝ ｕ０(Ｘ)ꎬ Ｘ∈Ωꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(７)

与方程(７)对应的变分形式为:求(ｕꎬｐ):[０ꎬＴ]→Ｈ１０(Ω)×(Ｌ２(Ω)) ２ꎬ使得

Ｌ１(ｕꎬｖ)＝ ｄ( ｔ)(ｕｔꎬｖ)＋(ｐꎬÑｖ)＋ｅ( ｔ)(Ñｕꎬｖ)－( ｆ(ｕ)ꎬｖ)＝ ０ꎬ　 ｖ∈Ｈ１０(Ω)ꎬ

Ｌ２(ｐꎬｗ)＝ (ａ(ｕ)Ñｕｔꎬｗ)＋(ｂ(ｕ)Ñｕꎬｗ)－(ｐꎬｗ)＝ ０ꎬ ｗ∈(Ｌ２(Ω)) ２ꎮ{ (８)

与(８)对应的半离散逼近格式为: 求(ｕｈꎬｐｈ):[０ꎬＴ]→Ｖｈ×Ｗｈꎬ 满足

Ｌ１(ｕｈꎬｖ)＝ ｄ( ｔ)(ｕｈｔꎬｖ)＋(ｐｈꎬÑｖ)＋ｅ( ｔ)(Ñｕｈꎬｖ)－( ｆ(ｕｈ)ꎬｖ)＝ ０ꎬ　 ∀ｖ∈Ｖ ０ｈ ꎬ

Ｌ２(ｐｈꎬｗ)＝ (ａ(ｕｈ)Ñｕｈｔꎬｗ)＋(ｂ(ｕｈ)Ñｕｈꎬｗ)－(ｐｈꎬｗ)＝ ０ꎬ　 ｗ∈Ｗｈꎬ

ｕｈ(Ｘꎬ０)＝ Ｒｈｕ０(Ｘ)ꎬ　 Ｘ∈Ωꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(９)

根据微分方程理论[２０]ꎬ 问题(９)的解存在且唯一ꎮ 在下面的分析中ꎬ 把误差分成

ｕ－ｕｈ ＝(ｕ－Ｒｈｕ)＋(Ｒｈｕ－ｕｈ)􀰛η＋ξꎬ
ｐ－ｐｈ ＝(ｐ－Πｈ ｐ)＋(Πｈ ｐ－ｐｈ)􀰛ｒ＋θꎮ

定理 １　 设(ｕꎬｐ)和(ｕｈꎬ ｐｈ)分别是(８)和(９)的解ꎬｕꎬ ｕｔ∈Ｈ３(Ω)ꎬ ｐ∈(Ｈ２(Ω)) ２ꎬ则有

‖Ｉｈｕ－ｕｈ‖１＋‖θ‖０ ＝Ｏ(ｈ２)ꎮ (１０)
　 　 证明　 对任意的 ｖ∈Ｖ ０ｈ ꎬ ｗ∈Ｗｈꎬ 计算 Ｌ１(ｕꎬｖ)－Ｌ１(ｕｈꎬｖ)ꎬ Ｌ２(ｐꎬｗ)－Ｌ２(ｐｈꎬｗ)ꎬ得误差方程

ｄ( ｔ)(ηｔ＋ξｔꎬｖ)＋(ｒ＋θꎬÑｖ)＋ｅ( ｔ)(Ñη＋Ñξꎬｖ)＝ ( ｆ(ｕ)－ｆ(ｕｈ)ꎬｖ)ꎬ
(θꎬｗ)－(ａ(ｕｈ)Ñξｔꎬｗ)－(ｂ(ｕｈ)Ñξꎬｗ)＝ －(ｒꎬｗ)＋(ａ(ｕ)Ñηｔꎬｗ)
　 ＋((ａ(ｕ)－ａ(ｕｈ))ÑＲｈｕｔꎬｗ)＋((ｂ(ｕ)－ｂ(ｕｈ))ÑＲｈｕꎬｗ)＋(ｂ(ｕ)Ñηꎬｗ)ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１１)

在方程(１１)中ꎬ 令 ｖ＝ ξｔꎬ ｗ＝Ñξｔꎬ 有

ｄ( ｔ)‖ξｔ‖２
０＋(ａ(ｕｈ)ÑξｔꎬÑξｔ)＝ －(ｂ(ｕｈ)ÑξꎬÑξｔ)－(ａ(ｕ)ÑηｔꎬÑξｔ)－((ａ(ｕ)－ａ(ｕｈ))ÑＲｈｕｔꎬÑξｔ)

－((ｂ(ｕ)－ｂ(ｕｈ))ÑＲｈｕꎬÑξｔ)－(ｂ(ｕ)ÑηꎬÑξｔ)－ｄ( ｔ)(ηｔꎬξｔ)

－ｅ( ｔ)(Ñξꎬξｔ)－ｅ( ｔ)(Ñηꎬξｔ)＋( ｆ(ｕ)－ｆ(ｕｈ)ꎬξｔ)􀰛∑
９

ｉ ＝１
Ａ ｉꎮ

记 ｋ＝ｍｉｎ{ａ０ꎬｄ０}ꎬ那么

ｋ‖ξｔ‖２
１≤ｄ( ｔ)‖ξｔ‖２

０＋(ａ(ｕｈ)ÑξｔꎬÑξｔ)􀰛∑
９

ｉ ＝１
Ａ ｉꎮ (１２)

由于 ξ(Ｘꎬ０)＝ ０ꎬ因此Ñξ(Ｘꎬ０)＝ ０ꎬ则

｜Ａ１＋Ａ７ ｜≤Ｃ‖ξ‖２
１＋

ｋ
８
‖ξｔ‖２

１≤Ｃ∫ ｔ
０
‖ξｔ‖２

１ｄｔ＋
ｋ
８
‖ξｔ‖２

１ꎮ

对于任意的 ϕ∈Ｗ１ꎬ∞ (Ω)ꎬ在单元 Ｋ 上的平均值为􀭺ϕ ｜ Ｋ ＝
１
Ｋ ∫Ｋϕｄｘｄｙꎬ则有
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ϕ－􀭺ϕ ｜ Ｋ ≤Ｃｈ‖ϕ‖１ꎬ∞ ꎬＫꎮ
结合式(５)和(６)ꎬ 可得

｜Ａ２ ｜ ＝ ｜∑
Ｋ
(ａ(ｕ)－ａ(ｕ) ｜ Ｋ)ÑηｔꎬÑξｔ( ) Ｋ ｜ ＋ ｜∑

Ｋ
ａ(ｕ) ｜ Ｋ(ÑηｔꎬÑξｔ) ｜

≤Ｃｈ２‖ｕｔ‖２‖ξｔ‖１≤Ｃｈ４‖ｕｔ‖２
２＋

ｋ
８
‖ξｔ‖２

１ꎮ

同理有 ｜Ａ５＋Ａ６＋Ａ８ ｜≤Ｃｈ４(‖ｕ‖２
３＋‖ｕｔ‖２

３)＋
ｋ
８
‖ξｔ‖２

１ꎮ 由 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理知 Ｈ２(Ω)aＣ ０(Ω)ꎬ结合插值

定理ꎬ 可得

‖ÑＲｈｕ‖０ꎬ∞≤Ｃ‖ÑＲｈｕ‖２≤‖Ｒｈｕ－ｕ‖３＋‖Ñｕ‖２≤Ｃ‖ｕ‖３≤Ｃꎬ (１３)
‖ÑＲｈｕｔ‖０ꎬ∞≤Ｃ‖ÑＲｈｕｔ‖２≤‖Ｒｈｕｔ－ｕｔ‖３＋‖Ñｕｔ‖２≤Ｃ‖ｕｔ‖３≤Ｃꎮ (１４)

利用式(２)、(６)以及估计(１３)、(１４)ꎬ 知

Ａ３＋Ａ４ ≤ Ｃ∑
Ｋ
(‖ÑＲｈｕ‖０ꎬ∞ ꎬＫ＋‖ÑＲｈｕｔ‖０ꎬ∞ ꎬＫ)(‖ξ‖０＋‖η‖０)‖Ñξｔ‖０

≤Ｃｈ４‖ｕ‖２
３＋Ｃ∫ ｔ

０
‖ξｔ‖２

１ｄｔ＋
ｋ
８
‖ξｔ‖２

１ꎮ

由于函数 ｆ(ｕ)关于 ｕ 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件ꎬ 则

Ａ９≤Ｃｈ４‖ｕ‖２
３＋Ｃ ∫ ｔ

０
‖ξｔ‖２

１ｄｔꎮ

结合式(１２)和 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ有
‖ξｔ‖２

１≤Ｃｈ４(‖ｕ‖２
３＋‖ｕｔ‖２

３)ꎮ (１５)
因此

‖ξ‖２
１≤ ∫ｔ

０
‖ξｔ‖２

１ｄｔ≤ Ｃｈ４∫ｔ
０
(‖ｕｔ‖２

３ ＋‖ｕ‖２
３)ｄｔꎮ (１６)

利用式(６)知
‖Ｉｈｕ－ｕｈ‖１ ＝‖Ｉｈｕ－Ｒｈｕ＋Ｒｈｕ－ｕｈ‖１≤‖Ｉｈｕ－Ｒｈｕ‖１＋‖ξ‖１≤Ｃｈ２ꎮ (１７)

在方程(１１)的第 ２个式子中ꎬ令 ｗ＝ θꎬ则有

(θꎬθ)＝ (ａ(ｕｈ)Ñξｔꎬθ)＋(ｂ(ｕｈ)Ñξꎬθ)－(ｒꎬθ)＋(ａ(ｕ)Ñηｔꎬθ)＋(ｂ(ｕ)Ñηꎬθ)

＋((ａ(ｕ)－ａ(ｕｈ))ÑＲｈｕｔꎬθ)＋((ｂ(ｕ)－ｂ(ｕｈ))ÑＲｈｕꎬθ)􀰛∑
７

ｉ ＝１
Ｂ ｉꎮ

由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和式(２)ꎬ导出 Ｂ３≤Ｃｈ４‖ｐ‖２
２＋
１
８
‖θ‖２

０ꎮ 类似式(１６)的推导过程ꎬ 可得

∑
７

ｉ ＝１
Ｂ ｉ≤Ｃｈ４[‖ｕｔ‖２

３＋‖ｕ‖２
３＋‖ｐ‖２

２＋ ∫ｔ
０
(‖ｕｔ‖２

３＋‖ｕ‖２
３)ｄｔ]＋

１
４
‖θ‖２

０ꎬ

所以

‖θ‖２
０≤Ｃｈ４[‖ｕｔ‖２

３＋‖ｕ‖２
３＋‖ｐ‖２

２＋ ∫ｔ
０
(‖ｕｔ‖２

３＋‖ｕ‖２
３)ｄｔ]ꎮ (１８)

由式(１７)、(１８)得‖θ‖０＋‖Ｉｈｕ－ｕｈ‖１≤Ｃｈ２ꎮ 证毕ꎮ

３　 线性化全离散格式下的超收敛分析

下面研究方程(１)线性化的全离散格式ꎮ 该格式的优点是不用在每一时间层都求解非线性方程ꎬ在提

升计算速度的同时也不会降低计算精度ꎮ 设 ０＝ ｔ０<ｔ１<􀆺<ｔＮ ＝Ｔ 为[０ꎬＴ]的等距剖分ꎬ ｔｎ ＝ ｎτꎬ ｎ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮꎬ

τ＝ Ｔ
Ｎ
ꎮ 对函数列{ϕｎ} Ｎ

ｎ＝０ꎬ记 ϕｎ ＝ϕ(Ｘꎬｔｎ)ꎬ Ｄｔϕｎ ＝ １
τ
(ϕｎ－ϕｎ－１)(ｎ≥１)ꎮ 讨论线性化格式的必要条件是: 与

ｔ 有关的系数取中点值 ｔｎ－ １２ ＝
１
２
( ｔｎ＋ｔｎ－１)ꎬ函数用平均 􀭺ϕｎ ＝ １

２
(ϕｎ＋ϕｎ＋１)ꎬ保证时间精度为二阶ꎮ 但这种格式
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导出的是一个非线性方程组ꎬ求解比较麻烦ꎮ 为了避免这种情况ꎬ对不含导数的函数(弱项)采用时间外推

算法ϕ^ｎ ＝ １
２
(３ϕｎ－１－ϕｎ－２)ꎬ(ｎ≥２)ꎮ 第 ｎ≥２ 层离散格式可像线性方程那样可以直接求解ꎬ而无需迭代ꎮ 因

此ꎬ 只需要对 ｎ＝ １时单独计算(文献[２１])即可ꎮ
利用平均外推算子ꎬ当 ｎ≥２时ꎬ定义方程(８)的线性化全离散格式: 求(Ｕ ｎꎬＰ ｎ):[０ꎬＴ]→Ｖ ０ｈ ×Ｗｈꎬ对任

意的 ｖ∈Ｖ ０ｈ ꎬ ｗ∈Ｗｈꎬ 使得

Ｌｎ
１(Ｕ ｎꎬｖ)＝ ｄｎ(ＤｔＵ ｎꎬｖ)＋(Ｐ ｎꎬÑｖ)＋ｅｎ(ÑＵ ｎꎬｖ)－( ｆ(Ｕ^ ｎ)ꎬｖ)＝ ０ꎬ

Ｌｎ
２(Ｐ ｎꎬｗ)＝ (ａ(Ｕ^ ｎ)ÑＤｔＵｎꎬｗ)＋(ｂ(Ｕ^ｎ)Ñ􀭺Ｕｎꎬｗ)－(Ｐｎꎬｗ)＝ ０ꎮ{ (１９)

当 ｎ＝ １时ꎬ用预估－校正方法估计{Ｕ１ꎬＰ１}ꎮ 记 Ｕ０ ＝ ｕ０ꎬ ｐ０ ＝ ａ(ｕ０)Ñｕ０ｔ ＋ｂ(ｕ０)Ñｕ０ꎬ Ｐ０ ＝Πｈ ｐ０ꎬ这里 ｕ０

是 ｔ＝ ０时微分方程(１)的解ꎮ 对 ｖ∈Ｖ ０ｈ ꎬ ｗ∈Ｗｈꎬ首先考虑

ｄ１
Ｕ１ꎬ０－Ｕ ０

τ
ꎬｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｐ１ꎬ０＋Ｐ ０

２
ꎬÑｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｅ１

ÑＵ１ꎬ０＋ÑＵ ０

２
ꎬｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝( ｆ(Ｕ ０)ꎬｖ)ꎬ

ａ(Ｕ ０)ÑＵ１ꎬ０－ÑＵ ０

τ
ꎬ ｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｂ(Ｕ ０)ÑＵ１ꎬ０＋ÑＵ ０

２
ꎬｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｐ１ꎬ０＋Ｐ０

２
ꎬｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２０)

再考虑

ｄ１(ＤｔＵ １ꎬｖ)＋(Ｐ０ꎬÑｖ)＋ｅ１(ÑＵ ０ꎬｖ)＝ ｆ Ｕ １ꎬ０＋Ｕ ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ａ Ｕ１ꎬ０＋Ｕ ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷Ｄｔ ÑＵ１ꎬｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｂ Ｕ１ꎬ０＋Ｕ ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ÑＵ０ꎬ ｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｐ０ꎬｗ( ) ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(２１)

在下面的分析中ꎬ 记

ｕ１－Ｕ１ꎬ０ ＝(ｕ１－Ｒｈｕ１)＋(Ｒｈｕ１－Ｕ１ꎬ０)􀰛η１＋ξ１ꎬ０ꎬ

ｐ１－Ｐ１ꎬ０ ＝(ｐ１－Πｈ ｐ１)＋(Πｈ ｐ１－Ｐ１ꎬ０)􀰛ｒ１＋θ１ꎬ０ꎬ

ｕｉ－Ｕｉ ＝(ｕｉ－Ｒｈｕｉ)＋(Ｒｈｕｉ－Ｕｉ)􀰛ηｉ＋ξｉꎬ

ｐｉ－Ｐ ｉ ＝(ｐｉ－Πｈ ｐｉ)＋(Πｈ ｐｉ－Ｐ ｉ)􀰛ｒｉ＋θｉꎬ　 ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮꎮ
定理 ２　 设(ｕꎬ ｐ)和(ＵｎꎬＰｎ)分别是方程(８)和方程(１９)—(２１)的解ꎬ 函数 ｕ、ｕｔ∈Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＨ ３(Ω))ꎬ

且函数 ｐ∈Ｌ∞ (０ꎬＴꎻ(Ｈ２(Ω)) ２)ꎬ 则对任意的 １≤ｎ≤Ｎꎬ有
‖Ｉｈｕｎ－Ｕ ｎ‖１＋‖θｎ‖０≤Ｃ(ｈ２＋τ２)ꎬ (２２)

其中ꎬＣ 和 ｕ、 ｆ 有关ꎬ但不依赖 ｎ、ｈ 和 τꎮ
证明　 首先证 ｎ＝ １的情形ꎮ 由方程(８)、(２０)可得误差方程

ｄ１
ξ１ꎬ０

τ
ꎬｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｄ１(Ｄｔη１ꎬｖ)＋

θ１ꎬ０

２
ꎬÑｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋(ｒ０ꎬÑｖ)＋ｅ１

Ñξ１ꎬ０

２
ꎬｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｅ１(Ñη０ꎬｖ)＝ (Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３ꎬｖ)＋(Ｓ４ꎬÑｖ)ꎬ

ａ(Ｕ ０)Ñξ１ꎬ０

τ
ꎬｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ａ(ｕ０)Ｄｔ Ñη１ꎬｗ( ) － ｂ(Ｕ ０)Ñξ１ꎬ０

２
ꎬｗæ

è
ç

ö

ø
÷ － (ａ(ｕ０)－ａ(Ｕ ０))Ｄｔ ÑＲｈｕ１ꎬｗ( )

　 － ｂ(ｕ０)Ñη０ꎬｗ( ) ＋(ｒ０ꎬｗ)－ (ｂ(ｕ０)－ｂ(Ｕ０))ÑＲｈ ｕ０ꎬｗ( ) ＋ θ１ꎬ０

２
ꎬｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋(Ｓ４＋Ｓ５＋Ｓ６ꎬｗ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(２３)

其中ꎬ Ｓ１ ＝ ｆ(ｕ
１
２ )－ｆ(Ｕ０)ꎬ Ｓ２ ＝ｄ１(Ｄｔｕ１－ｕ

１
２
ｔ )ꎬ Ｓ３ ＝ ｅ１(Ñｕ０－Ñｕ

１
２ )ꎬ Ｓ４ ＝ｐ０－ｐ

１
２ ꎬ Ｓ５ ＝ａ(ｕ０)Ｄｔ Ñｕ１－ａ(ｕ

１
２ )Ñｕ

１
２
ｔ ꎬ

Ｓ６ ＝ｂ(ｕ０)Ñｕ０－ｂ(ｕ
１
２ )Ñｕ

１
２ ꎮ

由泰勒展开可得

‖Ｓ２‖２
０＋‖Ｓ５‖２

０＋‖Ｓ６‖２
０≤Ｃτ４ꎬ　 ‖Ｓ１‖２

０＋‖Ｓ３‖２
０＋‖Ｓ４‖２

０≤Ｃτ３ꎮ (２４)

在方程(２３)中取 ｖ＝ ξ
１ꎬ０

τ
ꎬ ｗ＝Ñξ１ꎬ０

τ
ꎬ有



　 １３８　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６１卷　

　 　 　 　 ｄ１
ξ１ꎬ０

τ
ꎬξ
１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａ(Ｕ ０)Ñξ１ꎬ０

τ
ꎬÑξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ － ａ(ｕ０)Ｄｔ Ñη１ꎬÑξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｂ(Ｕ ０)Ñξ１ꎬ０

２
ꎬÑξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｂ(ｕ０)Ñη０ꎬÑξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ (ａ(ｕ０)－ａ(Ｕ ０))Ｄｔ ÑＲｈｕ１ꎬ
Ñξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － (ｂ(ｕ０)－ｂ(Ｕ０))ÑＲｈ ｕ０ꎬ

Ñξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ｄ１ Ｄｔη１ꎬ
ξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｅ１

Ñξ１ꎬ０

２
ꎬξ
１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｅ１ Ñη０ꎬ

ξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＋ Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３ꎬ
ξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｓ４＋Ｓ５＋Ｓ６ꎬ

Ñξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷􀰛∑

１０

ｉ ＝１
Ｄｉꎬ

记 ｋ＝ｍｉｎ{ａ０ꎬｄ０}ꎬ那么

ｋ ξ１ꎬ０

τ

２

１
≤ｄ１

ξ１ꎬ０

τ
ꎬξ
１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ａ(Ｕ ０)Ñξ１ꎬ０

τ
ꎬÑξ１ꎬ０

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷􀰛∑

１０

ｉ ＝１
Ｄｉꎮ (２５)

类似式(１３)的推导ꎬ 可得

‖Ｄｔ ÑＲｈｕ１‖０ꎬ∞ ꎬＫ＋‖ÑＲｈ ｕ０‖０ꎬ∞ ꎬＫ≤Ｃꎮ (２６)
利用引理 １和式(６)、(２４)、(２６)ꎬ易知

Ｄ１＋Ｄ３＋Ｄ６＋Ｄ８≤Ｃｈ４(‖Ｄｔｕ１‖２
３＋‖􀭵ｕ０‖２

３)＋
ｋ
８

ξ１ꎬ０

τ

２

１
ꎬ

Ｄ２＋Ｄ７≤Ｃ‖ξ１ꎬ０‖２
１＋

ｋ
８

ξ１ꎬ０

τ

２

１
ꎬ

Ｄ４＋Ｄ５≤Ｃｈ４‖ｕ０‖２
３＋

ｋ
８

ξ１ꎬ０

τ

２

１
ꎬ　 Ｄ９＋Ｄ１０≤Ｃτ２＋ ｋ

８
ξ１ꎬ０

τ

２

１
ꎮ

那么式(２５)化为

ξ１ꎬ０

τ

２

１
≤Ｃｈ４＋Ｃτ２＋Ｃ１‖ξ１ꎬ０‖２

１ꎬ

因此ꎬ取 τ 充分小ꎬ使得 １－Ｃ１τ２>０ꎬ则有

‖ξ１ꎬ０‖２
１≤Ｃｈ４＋Ｃτ４ꎮ (２７)

估计 ξ１ 和 θ１ꎮ 利用方程(８)和(２１)ꎬ 得误差方程

　 ｄ１
ξ１

τ
ꎬｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｄ１(Ｄｔη１ꎬｖ)＋

θ１

２
ꎬÑｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋(ｒ０ꎬÑｖ)＋ｅ１

Ñξ１

２
ꎬｖæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｅ１(Ñη０ꎬｖ)

＝ (Ｓ７＋Ｓ２＋Ｓ３ꎬｖ)＋(Ｓ４ꎬÑｖ)ꎬ

　 ａ Ｕ１ꎬ０＋Ｕ ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ñξ１

τ
ꎬｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ θ１

２
ꎬｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋(ｒ０ꎬｗ)－ ｂ Ｕ１ꎬ０＋Ｕ ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ñξ１

τ
ꎬｗæ

è
ç

ö

ø
÷

　 － ｂ(􀭵ｕ１)Ñη０ꎬｗ( ) － ａ(ｕ１)Ｄｔ Ñη１ꎬｗ( ) － ａ(􀭵ｕ１)－ａ(
Ｕ１ꎬ０＋Ｕ ０

２
)æ

è
ç

ö

ø
÷Ｄｔ ÑＲｈｕ１ꎬｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 － ｂ(􀭵ｕ１)－ｂ
Ｕ１ꎬ０＋Ｕ ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ÑＲｈ ｕ０ꎬ ｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋(Ｓ４＋Ｓ８＋Ｓ９ꎬｗ)ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(２８)

其中ꎬＳ７ ＝ ｆ(ｕ
１
２ )－ｆ(Ｕ

０＋Ｕ１ꎬ０

２
)ꎬ Ｓ８ ＝ａ(􀭵ｕ１)Ｄｔ Ñｕ１－ａ(ｕ

１
２ )Ñｕ

１
２
ｔ ꎬ Ｓ９ ＝ｂ(􀭵ｕ１)Ñ􀭵ｕ１－ｂ(ｕ

１
２ )Ñｕ

１
２ ꎮ

由泰勒展开可得

‖Ｓ７‖２
０≤Ｃτ３ꎬ　 ‖Ｓ８‖２

０＋‖Ｓ９‖２
０≤Ｃτ４ꎮ (２９)

在方程(２８)中ꎬ令 ｖ＝ ξ
１

τ
ꎬ ｗ＝Ñξ１

τ
ꎬ类似于式(２７)的推导ꎬ可得

‖ξ１‖１≤Ｃｈ２＋Ｃτ２ꎮ (３０)
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对 ｎ≥２层ꎬ 它实际上是求解一个线性问题ꎮ 对准确解 ｕｎꎬ ｐｎꎬ有
Ｌｎ
１(ｕｎꎬｖ)＝ ｄｎ(Ｄｔｕｎꎬｖ)＋(ｐｎꎬÑｖ)＋ｅｎ(Ñｕｎꎬｖ)－( ｆ( ｕ^ｎ)ꎬｖ)＝ ０ꎬ

Ｌｎ
２(ｐｎꎬｗ)＝ (ａ( ｕ^ｎ)ÑＤｔｕｎꎬｗ)＋(ｂ( ｕ^ｎ)Ñ􀭵ｕｎꎬｗ)－(ｐｎꎬｗ)＝ ０ꎮ{ (３１)

因为方程(８)与(３１)中都含有已知函数 ｕꎬ记
Ｒｎ
１(ｕꎬｖ)＝ Ｌｎ

１(ｕｎꎬｖ)－Ｌ１(ｕｎꎬｖ)＝ ( ｆ(ｕｎ)－ｆ( ｕ^ｎ)ꎬｖ)ꎮ
用泰勒展开得‖ｆ(ｕｎ)－ｆ( ｕ^ｎ)‖２

０≤Ｃτ３ꎬ因此 Ｒｎ
１(ｕꎬｖ)为高阶量ꎮ 记

Ｒｎ
２(ｐꎬｗ)＝ Ｌｎ

２(ｐｎꎬｗ)－Ｌ２(ｐｎꎬｗ)
＝ (ａ( ｕ^ｎ)ÑＤｔｕｎ＋ｂ( ｕ^ｎ)Ñ􀭵ｕｎꎬｗ)－(ａ(ｕｎ)Ñｕｎ

ｔ ＋ｂ(ｕｎ)Ñｕｎꎬｗ)
＝ (ａ( ｕ^ｎ)ÑＤｔｕｎ－ａ(ｕｎ)Ñｕｎ＋ｂ( ｕ^ｎ)Ñ􀭵ｕｎ－ｂ(ｕｎ)Ñｕｎ

ｔ ꎬｗ)＝ (Ｓｎꎬｗ)ꎬ
由泰勒展开得‖Ｓｎ‖２

０≤Ｃτ４ꎬ因此 Ｒｎ
２(ｐꎬｗ)也是高阶量ꎮ

由方程(８)与(１９)可得

０＝Ｌ２(ｐｎꎬｗ)－Ｌｎ
２(Ｐｎꎬｗ)＝ (Ｌｎ

２(ｐｎꎬｗ)－Ｌｎ
２(Ｐｎꎬｗ))－Ｒｎ

２(ｐꎬｗ)ꎮ (３２)
记有限元误差 ｅｎ

ｕ ＝(ｕ－Ｕ) ｎꎬ ｅｎ
ｐ ＝(ｐ－Ｐ) ｎꎬ用泰勒展开有

　 　 Ｌｎ
２(ｐｎꎬｗ)－Ｌｎ

２(Ｐｎꎬｗ)
＝ (ａ( ｕ^ｎ)ÑＤｔｕｎ＋ｂ( ｕ^ｎ)Ñ􀭵ｕｎꎬｗ)－(ｐｎ－Ｐｎꎬｗ)－(ａ(Ｕ^ｎ)ÑＤｔＵｎ＋ｂ(Ｕ^ｎ)Ñ􀭺Ｕｎꎬｗ)
＝ (ａ( ｕ^ｎ)ÑＤｔｅｎ

ｕ＋ｂ( ｕ^ｎ)Ñ􀭰ｅｎ
ｕꎬｗ)－(ｅｎ

ｐꎬｗ)＋((ａ′( ｕ^ｎ)ÑＤｔＵｎ＋ｂ′( ｕ^ｎ)Ñ􀭺Ｕｎ) ｅ^ｎ
ｕꎬｗ)

－ １
２
((ａ″( ｕ^ｎ)ÑＤｔＵｎ＋ｂ″( ｕ^ｎ)Ñ􀭺Ｕｎ) ｜ ｅ^ｎ

ｕ ｜ ２ꎬｗ)ꎮ

因此ꎬ 引入线性化算子

Ａ(ｅｕꎬｅｐꎬｖ)＝ ｄｎ(Ｄｔｅｎ
ｕꎬｖ)＋(ｅｎ

ｐꎬÑｖ)＋ｅｎ(Ñｅｎ
ｕꎬｖ)－( ｆ ′( ｕ^ｎ) ｅ^ｎ

ｕꎬｖ)ꎬ

Ｂ(ｅｕꎬｅｐꎬｗ)＝ (ａ( ｕ^ｎ)ÑＤｔｅｎ
ｕ＋ｂ( ｕ^ｎ)Ñ􀭰ｅｎ

ｕ－ｅｎ
ｐꎬｗ)＋(Ｆｎ ｅ^ｎ

ｕꎬｗ)ꎬ

Ｆｎ ＝ａ′( ｕ^ｎ)ÑＤｔＵｎ＋ｂ′( ｕ^ｎ)Ñ􀭺Ｕｎꎮ
那么

Ａ(ｅｕꎬｅｐꎬｖ)＝ Ｒｎ
１(ｕꎬｖ)＋Ｏ(１)‖ｅ^ｎ

ｕ‖２
Ｌ４‖Ñｖ‖Ｌ２ꎬ

Ｂ(ｅｕꎬｅｐꎬｗ)＝ Ｒｎ
２(ｐꎬｗ)＋Ｏ(１)‖ｅ^ｎ

ｕ‖２
Ｌ４‖ｗ‖Ｌ２ꎬ

{ (３３)

式中 Ａ、Ｂ 是带变系数的双线性形式ꎮ 构造 ｕꎬ ｐ 的线性化有限元 Ｕ∗ꎬ Ｐ∗ꎬ满足

Ａ(ｕ－Ｕ∗ꎬ ｐ－Ｐ∗ꎬｖ)＝ ０ꎬ　 Ｂ(ｕ－Ｕ∗ꎬ ｐ－Ｐ∗ꎬｗ)＝ ０ꎮ (３４)
对于线性化问题(３４)ꎬ 类似式(２７)、(３０)的分析ꎬ有

‖ｕｎ－Ｕ∗ｎ‖１＋‖ｐｎ－Ｐ∗ｎ‖０≤Ｃ(ｈ２＋τ２)ꎮ (３５)
误差 Ｅｕ ＝Ｕ ｎ－Ｕ∗ｎꎬ Ｅｐ ＝Ｐ ｎ－Ｐ∗ｎꎬ满足

Ａ(ＥｕꎬＥｐꎬｖ)＝ Ｒｎ
１(Ｕꎬｖ)＋Ｏ(１)‖Ｅ^ｎ

ｕ‖２
Ｌ４‖Ñｖ‖Ｌ２ꎬ

Ｂ(ＥｕꎬＥｐꎬｗ)＝ Ｒｎ
２(Ｐꎬｗ)＋Ｏ(１)‖Ｅ^ｎ

ｕ‖２
Ｌ４‖ｗ‖Ｌ２ꎮ

{ (３６)

为了得到误差 Ｅｕ、Ｅｐ 的超收敛结果ꎬ首先估计‖Ｅ^ｎ
ｕ‖２

Ｌ４ꎬ利用逆估计不等式和嵌入定理得

‖Ｅ^ｎ
ｕ‖２

Ｌ４≤Ｃｈ－１‖Ｅ^ｎ
ｕ‖２

Ｌ２≤Ｃｈ３ꎮ
因此

‖ｕｎ－Ｕ ｎ‖１ ＝‖ｕｎ－Ｕ∗ｎ＋Ｕ∗ｎ－Ｕ ｎ‖１≤‖ｕｎ－Ｕ∗ｎ‖１＋‖Ｅ^ｎ
ｕ‖１≤Ｃ(ｈ２＋τ２)ꎮ

由方程(３１)的第 １个式子易得

‖ｐｎ－Ｐｎ‖０≤Ｃ(ｈ２＋τ２)ꎮ
因此ꎬ对任意的 １≤ｎ≤Ｎꎬ式(２２)成立ꎮ 证毕ꎮ

注　 若线性化有限元 Ｕ∗有超收敛性ꎬ则它对应的非线性有限元 Ｕ 有同样的性质ꎮ 在线性化的全离散

格式中ꎬ 对非线性函数使用前 ２层的已知解 Ｕ ｎ－２ꎬ Ｕ ｎ－１计算本层在中点 ｔｎ－
１
２处的值 􀭺Ｕｎ ＝ １

２
(３Ｕ ｎ－１－Ｕ ｎ－２)ꎬ每
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次计算相当于求解一个线性问题ꎬ这在极大程度上提高了计算速度ꎬ同时也不会降低计算精度ꎮ

４　 整体超收敛分析

构造插值后处理算子ꎬ 将相邻的 ４个单元 Ｋｉ( ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬ４)合并成一个新单元 Ｋ ꎬ即 Ｋ ＝∪
４

ｉ
Ｋｉ(见图 １)ꎮ 定

义 Ｋ 上的插值后处理算子 Ｉ２２ｈ和 Π２
２ｈꎬ满足

Ｉ２２ｈｕ ｜ Ｋ~∈Ｐ２(Ｋ )ꎬ　 Ｉ２２ｈｕ(Ｚｉ)＝ ｕ(Ｚｉ)ꎬ　 ｉ＝ ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５ꎬ７ꎬ８ꎬ

Π２
２ｈｑ ｜ Ｋ~ ＝(Π２

２ｈｑ１ ｜ Ｋ~ ꎬΠ２
２ｈｑ２ ｜ Ｋ~ )∈Ｐ１(Ｋ )×Ｐ１(Ｋ )ꎬ

∫
ｌ ｉ
(Π２

２ｈｑ１－ｑ１)ｄｙ＝ ０ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ４ꎬ５ꎬ

∫
ｌ ｉ
(Π２

２ｈｑ２－ｑ２)ｄｘ＝ ０ꎬ　 ｉ＝ ７ꎬ９ꎬ１１ꎬ

其中 Ｐ１(Ｋ )和 Ｐ２(Ｋ )分别是 Ｋ 上的一次和二次多项式ꎮ

图 １　 新单元Ｋ
~

Ｆｉｇ.１　 Ｎｅｗ ｅｌｅｍｅｎｔ Ｋ
~

　 　 引理 ２[８] 　 设函数 ｕ∈Ｈ３(Ω)ꎬ ｑ＝(ｑ１ꎬｑ２)∈(Ｈ２(Ω)) ２ꎬ则插值后处理算子 Ｉ２２ｈꎬΠ２
２ｈꎬ满足

Ｉ２２ｈＩｈｕ＝ Ｉ２２ｈｕꎬ　 ‖Ｉ２２ｈｕ－ｕ‖１≤Ｃｈ２ ｜ ｕ ｜ ３ꎬ　 Π２
２ｈΠｈ ｑ＝Π２

２ｈｑꎬ ‖Π２
２ｈｑ－ｑ‖０≤Ｃｈ２ ｜ ｑ ｜ ２ꎮ

利用引理 ２ꎬ对于半离散格式ꎬ易得下面的整体超收敛结果ꎮ
定理 ３　 设(ｕꎬｐ)和(ｕｈꎬｐｈ)分别是方程(１)和(９)的解ꎬ函数 ｕꎬｕｔ∈Ｈ３(Ω)ꎬ且 ｐꎬｐｔ∈(Ｈ２(Ω)) ２ꎬ则

‖ｕ－Ｉ２２ｈｕｈ‖１≤Ｃｈ２ꎬ ‖ｐ－Π２
２ｈｐｈ‖０≤Ｃｈ２ꎮ

证明　 由于 ｕ－Ｉ２２ｈｕｈ ＝ｕ－Ｉ２２ｈＩｈｕ＋Ｉ２２ｈＩｈｕ－Ｉ２２ｈｕｈꎬ则‖ｕ－Ｉ２２ｈＩｈｕ‖１ ＝‖ｕ－Ｉ２２ｈｕ‖１≤Ｃｈ２ ｜ ｕ ｜ ３ꎮ
结合引理 ２易知

‖Ｉ２２ｈＩｈｕ－Ｉ２２ｈｕｈ‖１≤Ｃｈ２ (‖ｕ‖３＋‖ｐ‖２
２＋ ∫ｔ

０
(‖ｐ‖２

２＋‖ｐｔ‖２
２)ｄｓ )

１
２ ꎮ

因此‖ｕ－Ｉ２２ｈｕｈ‖１≤Ｃｈ２ꎬ同理可得‖ｐ－Π２
２ｈｐｈ‖０≤Ｃｈ２ꎮ 证毕ꎮ

对于全离散格式下的有限元ꎬ同样有整体超收敛结果ꎮ
定理 ４　 设(ｕꎬｐ)和(ＵｈꎬＰｈ)分别是方程(８)和方程(１９)—(２１)的解ꎬ函数 ｕꎬｕｔ∈Ｌ∞ (０ꎬＴꎻＨ３(Ω))且

ｐ∈Ｌ∞(０ꎬＴꎻ(Ｈ２(Ω)) ２)ꎬ则对任意的 １≤ｎ≤Ｎꎬ有
‖ｕｎ－Ｉ２２ｈＵｎ‖１≤Ｃ(ｈ２＋τ２)ꎬ　 ‖ｐｎ－Π２

２ｈ ｐｎ‖０≤Ｃ(ｈ２＋τ２)ꎮ

５　 数值实验

为了简化计算ꎬ在方程(１)中ꎬ取有界区域 Ω＝(０ꎬ１)×(１ꎬ０)ꎬ函数 ａ(ｕ)＝ ｂ(ｕ)＝ ｓｉｎ ｕꎬ ｄ( ｔ)＝ １ꎬ ｆ(ｕ)＝
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ｕ＋４ ｓｉｎ ｕｅｔ(ｘ＋ｙ－ｘ２－ｙ２) －２ ｃｏｓ ｕｅ２ｔ[(１－２ｘ) ２(ｙ－ｙ２) ２＋(１－２ｙ) ２(ｘ－ｘ２) ２] ＋ｅｔ[(１－２ｘ) (ｙ－ｙ２) ＋(１－２ｙ) (ｘ－
ｘ２)]ꎬ ｅ( ｔ)＝ (１ꎬ１)ꎬ则方程(１)的真解为 ｕ＝ ｅｔ(ｘ－ｘ２)(ｙ－ｙ２)ꎮ 为验证收敛、超收敛结果ꎬ取每个方向上都有

ｍ＋１个节点的一致矩形剖分ꎬτ＝ １
５ｍ

时ꎬｔ＝ ０.２５、０.５、０.７５、１时的数值结果如表 １—２ꎮ 可以看出ꎬ当 ｈ→０ 时ꎬ

‖ｕｎ－Ｕｎ‖１ 和‖ｐｎ－Ｐｎ‖０ 的收敛阶都是 Ｏ(ｈ)ꎻ‖ｕｎ－Ｉ２２ｈＵｎ‖１ 和‖ｐｎ－Π２
２ｈＰｎ‖０ 的收敛阶都是 Ｏ(ｈ２)ꎬ这和

本文的理论分析是一致的ꎮ
表 １　 数值实验结果(真解为 ｕ)

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ (ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ)

ｔ ｍ×ｎ
‖ｕｎ－Ｕｎ‖１

数值 收敛阶

‖Ｉｈｕｎ－Ｕｎ‖１

数值 收敛阶

‖ｕｎ－Ｉ２２ｈＵｎ‖１

数值 收敛阶

０.２５

４×４ ０.０４７ ７ ０.００４ ５ ０.１０５ ４
８×８ ０.０２３ ８ １.０１０ ５ ０.００１ ３ １.９２５ １ ０.０２８ ４ １.８９６ ２
１６×１６ ０.０１２ ０ １.００２ ９ ０.０００ ３ １.９１８ ８ ０.００７ ４ １.９７７ ７
３２×３２ ０.００５ ９ １.０００ ７ ０.０００ １ １.８５７ ５ ０.００１ ７ １.９９４ ９

０.５０

４×４ ０.０６１ ９ ０.００９ ２ ０.１３８ ９
８×８ ０.０３０ ９ １.００８ １ ０.００２ ５ １.９１４ ９ ０.０３７ １ １.９０９ ６
１６×１６ ０.０１５ ５ １.００２ ２ ０.０００ ７ １.９０８ ６ ０.００９ ４ １.９８１ ２
３２×３２ ０.００７ ７ １.０００ ５ ０.０００ ２ １.８５１ ５ ０.００２ ３ １.９９５ ６

０.７５

４×４ ０.０７９ ５ ０.０１４ ７ ０.１８０ ２
８×８ ０.０３９ ５ １.００６ ５ ０.００３ ９ １.９０４ ３ ０.０４７ ６ １.９２０ ２
１６×１６ ０.０１９ ６ １.００１ ７ ０.００１ １ １.８９７ ４ ０.０１２ ０ １.９８３ ８
３２×３２ ０.００９ ９ １.０００ ４ ０.０００ ３ １.８２３ ６ ０.００２ ９ １.９９５ ９

１

４×４ ０.１０１ ９ ０.０２１ ０ ０.２３２ ８
８×８ ０.０５０ ６ １.００６ ２ ０.００５ ６ １.８９２ ７ ０.０６１ ２ １.９２６ ５
１６×１６ ０.０２５ ３ １.００１ ５ ０.００１ ５ １.８８４ ３ ０.０１５ ５ １.９８５ ５
３２×３２ ０.０１２ ７ １.０００ ４ ０.０００ ４ １.８０３ ７ ０.００３ ９ １.９９６ ０

表 ２　 数值实验结果(中间变量 ｐ)
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ (ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐ)

ｔ ｍ×ｎ
‖ｐｎ－Ｐｎ‖０

数值 收敛阶

‖Πｈ ｐｎ－Ｐ ｎ‖０

数值 收敛阶

‖ｐｎ－Π２２ｈＰ ｎ‖０

数值 收敛阶

０.２５

４×４ ０.０１０ ９ ４.９８４ ３×１０－４ ０.０１４ ７
８×８ ０.００５ ７ ０.９７９ ２ ０.６２３ ０×１０－４ ２.１０６ １ ０.００４ ７ １.８０６ ８
１６×１６ ０.００２ ９ ０.９９４ ５ ０.１４８ ７×１０－４ ２.０７８ ８ ０.００１ ２ １.９５７ ２
３２×３２ ０.００１ ６ ０.９９８ ５ ０.１０７ ０×１０－４ １.８２０ ６ ０.０００ ３ １.９９３ ７

０.５

４×４ ０.０１５ ３ ０.６８６ ６×１０－３ ０.０２１ ３
８×８ ０.００７ ９ ０.９６２ ９ ０.１６１ ２×１０－３ ２.０９０ ３ ０.００６ ３ １.７８７ ３
１６×１６ ０.００３ ９ ０.９８９ ９ ０.０３８ ３×１０－３ ２.０７２ ７ ０.００１ ７ １.９３７ ６
３２×３２ ０.００２ １ ０.９９７ ５ ０.０１０ ０×１０－３ １.９４３ ６ ０.０００ ４ １.９８８ ０

０.７５

４×４ ０.０２１ ６ １.１５０ ６×１０－３ ０.０２９ １
８×８ ０.０１１ ３ ０.９５２ ３ ０.２９４ ７×１０－３ ２.０８０ ２ ０.００８ ９ １.７１７ １
１６×１６ ０.００５ ６ ０.９８４ ９ ０.０７０ ５×１０－３ ２.０６５ ２ ０.００２ ３ １.９１７ ０
３２×３２ ０.００２ ９ ０.９９６ ２ ０.０１７ ２×１０－３ ２.０２１ ６ ０.０００ ６ １.９８２ ２

１

４×４ ０.０３１ ３ ２.０２８ １×１０－３ ０.０３８ ７
８×８ ０.０１６ ５ ０.９２０ ２ ０.４８０ １×１０－３ ２.０７８ ２ ０.０１３ １ １.５７０ ５
１６×１６ ０.００８ ５ ０.９７９ ６ ０.１１５ ５×１０－３ ２.０５５ ６ ０.００３ ５ １.８９４ ９
３２×３２ ０.００４ ２ ０.９９４ ９ ０.０２８ ２×１０－３ ２.０３１ ６ ０.０００ ９ １.９７６ ２
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