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关于满足条件(ＰＷＰＫ )的 Ｓ￣系
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摘要:设 Ｋ 是幺半群 Ｓ 的理想ꎬ研究满足条件(ＰＷＰＫ)的 Ｓ￣系的基本性质ꎮ 建立 Ｓ￣系的余直积ꎬ有向上极限ꎬＲｅｅｓ 短正合序列

与条件(ＰＷＰＫ)的关系ꎬ并利用 Ｓ￣满同态的纯性给出条件(ＰＷＰＫ)的一个刻画ꎮ
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０　 引言

本文用右 Ｓ￣系表述ꎬ与左 Ｓ￣系本质上相同ꎬ相关结论不再特别说明ꎮ
设 Ｓ 是幺半群ꎬ１是其单位元ꎬＡ 是非空集合ꎬ若有 Ａ×Ｓ 到 Ａ 的映射 ｆ:Ａ×Ｓ→Ａꎬ (ａꎬｓ) ｜→ａｓꎬ满足

(ａｓ) ｔ＝ａ(ｓｔ)ꎬ　 ａ１＝ａꎬ　 ∀ｓꎬｔ∈Ｓꎬ　 ∀ａ∈Ａꎬ
则称(Ａꎬ ｆ)是右 Ｓ￣系[１]ꎬ或称 Ｓ 右作用于 Ａ 上ꎮ

设 ＡꎬＢ 是右 Ｓ￣系ꎬ称映射 ｇ:Ａ→Ｂ 为从 Ａ 到 Ｂ 的右 Ｓ￣同态ꎬ如果满足

ｇ(ａｓ)＝ ｇ(ａ)ｓꎬ　 ∀ａ∈Ａꎬ　 ∀ｓ∈Ｓꎮ
所有右 Ｓ￣系及右 Ｓ￣系之间的同态构成一个范畴ꎬ称为右 Ｓ￣系范畴ꎮ 在 Ｓ￣系范畴中ꎬ直积和余直积分别是卡

氏积和不交并ꎬ分别记为∏
ｊ∈Ｊ

Ａ ｊ和　

∏

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊꎮ

设 ρ 是 Ｓ￣系 Ａ 上的等价关系ꎬ若 ρ 满足

(ａꎬｂ)∈ρ⇒(ａｓꎬｂｓ)∈ρꎬ　 ∀ｓ∈Ｓꎬ　 ∀ａꎬｂ∈Ａꎬ
则称 ρ 为 Ａ 上的同余[１]ꎮ 在 Ａ 关于同余 ρ 的商集 Ａ / ρ 上定义右 Ｓ￣作用如下:

(ａ ρ)ｓ＝(ａｓ)ρꎬ　 ∀ｓ∈Ｓꎬ　 ∀ａ∈Ａꎬ
则容易验证 Ａ / ρ 关于上述右 Ｓ￣作用构成一个 Ｓ￣系ꎬ称为 Ａ 关于 ρ 的商系ꎮ
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设 Ｂ≤Ａꎬ如下定义 Ａ 上的关系:
ａρＢｂ⇔ａ＝ｂ 或 ａꎬｂ∈Ｂꎮ

容易验证 ρＢ 是 Ａ 上的同余ꎬ称其为由 Ｂ 决定的 Ｒｅｅｓ 同余ꎬ简称为 Ｒｅｅｓ 同余ꎮ 称商系 Ａ / ρＢ 为 Ｒｅｅｓ 商ꎮ
设 Ｓ 是含零元幺半群ꎬ设 ｆ:Ｌ→Ｍ 和 ｇ:Ｍ→Ｎ 都是右 Ｓ￣同态ꎬ令

ｋｅｒ ｆ＝{( ｌ１ꎬｌ２)∈Ｌ×Ｌ ｜ ｆ( ｌ１)＝ ｆ( ｌ２)}
且 ＫＩｍ ｆ ＝( ｆ(Ｌ)× ｆ(Ｌ))∪１Ｍꎬ其中ꎬ１Ｍ 是上的恒等同余ꎬ显然 ｋｅｒ ｆ 和 ＫＩｍ ｆ分别是 Ｌ 和 Ｍ 的同余ꎬ称右 Ｓ￣系
序列

􀆺→Ｌ
ｆ
→Ｍ

ｇ
→Ｎ→􀆺

在 Ｍ 处正合ꎬ如果 ｋｅｒ ｇ＝ＫＩｍ ｆꎮ 称右 Ｓ￣系序列

０→Ｌ
ｆ
→Ｍ

ｇ
→Ｎ→０ (１)

是一个 Ｒｅｅｓ 短正合序列ꎬ如果序列(１)在 ＬꎬＭ 和 Ｎ 处都正合ꎮ 进一步地ꎬ称右 Ｓ￣系序列(１)是右可裂的ꎬ如
果存在右 Ｓ￣系同态 ｇ′:Ｎ→Ｍꎬ使得 ｇｇ′＝ １Ｎꎬ其中 １Ｎ 是 Ｎ 上的恒等同余ꎮ

称右 Ｓ￣系 Ａ 满足条件(ＰＷＰ) [２]ꎬ如果对任意的 ｓ∈Ｓꎬ任意的 ａꎬａ′∈Ａꎬ若 ａｓ＝ａ′ｓꎬ则存在 ａ″∈Ａꎬ ｕꎬｖ∈Ｓꎬ
使得 ａ＝ａ″ｕꎬ ａ′＝ａ″ｖꎬ ｕｓ＝ ｖｓꎮ

１　 主要结果

受文献[２￣３]启发ꎬ给出定义 １ꎮ
定义 １　 设 Ｓ 是幺半群ꎬＫ 是 Ｓ 的右理想ꎬ称右 Ｓ￣系 Ａ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ如果对任意的 ｓ∈Ｓꎬ任意的

ａꎬａ′∈Ａꎬ若 ａｓ＝ａ′ｓꎬ则存在 ａ″∈Ａꎬ ｕꎬｖ∈Ｋꎬ使得 ａ＝ａ″ｕꎬ ａ′＝ａ″ｖꎬ ｕｓ＝ ｖｓꎮ
如果将右理想 Ｋ 取成 Ｓꎬ那么条件(ＰＷＰＫ)与条件(ＰＷＰ)等价ꎮ
命题 １　 设 Ｋ 是 Ｓ 的右理想ꎬ一元右 Ｓ￣系 Θ满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
证明　 设 Θ＝{θ}ꎬ对任意 ｕ＝ ｖ∈Ｋꎬ显然有 θ＝ θｕ＝ θｖꎬ ｕｓ＝ ｖｓꎬ故一元右 Ｓ￣系 Θ满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
设 Ｓ 为幺半群ꎬＩ 是 Ｓ 的真右理想ꎬｘꎬｙꎬｚ 是 ３个符号ꎬ

Ａ( Ｉ)＝ (ｚꎬＩ)∪{(ｘꎬｓ) ｜ ｓ∈Ｓ－Ｉ}∪{(ｙꎬｓ) ｜ ｓ∈Ｓ－Ｉ}ꎮ
按自然的方式可定义 Ｓ 在 Ａ( Ｉ)上的右作用:

(ｚꎬｔ)ｓ＝(ｚꎬｔｓ)ꎬ

(ｘꎬｔ)ｓ＝
(ｘꎬｔｓ)ꎬ　 ｔｓ∈Ｓ－Ｉꎬ
(ｚꎬｔｓ)ꎬ　 ｔｓ∈Ｉꎬ{

(ｙꎬｔ)ｓ＝
(ｙꎬｔｓ)ꎬ　 ｔｓ∈Ｓ－Ｉꎬ
(ｚꎬｔｓ)ꎬ　 ｔｓ∈Ｉꎬ{

则 Ａ( Ｉ)是一个右 Ｓ￣系[４￣５]ꎮ
定理 １　 设 Ｋ 是幺半群 Ｓ 的右理想ꎬＩ 是 Ｓ 的真右理想ꎬ则 Ａ( Ｉ)不满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
证明　 对任意的 ｉ∈Ｉꎬ有(ｘꎬ１)ｉ＝(ｙꎬ１)ｉꎬ若(ｘꎬ１)＝ (ｗꎬｐ)ｕꎬｗ 只能取 ｘꎬ同理(ｙꎬ１)＝ (ｗꎬｐ)ｖꎬｗ 只能取 ｙꎬ

故不存在(ｗꎬｐ)∈Ａ(Ｉ)(ｗ∈{ｘꎬｙꎬｚ}ꎬ ｐ∈Ｓ)以及 ｕꎬｖ∈Ｋ 使得(ｘꎬ１)＝ (ｗꎬｐ)ｕꎬ (ｙꎬ１)＝ (ｗꎬｐ)ｖꎬ ｕｉ＝ｖｉꎮ
定义 ２[２] 　 设 φ:Ｂ→Ａ 是一个右 Ｓ￣满同态ꎬ称 φ 是拟 ２￣纯的ꎬ如果对任意的 ａꎬａ′∈Ａꎬ任意的 ｓ∈Ｓꎬ若

ａｓ＝ａ′ｓꎬ则存在 ｂꎬｂ′∈Ｂꎬ使得 φ(ｂ)＝ ａꎬ φ(ｂ′)＝ ａ′且 ｂｓ＝ｂ′ｓꎮ
定理 ２　 设 Ｋ 是幺半群 Ｓ 的右理想ꎬφ:Ｂ→Ａ 是一个右 Ｓ￣满同态ꎬ且 Ｂ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ则 Ａ 满足条件

(ＰＷＰＫ)当且仅当 φ 是拟 ２￣纯的ꎮ
证明　 必要性ꎮ 设 φ:Ｂ→Ａ 是一个右 Ｓ￣满同态ꎬ且 Ａ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ若任意的 ａꎬａ′∈Ａꎬ任意的 ｓ∈Ｓ

满足 ａｓ＝ａ′ｓꎬ则由 Ａ 满足条件(ＰＷＰＫ)知存在 ａ″∈Ａꎬ ｕꎬｖ∈Ｋꎬ使得 ａ＝ ａ″ｕꎬ ａ′＝ ａ″ｖ 且 ｕｓ ＝ ｖｓꎮ 又由于 φ 是

满同态ꎬ因此ꎬ存在 ｂ″∈Ｂ 使得 φ(ｂ″)＝ ａ″ꎬ ａ ＝ ａ″ｕ ＝φ(ｂ″ｕ)ꎬ ａ′＝ ａ″ｖ ＝φ(ｂ″ｖ)且 ｂ″ｕｓ ＝ ｂ″ｖｓꎬ取 ｂ ＝ ｂ″ｕꎬ ｂ′＝
ｂ″ｖꎬ即 ｂｓ＝ｂ′ｓꎬ则 φ 是拟 ２￣纯的ꎮ
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充分性ꎮ 假设右 Ｓ￣系满同态 φ:Ｂ→Ａ 是拟 ２￣纯的ꎬ并且 Ｂ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ 若对任意的 ａꎬａ′∈Ａꎬ任
意的 ｓ∈Ｓꎬ在 Ａ 中有 ａｓ ＝ ａ′ｓꎬ则存在 ｂꎬｂ′∈Ｂꎬ使得 φ(ｂ)＝ ａꎬ φ(ｂ′)＝ ａ′且 ｂｓ ＝ ｂ′ｓꎮ 又因为 Ｂ 满足条件

(ＰＷＰＫ)ꎬ所以存在 ｂ″∈Ｂꎬ ｕꎬｖ∈Ｋꎬ使得 ｂ＝ｂ″ｕꎬ ｂ′＝ｂ″ｖ 且 ｕｓ＝ ｖｓꎬ因此在 Ａ 中可得ꎬａ＝φ(ｂ)＝ φ(ｂ″)ｕꎬ ａ′＝
φ(ｂ′)＝ φ(ｂ″)ｖꎬ即 Ａ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ

定理 ３　 设 Ｋ 是幺半群 Ｓ 的右理想ꎬＡ ｊ( ｊ∈Ｊ)是右 Ｓ￣系ꎬＡ ＝ 　 ∏

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊ 满足条件(ＰＷＰＫ)当且仅当对任意的

ｊ∈Ｊꎬ Ａ ｊ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
证明 　 必要性ꎮ 设对任意的 ｓ∈Ｓꎬ任意的 ａꎬａ′∈Ａ ｊꎬ ｊ∈Ｊꎬ有 ａｓ ＝ ａ′ｓꎮ 因为 Ａ ｊ⊆Ａꎬ Ａ 满足条件

(ＰＷＰＫ)ꎬ则存在 ａ″∈Ａꎬ ｕꎬｖ∈Ｋꎬ使得 ａ＝ａ″ｕꎬ ａ′＝ａ″ｖꎬ ｕｓ＝ ｖｓꎮ 如果 ａ″∈Ａｋꎬ且 ｋ≠ｊ∈Ｊꎬ那么由余直积的定

义可知 ａ∈Ａｋꎬ矛盾ꎬ故 ａ″∈Ａ ｊꎬ因此 Ａ ｊ( ｊ∈Ｊ)满足(ＰＷＰＫ)ꎮ
充分性ꎮ 假设在 Ａ＝ 　 ∏

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊ 中 ａｓ＝ａ′ｓꎬ ａꎬａ′∈Ａꎬ ｓ∈Ｓꎬ由余直积的定义可知存在 ｊ∈Ｊꎬ使得 ａꎬａ′∈Ａ ｊꎮ 因

为 Ａ ｊ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ所以存在 ａ″∈Ａ ｊ⊆Ａꎬ ｕꎬｖ∈Ｋꎬ使得 ａ ＝ ａ″ｕꎬ ａ′ ＝ ａ″ｖ 且 ｕｓ ＝ ｖｓꎮ 故 Ａ 满足条件

(ＰＷＰＫ)ꎮ
引理 １[６] 　 右 Ｓ￣系的任意正向系(Ａ ｊꎬϕｊꎬｋ)的有向上极限存在ꎬ并且可以表示为(Ａ / θꎬ(ϕｊ) ｊ∈Ｊ)ꎬ其中

(１) Ａ＝ 　 ∏

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊꎻ

　 　 (２) ａθａ′(ａ∈Ａ ｊꎬ ａ′∈Ａｋ)当且仅当 ϕｊꎬｌ(ａ)＝ ϕｋꎬｌ(ａ′)在 Ａ ｌ 中成立ꎬ其中 ｌ≥ｊꎬｋꎻ
(３) 对所有的 ｊ∈Ｊ 和 ａ∈Ａ ｊꎬ ϕｊ(ａ)＝ [ａ] θꎮ
定理 ４　 设 Ｋ 是幺半群 Ｓ 的右理想ꎬ则满足条件(ＰＷＰＫ)的右 Ｓ￣系关于有向上极限封闭ꎮ
证明　 设(Ａ ｊꎬϕｊꎬｋ)是以 Ｊ 为有向指标集的满足条件(ＰＷＰＫ)的右 Ｓ￣系的正向系ꎬ其有向上极限为

(Ａꎬαｊ)ꎬ ｊꎬｋ∈Ｊꎮ 假设在 Ａ 中有 ａｓ ＝ ａ′ｓꎬ其中 ａꎬａ′∈Ａꎬ ｓ∈Ｓꎬ则存在 ｊꎬｋ∈Ｊꎬ ａｊ∈Ａ ｊꎬ ａｋ∈Ａｋꎬ使得 ａ ＝
αｊ(ａｊ)ꎬ ａ′＝αｋ(ａｋ)ꎬ则 αｊ(ａｊ)ｓ＝αｋ(ａｋ)ｓꎮ 因为 Ｊ 是有向指标集ꎬ所以由引理 １ 知ꎬ存在 ｌ∈Ｊ 且 ｌ≥ｊꎬｋꎬ使得

在 Ａ ｌ 中有 ϕｊꎬｌ(ａｊ)ｓ＝ϕｋꎬｌ(ａｋ)ｓꎮ 又因为 Ａ ｌ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ所以存在 ａ″∈Ａ ｌꎬ ｕꎬｖ∈Ｋꎬ使得 ϕｊꎬｌ(ａｊ)＝ ａ″ｕꎬ
ϕｋꎬｌ(ａｋ)＝ ａ″ｖꎬ ｕｓ＝ ｖｓꎮ 于是 ａ＝αｊ(ａｊ)＝ αｌϕｊꎬｌ(ａｊ)＝ αｌ(ａ″)ｕꎬ同理有 ａ′＝αｌ(ａ″)ｖꎮ 又 αｌ(ａ″)∈Ａꎬ所以 Ａ 满

足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
定理 ５　 设 Ｓ 是含零元幺半群ꎬＫ 是 Ｓ 的右理想ꎬ且右 Ｓ￣系 Ｒｅｅｓ 短正合序列

０→Ｌ
ｆ
→Ｍ

ｇ
→Ｎ→０ (２)

是右可裂的ꎬ若 Ｌ 和 Ｎ 是满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ则 Ｍ 也满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
证明　 设 Ｌ 和 Ｎ 是满足条件(ＰＷＰＫ)的右 Ｓ￣系ꎬ若在 Ｍ 中有 ｍｓ＝ｍ′ｓꎬ ｍꎬｍ′∈Ｍꎬ ｓ∈Ｓꎬ则在 Ｎ 中易得

ｇ(ｍ)ｓ＝ｇ(ｍ′)ｓꎮ 因为 Ｎ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ所以存在 ｎ″∈Ｎꎬ ｕꎬｖ∈Ｋ 使得 ｇ(ｍ)＝ ｎ″ｕꎬ ｇ(ｍ′)＝ ｎ″ｖ 且 ｕｓ＝
ｖｓꎮ 进一步由 ｇ 的满性知ꎬ存在 ｍ″∈Ｍꎬ使得 ｇ (ｍ″) ＝ ｎ″ꎬ从而 ｇ (ｍ) ＝ ｇ (ｍ″ｕ)ꎬ ｇ (ｍ′) ＝ ｇ (ｍ″ｖ)ꎬ故
(ｍꎬｍ″ｕ)ꎬ(ｍ′ꎬｍ″ｖ)∈ｋｅｒ ｇ＝ＫＩｍ ｆꎮ 现在分以下 ４种情形讨论ꎮ

情形 １　 若 ｍ＝ｍ″ｕꎬ ｍ′＝ｍ″ｖꎬ则 Ｍ 也满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
情形 ２　 若 ｍ＝ｍ″ｕꎬ (ｍ′ꎬｍ″ｖ)∈Ｉｍ ｆ ×Ｉｍ ｆꎬ则存在 ｌ′∈Ｌꎬ使得 ｍ′＝ ｆ( ｌ′)ꎮ 因为正合序列(２)是右可裂

的ꎬ所以 Ｉｍ ｆ 是 Ｍ 的直和项ꎬ从而使得 ｍ″∈Ｉｍ ｆꎬ于是存在 ｌ″∈Ｌꎬ使得 ｍ″＝ ｆ( ｌ″)ꎮ 因此ꎬ在 Ｍ 中有 ｆ( ｌ″)ｕｓ＝
ｍ″ｕｓ＝ｍｓ＝ｍ′ｓ＝ ｆ( ｌ′)ｓꎮ 又因为 ｆ 是单的ꎬ所以在 Ｌ 中有 ｌ″ｕｓ ＝ ｌ′ｓꎮ 再由 Ｌ 满足条件(ＰＷＰＫ)知ꎬ存在 ｌ∈Ｌꎬ
ｔꎬｔ′∈Ｋꎬ使得 ｌ″ｕ＝ ｌｔꎬ ｌ′＝ ｌｔ′且 ｔｓ＝ ｔ′ｓꎬ进而在 Ｍ 中得 ｍ＝ｍ″ｕ＝ ｆ( ｌ″)ｕ＝ ｆ( ｌ) ｔꎬ ｍ′＝ ｆ( ｌ′)＝ ｆ( ｌ) ｔ′ꎬ即 Ｍ 满足条

件(ＰＷＰＫ)ꎮ
情形 ３　 若(ｍꎬｍ″ｕ)∈Ｉｍ ｆ ×Ｉｍ ｆ 且 ｍ′＝ｍ″ｖꎬ与情形 ２同理可得 Ｍ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
情形 ４　 若(ｍꎬｍ″ｕ)ꎬ(ｍ′ꎬｍ″ｖ)∈Ｉｍ ｆ ×Ｉｍ ｆꎬ则存在 ｌꎬｌ′∈Ｌꎬ使得 ｆ( ｌ)＝ ｍꎬ ｆ( ｌ′)＝ ｍ′ꎬ从而在 Ｍ 中有

ｆ( ｌｓ)＝ ｆ( ｌ)ｓ＝ｍｓ＝ｍ′ｓ＝ ｆ( ｌ′)ｓ＝ ｆ( ｌ′ｓ)ꎮ 由 ｆ 的单性可知ꎬ在 Ｌ 中有 ｌｓ＝ ｌ′ｓꎬ因为 Ｌ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ所以存

在 ｌ″∈Ｌꎬ ｔꎬｔ′∈Ｋꎬ使得 ｌ＝ ｌ″ｔꎬ ｌ′＝ ｌ″ｔ′且 ｔｓ＝ ｔ′ｓꎬ因此ꎬ在 Ｍ 中有 ｍ＝ ｆ( ｌ)＝ ｆ( ｌ″) ｔꎬ ｍ′＝ ｆ( ｌ′)＝ ｆ( ｌ″) ｔ′ꎬ故 Ｍ 满

足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
由文献[７￣８]可得到定理 ６ꎮ
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定理 ６　 设 Ｓ 是幺半群ꎬＫ 是 Ｓ 的右理想ꎬ ρ 是 Ｓ 上的右同余ꎬＳ / ρ 满足条件(ＰＷＰＫ)当且仅当任意的

ｘꎬｙ∈Ｓꎬ ｔ∈Ｓꎬ若 ｘｔρｙｔꎬ则存在 ｕꎬｖ∈Ｋꎬ使得 ｕｔ＝ ｖｔꎬｘρｕꎬｙρｖꎮ
证明　 必要性ꎮ 设 ｘꎬｙ∈Ｓꎬ ｔ∈Ｓꎬ若 ｘｔρｙｔꎬ则[ｘ] ρ ｔ＝[ｙ] ρ ｔꎬ因为 Ｓ / ρ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ则存在 ｕ′ꎬｖ′∈Ｋꎬ

存在[ｚ] ρ∈Ｓ / ρ 使得 ｕ′ｔ＝ ｖ′ｔꎬ [ｘ] ρ ＝[ｚ] ρｕ′＝[ｚｕ′] ρꎬ [ｙ] ρ ＝[ｚ] ρｖ′＝[ｚｖ′] ρꎬ ｚｕ′ｔ＝ ｚｖ′ｔꎮ 令 ｕ＝ ｚｕ′ꎬ ｖ＝ ｚｖ′ꎬ则
有 ｕｔ＝ ｖｔꎬｘρｕꎬｙρｖꎮ

充分性ꎮ 设[ｘ] ρ ｔ＝[ｙ] ρ ｔꎬ则 ｘｔρｙｔꎬ由假设知存在 ｕꎬｖ∈Ｋꎬ使得 ｕｔ ＝ ｖｔꎬｘρｕꎬｙρｖꎬ则[ｘ] ρ ＝ [１] ρｕꎬ [ｙ] ρ ＝
[１] ρｖꎬ故 Ｓ / ρ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ

定理 ７　 设 Ｋ 是幺半群 Ｓ 的右理想ꎬ下述条件等价:
(１) 所有循环右 Ｓ￣系满足条件(ＰＷＰＫ)ꎻ
(２) 所有单循环右 Ｓ￣系满足条件(ＰＷＰＫ)ꎻ
(３) 对任意的 ｘꎬｙ∈Ｓꎬ ｔ∈Ｓꎬ存在 ｕꎬｖ∈Ｋꎬ使得 ｘρ(ｘｔꎬｙｔ)ｕꎬ ｙρ(ｘｔꎬｙｔ)ｖꎬ且 ｕｔ＝ ｖｔꎮ
证明　 (１)⇒(２)显然ꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 假设任意的 ｘꎬｙ∈Ｓꎬ ｔ∈Ｓꎬ Ｓ / ρ(ｘｔꎬｙｔ)满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ因为 ｘｔρ(ｘｔꎬｙｔ)ｙｔꎬ故存在 ｕꎬｖ∈Ｋꎬ

使得 ｕｔ＝ ｖｔꎬｘρ(ｘｔꎬｙｔ)ｕꎬｙρ(ｘｔꎬｙｔ)ｖꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 设 ρ 是 Ｓ 上的右同余ꎬ且 ｘｔρｙｔꎬｘꎬｙ∈Ｓꎬ ｔ∈Ｓꎬ由题设知存在 ｕꎬｖ∈Ｋꎬ使得 ｕｔ ＝ｖｔꎬｘρ(ｘｔꎬｙｔ)ｕꎬ

ｙρ(ｘｔꎬｙｔ)ｖꎬ因为 ｘｔρｙｔꎬ所以 ρ(ｘｔꎬｙｔ)⊆ρꎬ则 ｘρｕꎬｙρｖꎬ故 Ｓ / ρ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
由文献[９]ꎬ关于条件(ＰＷＰＫ)ꎬ有下面的定理 ８ꎮ
定理 ８　 设 Ｓ 是幺半群ꎬＫ 是 Ｓ 的右理想ꎬ若∏

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ则对任意 ｊ∈Ｊꎬ Ａ ｊ 满足条件

(ＰＷＰＫ)ꎮ
证明　 假设∏

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎬ设 ａｊｓ＝ａ′ｊｓꎬ ａｊꎬａ′ｊ∈Ａ ｊꎬ ｊ∈Ｊꎬ ｓ∈Ｓꎮ 对每一个 ｋ∈Ｊ 且 ｋ≠ｊꎬ取定元

素ａｋ∈Ａｋꎬ令

ｂｊ ＝
ａｋꎬ　 ｋ≠ｊꎬ
ａｊꎬ　 ｋ＝ ｊꎬ{ 　 ｂ′ｊ ＝

ａｋꎬ　 ｋ≠ｊꎬ
ａ′ｊꎬ　 ｋ＝ ｊꎬ{

则在∏
ｊ∈Ｊ

Ａ ｊ 中有(ｂｊ) ｊ∈Ｊｓ＝ (ｂ′ｊ) ｊ∈Ｊ ｓꎮ 根据已知条件ꎬ存在 (ａ″ｊ) ｊ∈Ｊ∈∏
ｊ∈Ｊ

Ａ ｊꎬ ｕꎬｖ∈Ｋ 使得(ｂｊ) ｊ∈Ｊ ＝ (ａ″ｊ) ｊ∈Ｊ ｕꎬ

(ｂ′ｊ) ｊ∈Ｊ ＝(ａ″ｊ) ｊ∈Ｊｖ 且 ｕｓ＝ ｖｓꎮ 因此ꎬ有 ａｊ ＝ａ″ｊｕꎬ ａ′ｊ ＝ａ″ｊｖꎬ即 Ａ ｊ 满足条件(ＰＷＰＫ)ꎮ
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