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摘要:设 ｎ 为正整数ꎬ ｆ(ｚ)是复平面 Ｃ 内的一个亚纯函数ꎬ只有重级零点ꎬ如果对任意 ｚ∈Ｃꎬ都有 ｆ ′(ｚ)≠ｚｎ 成立ꎬ那么 ｆ( ｚ)为

特定形式的有理函数ꎮ
关键词:有理函数ꎻ亚纯函数ꎻ值分布ꎻ重级零点

中图分类号:Ｏ１７４.５　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:杨拍ꎬ林虎丽ꎬ杨锦华. 涉及重级零点的有理函数值分布[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２６ꎬ６１(４):７８￣８３.

Ｖａｌｕｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒａｔｉｏｎａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｚｅｒｏ

ＹＡＮＧ Ｐａｉ１ꎬ ＬＩＮ Ｈｕｌｉ１ꎬ ＹＡＮＧ Ｊｉｎｈｕａ２

(１. Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ Ｃｈｅｎｇｄｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｃｈｅｎｇｄｕ ６１０２２５ꎬ Ｓｉｃｈｕａｎꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｓｃｈｏｏｌ
ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｘｉｎｊｉａｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｕｒｕｍｑｉ ８３００１７ꎬ Ｘｉｎｊｉａｎｇꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ ｎ≥１ ｂｅ ａｎ ｉｎｔｅｇｅｒꎬ ａｎｄ ｆ(ｚ) ｂｅ ａ ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ ｃｏｍｐｌｅｘ ｐｌａｎｅꎬ ｗｈｏｓｅ ｚｅｒｏｓ ａｒｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ. Ｉｆ ｆ ′( ｚ)≠ｚｎ

ｆｏｒ ｅａｃｈ ｚ∈Ｃꎬ ｔｈｅｎ ｆ(ｚ) ｍｕｓｔ ｂｅ ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｔｏ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｆｏｒｍｓ ｏｆ ｒａｔｉｏｎａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｒａｔｉｏｎａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎻ ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎻ ｖａｌｕｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎꎻ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｚｅｒｏｓ

０　 引言

亚纯函数值分布理论是亚纯函数理论中具有深刻而完美理论的一个分支ꎮ 初等代数的一个基本问题是

求多项式的零点ꎬ１９ 世纪末ꎬ一些理论和实际问题的研究往往需要寻求较为广泛的函数类———整函数或亚

纯函数的的根及根的分布等问题ꎬ即对于整函数或亚纯函数与任意复数ꎬ研究方程在复平面内能否有根以及

根的多少与分布等问题ꎬ这就是函数值分布论研究的主要内容ꎮ 近代亚纯函数值分布理论亦称奈望林纳理

论ꎬ是由芬兰数学家奈望林纳于 ２０世纪 ２０年代创立[１]ꎬ他还建立 ２个基本定理且引入新的概念ꎮ 亚纯函数

值分布论取得不断地发展与完善ꎬ成为复分析的一个重要分支ꎮ 至今ꎬ亚纯函数值分布论及其应用仍然是学

者们关注的研究方向ꎮ 亚纯函数的值分布理论在复分析中的其他领域也有广泛的应用ꎬ比如ꎬ亚纯函数的复

动力系统、复微分方程、正规族理论以及唯一性理论等等ꎮ
下面先给出与本文内容相关的 ４个亚纯函数值分布结果ꎮ
定理 Ａ[２] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 内一个超越亚纯函数ꎬ如果对任意 ｚ∈Ｃꎬ都有 ｆ( ｚ)≠０ 成立ꎬ那么 ｆ ′( ｚ)－１

在复平面 Ｃ 内有无穷多个零点ꎮ
定理 Ｂ[３] 　 设 ｆ 是复平面 Ｃ 内一个非常数的有穷级亚纯函数ꎬ只有重级零点ꎬ如果对任意 ｚ∈Ｃꎬ都有

ｆ ′(ｚ)≠１成立ꎬ那么 ｆ(ｚ)＝ (ｚ
－ａ) ２

ｚ－ｂ
ꎬ其中 ａ 和 ｂ(≠ａ)为常数ꎮ

定理 Ｃ[４] 　 设 Ｒ( ｚ) (≢０)是一个有理函数ꎬ ｆ 是复平面 Ｃ 内一个超越亚纯函数ꎬ只有重级零点ꎬ则
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ｆ ′(ｚ)－Ｒ(ｚ)在复平面 Ｃ 内有无穷多个零点ꎮ

　 　 定理 Ｄ[５] 　 设 ｎ 为正整数ꎬＲ(ｚ)为一个有理函数ꎬ如果对任意 ｚ∈Ｃꎬ都有 Ｒ′(ｚ)≠ １
ｚｎ

成立ꎬ那么 Ｒ(ｚ)是

一个常数函数ꎮ
本文讨论涉及重级零点的有理函数值分布ꎬ得到了如下结果ꎮ
定理 １　 设 ｎ 为正整数ꎬＲ(ｚ)为一个有理函数ꎬ只有重级零点ꎬ如果对任意 ｚ∈Ｃꎬ都有 Ｒ′( ｚ)≠ｚｎ 成立ꎬ

那么 Ｒ(ｚ)必然为下述形式之一:

(１) Ｒ(ｚ)＝ (ｚ
－ｃ) ２

２
ꎬ ｎ＝ １ꎻ

(２) Ｒ(ｚ)＝ (ｚ
ｎ＋１－ｃ) ２

(ｎ＋１)ｚｎ＋１
ꎬ ｎ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎻ

(３) Ｒ(ｚ)＝
ｚ－ ｃ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

２(ｚ－ｃ)
ꎬ ｎ＝ １ꎻ

(４) Ｒ(ｚ)＝
ｚ－１
＋ ３
４

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｚ－１
－ ３
４

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

３(ｚ－ｃ)
ꎬ ｎ＝ ２ꎬ

其中 ｃ 是一个非零常数ꎮ
由定理 Ｃ 和定理 １可得下述结果ꎮ
推论 １　 设 ｎ 为正整数ꎬ ｆ( ｚ)是复平面 Ｃ 内的一个亚纯函数ꎬ只有重级零点ꎬ如果对任意 ｚ∈Ｃꎬ都有

ｆ ′(ｚ)≠ｚｎ 成立ꎬ那么 ｆ(ｚ)必然为下述形式之一:

(１) ｆ(ｚ)＝ (ｚ
－ｃ) ２

２
ꎬ ｎ＝ １ꎻ

(２) ｆ(ｚ)＝ (ｚ
ｎ＋１－ｃ) ２

(ｎ＋１)ｚｎ＋１
ꎬ ｎ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎻ

(３) ｆ(ｚ)＝
ｚ－ ｃ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

２(ｚ－ｃ)
ꎬ ｎ＝ １ꎻ

(４) ｆ(ｚ)＝
ｚ－１
＋ ３
４

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｚ－１
－ ３
４

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

３(ｚ－ｃ)
ꎬ ｎ＝ ２ꎬ

其中 ｃ 是一个非零常数ꎮ

１　 预备知识

引理 １[３] 　 设 Ｒ(ｚ)＝ ａｎｚｎ＋ａｎ－１ｚｎ
－１＋􀆺＋ａ０＋

Ｑ(ｚ)
Ｐ(ｚ)

ꎬ其中 ａ０ꎬａ１ꎬ􀆺ꎬａｎ(≠０)是常数ꎬＰ(ｚ)和 Ｑ(ｚ)是两个互

素的多项式ꎬ且 ｄｅｇＱ(ｚ)<ｄｅｇ Ｐ(ｚ)ꎮ 如果对任意 ｚ∈Ｃꎬ都有 Ｒ′(ｚ)≠１成立ꎬ那么 Ｒ(ｚ)＝ ｚ＋ａ＋ ｂ
(ｚ－ｃ)ｍꎬ其中

ａ 和 ｂ(≠０)ꎬｃ 是常数ꎬｍ 是一个正整数ꎮ

２　 定理 １的证明

显然 Ｒ(ｚ)不是常数函数ꎮ 下面分 ２种情形来讨论ꎮ
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情形 １　 Ｒ(ｚ)为非常数的多项式ꎮ
根据定理 １条件ꎬ多项式 Ｒ′(ｚ)－ｚｎ 在复平面内没有零点ꎮ 由代数学基本定理知ꎬ多项式 Ｒ′( ｚ)－ｚｎ 为非

零常数函数ꎮ 设 Ｒ′(ｚ)－ｚｎ ＝αꎬ其中 α(≠０)常数ꎬ于是

Ｒ(ｚ)＝ ｚｎ＋１

ｎ＋１
＋αｚ＋βꎬ

Ｒ′(ｚ)＝ ｚｎ＋αꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(１)

其中 β 为常数ꎮ 设 η 为 Ｒ(ｚ)的一个零点ꎬ显然 Ｒ(η)＝ Ｒ′(η)＝ ０ꎬ结合式(１)得
ηｎ＋１

ｎ＋１
＋αη＋β＝ ０ꎬ

ηｎ＋α＝ ０ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

(２)

解方程组(２)得 η＝(ｎ
＋１)β
ｎα

ꎬ这就意味着 Ｒ(ｚ)有且只有一个零点ꎬ故

Ｒ(ｚ)＝ ｚｎ＋１

ｎ＋１
＋αｚ＋β＝(ｚ

－η) ｎ＋１

ｎ＋１
ꎮ

比较 ｚｎ 的系数ꎬ可知 ｎ＝ １ꎮ 因为 Ｒ′(η)＝ η＋α＝ ０ꎬ所以 η≠０ꎬ因而

Ｒ(ｚ)＝ (ｚ
－ｃ) ２

２
ꎬ

其中 ｃ( ＝η)为非零常数ꎮ
情形 ２　 Ｒ(ｚ)为非多项式的有理函数ꎮ

因为对任意 ｚ∈Ｃꎬ都有 Ｒ′(ｚ)≠ｚｎꎬ所以对任意 ｚ∈Ｃꎬ都有 Ｒ(ｚ)－ ｚ
ｎ＋１

ｎ＋１
＋ｚæ

è
ç

ö

ø
÷
′≠１ꎮ 根据引理 １ꎬ

Ｒ(ｚ)＝ ｚｎ＋１

ｎ＋１
＋α＋ β
(ｚ－γ)ｍ ＝

ｚｎ＋１(ｚ－γ)ｍ＋(ｎ＋１)α(ｚ－γ)ｍ＋(ｎ＋１)β
(ｎ＋１)(ｚ－γ)ｍ ꎬ (３)

其中 αꎬβ(≠０)和 γ 均为常数ꎬｍ 是一个正整数ꎮ 令

Ｐ１(ｚ):＝ ｚｎ
＋１(ｚ－γ)ｍ＋(ｎ＋１)α(ｚ－γ)ｍ＋(ｎ＋１)βꎮ (４)

显然ꎬＰ１(ｚ)和 Ｒ(ｚ)有相同的零点(计算重数)ꎬ特别地ꎬＰ１(ｚ)只有重级零点ꎮ 由式(３)得

Ｒ′(ｚ)＝ ｚｎ－ ｍ β
(ｚ－γ)ｍ＋１ ＝

ｚｎ(ｚ－γ)ｍ＋１－ｍ β
(ｚ－γ)ｍ＋１ ꎮ (５)

令

Ｐ２(ｚ):＝ ｚｎ(ｚ－γ)ｍ＋１－ｍ βꎮ (６)
显然ꎬＰ２(ｚ)和 Ｒ′(ｚ)有相同的零点(计算重数)ꎮ

令

Ｐ３(ｚ):＝(ｚ－γ)Ｐ１(ｚ)＋(－ｚ)Ｐ２(ｚ)ꎬ

Ｐ４(ｚ):＝
ｚｎ(ｚ－γ)

β
Ｐ１(ｚ)＋ －

ｚｎ＋１＋(ｎ＋１)α
β

é

ë
êê

ù

û
úúＰ２(ｚ)ꎬ

(７)

简单计算可得

Ｐ３(ｚ)＝ (ｎ＋１)α(ｚ－γ)ｍ＋１＋(ｍ＋ｎ＋１)βｚ－(ｎ＋１)βγꎬ

Ｐ４(ｚ)＝ (ｍ＋ｎ＋１)ｚｎ
＋１－(ｎ＋１)γｚｎ＋ｍ(ｎ＋１)αꎮ

(８)

由式(４)、(６)和(７)知ꎬＲ(ｚ)的零点必然也是 Ｐ１(ｚ)、Ｐ２(ｚ)、Ｐ３(ｚ)和 Ｐ４(ｚ)的零点ꎮ
断言 α≠０ꎮ 否则ꎬ假设 α＝ ０ꎮ 如果 λ＝ ０ꎬ那么 Ｐ１(ｚ)＝ ｚｍ

＋ｎ＋１＋β(ｎ＋１)ꎬ这与 Ｐ１( ｚ)只有重级零点的事实

矛盾ꎮ 因而 γ≠０ꎮ 显然ꎬＰ１(ｚ)的零点必然也是 Ｐ２(ｚ)和 Ｐ３(ｚ)零点ꎮ 由式(８)知

Ｐ３(ｚ)＝ (ｍ＋ｎ＋１)βｚ－(ｎ＋１)βγ＝(ｍ＋ｎ＋１)β ｚ－ (ｎ
＋１)γ

(ｍ＋ｎ＋１)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
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显然 Ｐ３(ｚ)有唯一的零点ꎬ这意味着 Ｐ１(ｚ)和 Ｐ′１(ｚ)均有唯一的零点 ｚ０ ＝
(ｎ＋１)γ
ｍ＋ｎ＋１

ꎮ 由式(４)得

Ｐ′１(ｚ)＝ (ｍ＋ｎ＋１)ｚｎ(ｚ－γ)ｍ－１(ｚ－ｚ０)ꎬ
显然 Ｐ′１(ｚ)至少有 ２个不同的零点ꎬ矛盾ꎮ

情形 ２.１　 Ｒ(ｚ)至少有一个 ｋ(≥３)级零点ꎮ
令 ｚ０ 表示 Ｒ(ｚ)的一个 ｋ(≥３)级零点ꎮ 式(５)两边求导得

Ｒ″(ｚ)＝ ｎｚｎ－１＋ｍ(ｍ
＋１)β

(ｚ－γ)ｍ＋２ ꎮ (９)

显然 Ｒ′(ｚ０)＝ Ｒ″(ｚ０)＝ ０ꎮ 结合式(５)、(９)得ꎬ

ｚｎ０－
ｍ β

(ｚ０－γ)ｍ＋１ ＝ ０ꎬ

ｎｚｎ－１０ ＋
ｍ(ｍ＋１)β
(ｚ０－γ)ｍ＋２ ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

解上述方程组得 ｚ０ ＝
ｎγ

ｍ＋ｎ＋１
ꎮ 由 ｚ０ 的求解过程不难看出ꎬＲ( ｚ)的 ３ 级或大于 ３ 级的零点有且只有一个ꎬ即

ｚ０ ＝
ｎγ

ｍ＋ｎ＋１
ꎮ 显然ꎬＰ１(ｚ０)＝ ０ꎮ

断言 γ≠０ꎬ进而 ｚ０≠０ꎮ 否则ꎬ假设 γ＝ ０ꎬ于是 ｚ０ ＝
ｎγ

ｍ＋ｎ＋１
＝ ０ꎬ由式(４)知

Ｐ１(ｚ０)＝ ０ｎ
＋１(０－０)ｍ＋(ｎ＋１)α(０－０)ｍ＋(ｎ＋１)β＝(ｎ＋１)β≠０ꎬ

与 Ｐ１(ｚ０)＝ ０矛盾ꎮ
断言 ｋ＝ ３ꎬ即 ｚ０ 是 Ｒ(ｚ)的 ３级零点ꎮ 否则ꎬ假设 ｋ>３ꎮ 如果 ｎ＝ １ꎬ那么由式(３)知

Ｒ(ｚ)＝ ｚ２

２
＋α＋ β
(ｚ－γ)ｍꎬ

Ｒ‴(ｚ０)＝ －
ｍ(ｍ＋１)(ｍ＋２)β
(ｚ０－γ)ｍ＋３ ≠０ꎮ

因而 ｚ０ 是 Ｒ(ｚ)的 ３级零点ꎬ矛盾ꎮ 假设 ｎ>１ꎮ 由式(３)知

Ｒ‴(ｚ)＝ ｎ(ｎ－１)ｚｎ－２－ｍ(ｍ
＋１)(ｍ＋２)β
(ｚ－γ)ｍ＋３ ꎮ

因为 ｚ０ 是 Ｒ(ｚ)的 ｋ(>３)级零点ꎬ所以 Ｒ″(ｚ０)＝ Ｒ‴(ｚ０)＝ ０ꎮ 解方程组

Ｒ″(ｚ０)＝ ｎｚｎ
－１
０ ＋

ｍ(ｍ＋１)β
(ｚ０－γ)ｍ＋２ ＝ ０ꎬ

Ｒ‴(ｚ０)＝ ｎ(ｎ－１)ｚｎ
－２
０ －

ｍ(ｍ＋１)(ｍ＋２)β
(ｚ０－γ)ｍ＋３ ＝ ０ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

得唯一解 ｚ０ ＝
(ｎ－１)γ
ｍ＋ｎ＋１

ꎬ这与 ｚ０ ＝
ｎγ

ｍ＋ｎ＋１
矛盾ꎮ

综上所述ꎬＲ(ｚ)的 ３级或大于 ３级的零点有且只有一个ꎬ即 ３ 级的零点 ｚ０ ＝
ｎγ

ｍ＋ｎ＋１
ꎮ 根据定理 １ 的条

件ꎬ如果 Ｒ(ｚ)还有异于 ｚ０ 的其他零点ꎬ那么 Ｒ(ｚ)的异于 ｚ０ 的零点必然均为 ２级零点ꎮ
构造辅助函数:

Ｑ１(ｚ):＝
Ｐ２３(ｚ)
Ｐ１(ｚ)

＝ [(ｎ＋１)α(ｚ－γ)
ｍ＋１＋(ｍ＋ｎ＋１)βｚ－(ｎ＋１)βγ] ２

ｚｎ＋１(ｚ－γ)ｍ＋(ｎ＋１)α(ｚ－γ)ｍ＋(ｎ＋１)β
ꎬ

Ｑ２(ｚ):＝
Ｐ２４(ｚ)
Ｐ１(ｚ)

＝ [(ｍ＋ｎ＋１)ｚ
ｎ＋１－(ｎ＋１)γｚｎ＋ｍ(ｎ＋１)α] ２

ｚｎ＋１(ｚ－γ)ｍ＋(ｎ＋１)α(ｚ－γ)ｍ＋(ｎ＋１)β
ꎮ
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因为 Ｒ(ｚ)和 Ｐ１(ｚ)具有相同的零点(计算重数)ꎬ所以 ｚ０ 为 Ｐ１(ｚ)的 ３级零点ꎮ 如果 Ｐ１(ｚ)存在异于 ｚ０ 的零

点ꎬ那么 Ｐ１(ｚ)的异于 ｚ０ 的零点必然均为 ２级零点ꎮ 由式(７)知ꎬｚ０ 为 Ｐ３( ｚ)和 Ｐ４( ｚ)的 ２ 级或 ２ 级以上零

点ꎬｚ０ 为 Ｐ２３(ｚ)和 Ｐ２４(ｚ)的 ４级或 ４级以上零点ꎮ 如果 ｚ∗为 Ｒ(ｚ)和 Ｐ１(ｚ)的异于 ｚ０ 的零点ꎬ那么 ｚ∗为Ｒ(ｚ)
和 Ｐ１(ｚ)二级零点ꎬｚ∗为 Ｐ２３(ｚ)和 Ｐ２４(ｚ)的二级或二级以上零点ꎮ 由以上分析不难看出ꎬＱ１( ｚ)和Ｑ２(ｚ)均为

多项式ꎬ且 ｄｅｇ Ｑ１( ｚ)≥１ 和 ｄｅｇ Ｑ２( ｚ)≥１ꎮ 于是ꎬ２ ｄｅｇ (Ｐ３( ｚ))≥ｄｅｇ (Ｐ１( ｚ)) ＋ １ 和 ２ ｄｅｇ (Ｐ４( ｚ))≥
ｄｅｇ(Ｐ１(ｚ))＋１ꎬ即 ２(ｍ＋１)≥(ｍ＋ｎ＋１)＋１和 ２(ｎ＋１)≥(ｍ＋ｎ＋１)＋１ꎬ也即 ｍ＝ｎꎮ

情形 ２.１.１　 ｍ＝ｎ＝ １ꎮ
由式(３)知

Ｒ(ｚ)＝ ｚ２

２
＋α＋ β

ｚ－γ
＝ ｚ
２(ｚ－γ)＋２α(ｚ－γ)＋２ β

２(ｚ－γ)
ꎬ

显然ꎬＲ(ｚ)在复平面内只有一个(三级)零点ｚ０ ＝
ｎγ

ｍ＋ｎ＋１
＝ γ
３
ꎬ于是 Ｒ(ｚ)＝

ｚ－ γ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

２(ｚ－γ)
ꎮ 取 ｃ＝γꎬ则

Ｒ(ｚ)＝
ｚ－ ｃ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

２(ｚ－ｃ)
ꎬ　 ｎ＝ １ꎮ

情形 ２.１. ２　 ｍ＝ｎ>１ꎮ
由式(３)知ꎬＲ(ｚ)在复平面内有 ｍ＋ｎ＋１＝ ２ｎ＋１个零点(计算重数)ꎬ所以 Ｒ(ｚ)在复平面内 ２级零点的个

数为
２ｎ＋１－３
２

＝ｎ－１ꎮ 设 Ｒ(ｚ)在复平面内 ２级零点分别为 ｚ１ꎬｚ２ꎬ􀆺ꎬｚｎ－１ꎮ

显然ꎬｚ１ꎬｚ２ꎬ􀆺ꎬｚｎ－１也均为 Ｐ３( ｚ)的零点ꎬｚ０ 为 Ｐ３( ｚ)的二级或二级以上的零点ꎬ而 ｄｅｇ Ｐ３( ｚ) ＝ ｍ＋１ ＝
(ｎ－１)＋２ꎬ所以 Ｐ３(ｚ)只能有 ｎ－１个单级零点 ｚ１ꎬｚ２ꎬ􀆺ꎬｚｎ－１和 １个二级零点 ｚ０ꎮ 结合式(８)知ꎬ

Ｐ３(ｚ)＝ (ｎ＋１)α(ｚ－ｚ０) ２(ｚ－ｚ１)(ｚ－ｚ２)􀆺(ｚ－ｚｎ－１)ꎮ
同理ꎬｚ１ꎬｚ２ꎬ􀆺ꎬｚｎ－１均为 Ｐ４(ｚ)的零点ꎬｚ０ 为 Ｐ４(ｚ)的 ２ 级或 ２ 级以上的零点ꎬ而 ｄｅｇ Ｐ４(ｚ)＝ ｎ＋１ ＝ (ｎ－１)＋２ꎬ
所以 Ｐ４(ｚ)只能有 ｎ－１个单级零点 ｚ１ꎬｚ２ꎬ􀆺ꎬｚｎ－１和 １个 ２级零点 ｚ０ꎮ 结合式(８)知

Ｐ４(ｚ)＝ (２ｎ＋１)(ｚ－ｚ０) ２(ｚ－ｚ１)(ｚ－ｚ２)􀆺(ｚ－ｚｎ－１)ꎮ

显然ꎬＰ３(ｚ)和 Ｐ４(ｚ)具有相同的零点(计算重数)ꎬ所以 Ｐ３(ｚ)＝
(ｎ＋１)α
２ｎ＋１

􀅰Ｐ４(ｚ)ꎮ 结合式(８)知

(ｎ＋１)α(ｚ－γ) ｎ＋１＋(２ｎ＋１)βｚ－(ｎ＋１)βγ＝(ｎ
＋１)α
２ｎ＋１

[(２ｎ＋１)ｚｎ＋１－(ｎ＋１)γｚｎ＋ｎ(ｎ＋１)α]ꎮ

上式等号两边 ｚｎ 的系数分别－(ｎ＋１) ２αγ、 －(ｎ
＋１) ２αγ
２ｎ＋１

ꎬ显然必须有

－(ｎ＋１) ２αγ＝ －(ｎ
＋１) ２αγ
２ｎ＋１

ꎬ

即 ｎ＝ ０ꎬ矛盾ꎮ
情形 ２.２　 Ｒ(ｚ)的零点都是二级零点ꎮ

显然ꎬ
Ｐ２３(ｚ)
Ｐ１(ｚ)

和
Ｐ２４(ｚ)
Ｐ１(ｚ)

都是多项式ꎬ于是

２ ｄｅｇ(Ｐ３(ｚ))≥ｄｅｇ(Ｐ１(ｚ))和 ２ ｄｅｇ(Ｐ４(ｚ))≥ｄｅｇ(Ｐ１(ｚ))ꎬ
化简可得 ｍ＋１≥ｎ≥ｍ－１ꎮ

情形 ２.２.１　 ｎ＝ｍ＋１ꎮ

显然ꎬｎ≥２ꎬ
Ｐ２３(ｚ)
Ｐ１(ｚ)

是常数函数ꎬ于是

　 　 　 [(ｎ＋１)α(ｚ－γ) ｎ＋２ｎβｚ－(ｎ＋１)βγ] ２ ＝(ｎ＋１) ２α２[ｚｎ＋１(ｚ－γ) ｎ－１＋(ｎ＋１)α(ｚ－γ) ｎ－１＋(ｎ＋１)β]ꎮ (１０)
如果 ｎ≥３ꎬ比较上式(ｚ－γ) ２ｎ－１的系数和常数项ꎬ可得 γ＝ ０和 β＝ ０ꎬ矛盾ꎮ 因而 ｎ＝ ２ꎬ式(１０)简化为
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[３α(ｚ－γ) ２＋４βｚ－３βγ] ２ ＝ ９α２[ｚ３(ｚ－γ)＋３α(ｚ－γ)＋３β]ꎮ

比较上式等号两边每一项的系数ꎬ可得 α＝ １
２４

γ３ 和 β＝ ３
６４

γ４ꎮ 由 β≠０ꎬ知 γ≠０ꎮ 将 ｎ＝ ２ꎬ α＝ １
２４

γ３ 和 β＝ ３
６４

γ４

代入 Ｒ(ｚ)的表达式(３)中ꎬ整理可得

Ｒ(ｚ)＝
ｚ－１
＋ ３
４

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｚ－１
－ ３
４

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

３(ｚ－ｃ)
ꎬ

其中 ｃ( ＝γ)是一个非零常数ꎮ
情形 ２.２.２　 ｎ＝ｍꎮ
因为 Ｐ１(ｚ)的零点都是二级零点ꎬ所以 ｄｅｇ Ｐ１( ｚ)是偶数ꎮ 然而ꎬ由式(４)知ꎬ多项式 Ｐ１( ｚ)的次数

ｄｅｇ Ｐ１(ｚ)＝ ｍ＋ｎ＋１＝ ２ｎ＋１是一个奇数ꎬ矛盾ꎮ
情形 ２.２.３　 ｎ＝ｍ－１ꎮ

显然 ｎ≥１ꎬ ｍ≥２ꎬ
Ｐ２４(ｚ)
Ｐ１(ｚ)

是常数函数ꎮ 于是

(２ｍｚｍ－ｍγｚｍ－１＋ｍ２α) ２ ＝ ４ｍ２[ｚｍ(ｚ－γ)ｍ＋ｍα(ｚ－γ)ｍ＋ｍ β]ꎮ (１１)

比较式(１１)等号两边 ｚ２ｍ－１的系数ꎬ得 γ＝ ０ꎬ式(１１)简化为

(２ｍｚｍ＋ｍ２α) ２ ＝ ４ｍ２(ｚ２ｍ＋ｍαｚｍ＋ｍ β)ꎮ (１２)

比较式(１２)等号两边的常数项ꎬ得 β＝ｍα
２

４
ꎮ 将 β＝ｍα

２

４
、 γ＝ ０和 ｍ＝ｎ＋１代入式(３)中ꎬ得

Ｒ(ｚ)＝ (ｚ
ｎ＋１＋ｃ) ２

(ｎ＋１)ｚｎ＋１
ꎬ

其中 ｃ ＝ｎ
＋１
２

αæ

è
ç

ö

ø
÷ 是一个非零常数ꎮ
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