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带泊松跳随机微分方程的组合解法

段颖鹏ꎬ胡琳∗

(江西理工大学理学院ꎬ 江西 赣州 ３４１０００)

摘要:针对只含一个随机项(泊松项)的随机微分方程ꎬ给出泊松型的伊藤公式ꎬ得到只含泊松项的随机微分方程解的存在唯

一性条件ꎬ证明补偿 θ 法在这类方程上的有界性和收敛性ꎮ 针对一般的带泊松跳的随机微分方程ꎬ建立一种新的组合解法ꎬ这
种组合解法可以解出一些带泊松跳随机微分方程的解析解和数值解ꎬ也可以修正数值解ꎬ提高数值解的收敛性ꎮ
关键词:随机微分方程ꎻ泊松跳ꎻ组合解法ꎻ数值解

中图分类号:Ｏ２１１.６３　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:段颖鹏ꎬ胡琳. 带泊松跳随机微分方程的组合解法[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２６ꎬ６１(４):１２３￣１３２.

Ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ Ｐｏｉｓｓｏｎ
ｊｕｍｐｓ

ＤＵＡＮ Ｙｉｎｇｐｅｎｇꎬ ＨＵ Ｌｉｎ∗

(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ Ｊｉａｎｇｘｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｇａｎｚｈｏｕ ３４１０００ꎬ Ｊｉａｎｇｘｉꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｏｎｌｙ ｏｎｅ ｒａｎｄｏｍ ｔｅｒｍ (Ｐｏｉｓｓｏｎ ｔｅｒｍ)ꎬ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ￣ｔｙｐｅ Ｉｔô ｆｏｒｍｕｌａ ｉｓ
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ｏｂｔａｉｎ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｊｕｍｐｓꎬ ａｎｄ ｃａｎ ａｌｓｏ ｂｅ ｕｓｅｄ ｔｏ
ｃｏｒｒｅｃｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎꎻ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｊｕｍｐꎻ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄꎻ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

０　 引言

随机微分方程( ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ ＳＤＥｓ)起源于布朗运动ꎬ用于研究随机过程的重要工

具[１]ꎮ 由于 Ｉｔô 型随机微分方程的适用性和便利性ꎬ对于一般的随机过程ꎬ人们通常采用 Ｉｔô 型随机微分对

随机过程进行定性分析和定量研究[２￣３]ꎮ
Ｉｔô 型随机微分方程的一般形式为

ｄＸ ｔ ＝ ｆ( ｔꎬＸ ｔ)ｄｔ＋ｇ( ｔꎬＸ ｔ)ｄＷｔꎬ
Ｘ( ｔ＝ ０)＝ Ｘ０ꎬ

{ (１)

式中:Ｘ０ 是初始位置ꎬ ｆ( ｔꎬＸ ｔ)是漂移项系数ꎬｇ( ｔꎬＸ ｔ)是扩散项系数ꎬＷｔ 是标准布朗运动ꎮ
Ｉｔô 型随机微分方程中的随机项 ｄＷｔ 实际上对应的是现实生活中的高斯白噪声ꎬ后来众多学者又在高斯

白噪声的基础上加入泊松白噪声ꎬ提出一类带泊松跳的随机微分方程ꎮ 带泊松跳随机微分方程的一般形

式为
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ｄＸ ｔ ＝ ｆ( ｔꎬＸ ｔ)ｄｔ＋ｇ( ｔꎬＸ ｔ)ｄＷｔ＋σ( ｔꎬＸ ｔ)ｄＮｔꎬ
Ｘ( ｔ＝ ０)＝ Ｘ０ꎬ

{ (２)

式中 Ｎｔ 是标准泊松运动ꎮ
这类新的带泊松跳随机方程在实际应用中更为广泛ꎬ已在金融学[４]、电子工程[５]、生物学[６]等多个领域

得到应用ꎮ 在目前的理论架构下ꎬ只有极少数的简单的带泊松跳随机微分方程能够得到解析解ꎬ因此在带泊

松跳随机微分方程的研究领域上ꎬ构造行之有效的求解方法具有重要的理论意义和应用价值ꎮ
关于带泊松跳随机微分方程的解法参见文献[７￣１２]ꎮ 对于方程(１)ꎬ常见的数值解方法有 Ｅｕｌｅｒ￣

Ｍａｒｕｙａｍａ[１３]、Ｍｉｌｓｔｅｉｎ[１４]、随机 Ｒｕｎｇｅ￣Ｋｕｔｔａ 方法[１５]等ꎬ对于带泊松跳的随机微分方程(２)ꎬ已经建立的数值

方法有 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｒｕｙａｍａ[４]、平衡隐式[７]ꎬ Ｍｉｌｓｔｅｉｎ[１６]、随机 θ 方法[８]ꎮ 新建立的组合解法对于一些无显式的

带泊松跳随机微分方程能得到比以上数值方法误差更小的数值解乃至部分或全部解析点ꎬ因此ꎬ这一种新的

数值方法解决实际问题有重要意义ꎮ

１　 只含泊松项的随机微分方程

１.１　 只含泊松项的随机微分方程的定义

定义只含泊松项的随机微分方程ꎬ其方程形式为

ｄＸ ｔ ＝ ｆ( ｔꎬＸ ｔ)ｄｔ＋σ( ｔꎬＸ ｔ)ｄＮｔꎬ
Ｘ( ｔ＝ ０)＝ Ｘ(０)＝ Ｘ０ꎮ

{ (３)

式(３)的积分形式为

Ｘ ｔ ＝Ｘ０＋ ∫ ｔ
０
ｆｄｔ＋ ∫ ｔ

０
σｄＮｔꎬ (４)

则对应一般随机微分方程的伊藤公式ꎬ得到如下只含泊松项的随机微分方程中的泊松型伊藤公式ꎮ
１.２　 泊松型伊藤公式

定理 １　 设 Ｘ ｔ 如式(４)所示ꎬ设函数 ｇ( ｔꎬｘ)∈Ｃ２([０ꎬ∞ ]×Ｒ)ꎬ令 Ｙｔ ＝ｇ( ｔꎬＸ ｔ)ꎬ则有

ｄＹｔ ＝
∂ｇ
∂ｔ
( ｔꎬＸ ｔ)ｄｔ＋

∂ｇ
∂ｘ
( ｔꎬＸ ｔ)ｄＸ ｔ＋

１
２
∂２ｇ
∂ｘ２
(ｄＸ ｔ) ２ꎮ (５)

证明　 将 ｄＸ ｔ ＝ ｆｄｔ＋σｄＮｔ 代入式(５)ꎬ利用

ｄｔｄｔ＝ｄＮｔｄｔ＝ ０ꎬ　 ｄＮｔｄＮｔ ＝λｄｔꎬ (６)
得

ｇ( ｔꎬＸ ｔ)＝ ｇ(０ꎬＸ０)＋∫ ｔ
０
σｓ
∂ｇ
∂ｘ
(ｓꎬＸｓ)ｄＮｔ＋ ∫ ｔ

０

∂ｇ
∂ｓ
(ｓꎬＸｓ)＋ｆｓ

∂ｇ
∂ｘ
(ｓꎬＸｓ)＋

１
２
λσ２ｓ
∂２ｇ
∂ｘ２
(ｓꎬＸｓ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓꎬ (７)

式中ꎬ ｆｓ ＝ ｆ(ｓꎬω)ꎬ σｓ ＝σ(ｓꎬω)ꎮ 假定 ｆ、σ 为基本函数ꎬ由泰勒定理得

ｇ( ｔꎬｘｔ)＝ ｇ(０ꎬｘ０)＋∑
ｊ
Δｇ( ｔｊꎬｘｊ)＝ ｇ(０ꎬｘ０)＋∑

ｊ

∂ｇ
∂ｔ
Δｔｊ＋∑

ｊ

∂ｇ
∂ｘ
Δｘｊ

＋ １
２∑ｊ

∂２ｇ
∂ｔ２
(Δｔｊ) ２＋∑

ｊ

∂２ｇ
∂ｔ∂ｘ
(Δｔｊ)(Δｘｊ)＋

１
２∑ｊ

∂２ｇ
∂ｘ２
(Δｘｊ) ２＋∑

ｊ
Ｒ ｊꎬ (８)

式中ꎬＲ ｊ ＝ο( ｜ Δｘｊ ｜ ２＋ ｜ Δｔｊ ｜ ２)ꎬ Δｘｊ ＝ ｘｊ＋１－ｘｊꎬ Δｔｊ ＝ ｔｊ＋１－ｔｊꎬ Δｇ( ｔｊꎬｘｊ)＝ ｇ( ｔｊ＋１ꎬｘｊ＋１)－ｇ( ｔｊꎬｘｊ)ꎮ 则有

∑
ｊ

∂ｇ
∂ｔ
Δｔｊ ＝∑

ｊ

∂ｇ
∂ｔ
( ｔｊꎬＸ ｊ)Δｔｊ→ ∫ ｔ

０

∂ｇ
∂ｔ
(ｓꎬＸｓ)ｄｓꎬ

∑
ｊ

∂ｇ
∂ｘ

Δｘｊ ＝∑
ｊ

∂ｇ
∂ｘ
( ｔｊꎬＸ ｊ)Δｘｊ→ ∫ ｔ

０

∂ｇ
∂ｘ
(ｓꎬＸｓ)ｄｘｓꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

且 ｆ、σ 是基本函数ꎬ则

∑
ｊ

∂２ｇ
∂ｘ２
(ΔＸ ｊ) ２ ＝∑

ｊ

∂２ｇ
∂ｘ２

ｆ ２ｊ (Δｔｊ) ２＋２∑
ｊ

∂２ｇ
∂ｘ２

ｆｊσｊ(Δｔｊ)(ΔＮｊ)＋∑
ｊ

∂２ｇ
∂ｘ２

σ２ｊ(ΔＮｊ) ２ꎮ (９)

式中ꎬ ｆｊ ＝ ｆ( ｔｊꎬω)ꎬ σ＝σ( ｔｊꎬω)ꎮ 显然ꎬ当 Δｔｊ→０ 时ꎬ∑
ｊ

∂２ｇ
∂ｘ２

ｆ ２ｊ (Δｔｊ) ２、∑
ｊ

∂２ｇ
∂ｘ２

ｆｊσｊ(Δｔｊ) (ΔＮｊ)趋于 ０ꎮ 当
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Δｔｊ→０时ꎬ∑
ｊ

∂２ｇ
∂ｘ２

σ２ｊ(ΔＮｊ) ２ 在 Ｌ２(Ｐ)中趋向于 ∫ ｔ
０

∂２ｇ
∂ｘ２

σ２λｄｓꎮ

设 Ｘ~Ｎ(λｄｔꎬλｄｔ)ꎬ则∑Δ２Ｎｔ ＝∑ (Ｎｉ＋１－Ｎｉ) ２ꎬ有

Ｅ (∑Δ２Ｎｔ ) ＝Ｅ (∑
∞

ｉ ＝１
Ｘ２ｉ ) ＝(ｎ－１)Ｅ(Ｎｉ＋１－Ｎｉ) ２

＝(ｎ－１)[σ２(Ｎｉ＋１－Ｎｉ)＋Ｅ２(Ｎｉ＋１－Ｎｉ)]
＝(ｎ－１)[λΔｔｉ＋(λΔｔ) ２]

＝(ｎ－１) λ Ｔ
ｎ
＋λ２ Ｔ

２

ｎ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝λＴ＝ λ∑Δｔꎬ (１０)

故定理 １得证ꎮ
１.３　 解的存在性和唯一性

引理 １ (Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理) [１７] 　 设 ϕ 和 ｆ 是[０ꎬ＋∞ )上的 Ｂｏｒｅｌ 非负函数ꎬ满足 ϕ( ｔ)≤Ｃ＋ ∫ ｔ
０
ｆ(ｓ)Δ(ｓ)ｄｓꎬ

ｔ≥０ꎬ其中 Ｃ≥０为常数ꎬ则有 ϕ( ｔ)≤Ｃ ｅｘｐ [ ∫ ｔ
０
ｆ(ｓ)ｄｓ ]ꎬ ｔ≥０ꎮ

定理 ２　 对于式(３)所示的只含泊松项的随机微分方程ꎬ如果漂移系数 ｆ 和扩散系数 σ 满足:
(１) Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续 ｜ ｆ( ｔꎬｘ)－ｆ( ｔꎬｙ) ｜ ＋ ｜σ( ｔꎬｘ)－σ( ｔꎬｙ) ｜≤Ｃ ｜ ｘ－ｙ ｜ ꎻ
(２) 线性增长 ｜ ｆ( ｔꎬｘ) ｜ ＋ ｜σ( ｔꎬｘ) ｜≤Ｃ(１＋ ｜ ｘ ｜ )ꎬ

则式(３)存在唯一的解 Ｘ ｔꎬ且 Ｘ ｔ 关于 ｔ 连续ꎮ

证明　 设 Ｘ ｔ、Ｘ ｔ
 均为式(３)的解ꎬ满足初值条件 Ｘ ｔ ＝Ｚꎬ Ｘ ｔ

 ＝􀭹Ｚꎬ令
αｔ ＝ ｆ( ｔꎬＸ ｔ)－ｆ( ｔꎬＸ ｔ

 )ꎬ

βｔ ＝σ( ｔꎬＸ ｔ)－σ( ｔꎬＸ ｔ
 )ꎬ{ 得到

Ｅ ｜Ｘ ｔ－Ｘ ｔ
 ｜ ２ ＝Ｅ (Ｚ－􀭹Ｚ＋ ∫ ｔ

０
αｓｄｓ＋ ∫ ｔ

０
βｓｄＮｔ )

２

≤３Ｅ(Ｚ－􀭹Ｚ) ２＋３Ｅ(∫ ｔ
０
αｓｄｓ) ２＋３Ｅ(∫ ｔ

０
βｓｄＮｔ) ２

≤３Ｅ(Ｚ－􀭹Ｚ) ２＋３ｔＥ(∫ ｔ
０
α２ｓｄｓ)＋３(λ＋λ２ ｔ)Ｅ(∫ ｔ

０
β２ｓｄｓ)

≤３Ｅ(Ｚ－􀭹Ｚ) ２＋(３ｔ＋３λ＋３λ２ ｔ)ｃ２∫ ｔ
０
Ｅ ｜Ｘｓ－Ｘｓ

 ｜ ２ｄｓꎮ (１１)

注 １　 ~Ｎ ( ｔ):＝Ｎ( ｔ)－λｔꎬ则有

　 　 　 Ｅ ( ∫ ｔ
０
βｓｄＮｔ) )

２
＝Ｅ ( ∫ ｔ

０
βｓｄ Ｎｔ
 ＋ ∫ ｔ

０
λβｓｄｓ) )

２

＝Ｅ ( ∫ ｔ
０
βｓｄＮｔ
 )

２
＋Ｅ ( ∫ ｔ

０
λβｓｄｔ) )

２
＋２Ｅ ( ∫ ｔ

０
βｓｄＮｔ
 )∗Ｅ (∫ ｔ

０
λβｓｄｓ) )

≤ ∫ ｔ
０
λβ２ｓｄｓ＋ ∫ ｔ

０
λ２ ｔβ２ｓｄｓ＋０≤(λ＋λ２ ｔ) ∫ ｔ

０
β２ｓｄｓꎮ (１２)

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理可得

Ｅ ｜Ｘ ｔ－Ｘ ｔ
 ｜ ２≤３Ｅ(Ｚ－􀭹Ｚ) ２ｅｘｐ[３( ｔ＋λ＋λ２ ｔ)ｃ２ ｔ]ꎮ (１３)

若 Ｚ＝􀭹Ｚꎬ则对所有 ｔ≥０ꎬ Ｅ ｜Ｘ ｔ－Ｘ ｔ
 ｜ ２ ＝ ０ꎬ从而 Ｐ(∀ｔꎬＸ ｔ ＝Ｘ ｔ

 )＝ １ꎮ
定理 ２的唯一性证明完毕ꎮ
令 Ｙ (０)ｔ ＝Ｘ０ꎬ且定义

Ｙ (ｋ＋１)ｔ ＝Ｘ０＋ ∫ ｔ
０
ｆ(ＳꎬＹ (ｋ)Ｓ )ｄｓ＋ ∫ ｔ

０
σ(ＳꎬＹ (ｋ)σ )ｄＮｔꎬ　 ｋ≥０ꎬ (１４)

则可由 Ｐ(∀ｔꎬ Ｘ ｔ ＝Ｘ ｔ
 )＝ １ꎬ得
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Ｅ ｜Ｙ (ｋ＋１)ｔ －Ｙ (ｋ)ｔ ｜ ２≤３( ｔ＋λ＋λ２ ｔ)ｃ２ ∫ ｔ
０
Ｅ ｜Ｙ (ｋ)ｓ －Ｙ (ｋ

－１)
ｓ ｜ ２ｄｓꎬ　 ｋ≥１ꎮ (１５)

令 ｋ＝ ０ꎬ 则根据式(１４)ꎬ有

Ｅ ｜Ｙ (１)ｔ －Ｙ (０)ｔ ｜ ２ ＝Ｅ ∫ ｔ
０
ｆ(ｓꎬＹ (０)ｓ )ｄｓ＋ ∫ ｔ

０
σ(ｓꎬＹ (０)ｓ )ｄＮｓ

２

≤３Ｅ [ ∫ ｔ
０
ｆ(ｓꎬＹ (０)ｓ )ｄｓ ]

２
＋３Ｅ [ ∫ ｔ

０
σ(ｓꎬＹ (０)ｓ )ｄＮｓ ]

２

≤３ｔＥ [ ∫ ｔ
０
ｆ ２(ｓꎬＹ (０)ｓ )ｄｓ ] ＋３(λ＋λ２ ｔ)Ｅ [ ∫ ｔ

０
σ２(ｓꎬＹ (０)ｓ ) ]ｄｔ

≤(３ｔ＋３λ＋３λ２ ｔ)Ｃ２ ｔＥＸ２０
≤Ａｔꎬ (１６)

式中的 Ａ 是仅依赖于 Ｃ、ｔ 和 ＥＸ２０ 的常数ꎬ因此

　 　 　 　 　 　 Ｅ ｜Ｙ (２)ｔ －Ｙ (１)ｔ ｜ ２≤ Ａ∫ ｔ
０
Ｅ ｜Ｙ (１)ｓ －Ｙ (０)ｓ ｜ ２ｄｓ≤ Ａ∫ ｔ

０
Ａｓｄｓ＝

(Ａｔ) ２

２
ꎬ

Ｅ ｜Ｙ (３)ｔ －Ｙ (２)ｔ ｜ ２≤Ａ ∫ ｔ
０
Ｅ ｜Ｙ (２)ｓ －Ｙ (１)σ ｜ ２ｄｓ≤Ａ ∫ ｔ

０

(Ａｓ) ２

２
ｄｓ＝(Ａｔ)

３

６
＝(Ａｔ)

３

３!
ꎬ

Ｅ ｜Ｙ (４)ｔ －Ｙ (３)ｔ ｜ ２≤Ａ ∫ ｔ
０
Ｅ ｜Ｙ (３)ｓ －Ｙ (２)ｓ ｜ ２ｄｓ≤Ａ ∫ ｔ

０

(Ａｓ) ３

３!
ｄｓ＝(Ａｔ)

４

２４
＝(Ａｔ)

４

４!
ꎮ

(１７)

类似地ꎬ可得 Ｅ ｜Ｙ (ｋ＋１)ｔ －Ｙ (ｋ)ｔ ｜ ２≤
(Ａｔ) (ｋ＋１)

(ｋ＋１)!
ꎬ ｋ≥０ꎬ其中

ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜Ｙ (ｋ＋１)ｓ －Ｙ (ｋ)ｓ ｜≤ ｓｕｐ

０≤ｓ≤ｔ∫
ｓ

０
｜ ｆ(ｒꎬＹ (ｋ)ｒ )－ｆ(ｒꎬＹ (ｋ

－１)
ｒ ) ｜ ｄｒ

≤ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

０
[σ(ｒꎬＹ (ｋ)ｒ )－σ(ｒꎬＹ (ｋ

－１)
ｒ )]ｄＮｒ ꎮ (１８)

因此

　 Ｐ[ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜Ｙ (ｋ＋１)ｓ －Ｙ (ｋ)ｓ ｜≥２

－ｋ]≤Ｐ [ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ ∫

Ｓ

０
｜ ｆ(ｒꎬＹ (ｋ)ｒ )－ｆ(ｒꎬＹ (ｋ

－１)
ｒ ) ｜ ｄｒ≥２－ｋ－１ ]

＋Ｐ [ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ∫ｓ

０
[σ(ｒꎬＹ (ｋ)ｒ )－σ(ｒꎬＹ (ｋ

－１)
ｒ )]ｄＮｒ ｜≥２

－ｋ－１ ]

≤４ｋ＋１Ｅ ∫ ｔ
０
( ｆ(ｒꎬＹ (ｋ)ｒ )－ｆ(ｒꎬＹ (ｋ

－１)
ｒ ))ｄｒ

２
＋４ｋ＋１Ｅ ∫ ｔ

０
(σ(ｒꎬＹ (ｋ)ｒ )－σ(ｒꎬＹ (ｋ

－１)
ｒ ))ｄＮｒ

２

≤４ｋ＋１ ｔＥ ∫ ｔ
０
｜ ( ｆ(ｒꎬＹ(ｋ)ｒ )－ｆ(ｒꎬＹ (ｋ

－１)
ｒ ) ｜ ２ｄｒ＋４ｋ＋１∫ ｔ

０
｜ (σ(ｒꎬＹ (ｋ)ｒ )－σ(ｒꎬＹ (ｋ

－１)
ｒ ) ｜ ２(λ＋λ２ ｔ)ｄｒ

≤４ｋ＋１ｃ２( ｔ＋λ＋λ２ ｔ) ∫ ｔ
０
Ｅ ｜Ｙ (ｋ)ｒ －Ｙ (ｋ

－１)
ｒ ｜ ２ｄｒ

≤４ｋ＋１ｃ２(( ｔ＋λ＋λ２ ｔ)) ∫ ｔ
０

(Ａｒ) ｋ

ｋ!
ｄｒ

≤４ｋ＋１ｃ２(( ｔ＋λ＋λ２ ｔ)) Ａｋ ｔｋ＋１

(ｋ＋１)!
ꎬ (１９)

所以有

　 ∑
∞

ｋ ＝１
Ｐ[ ｓｕｐ

０≤ｓ≤ｔ
｜Ｙ(ｋ＋１)ｓ －Ｙ(ｋ)ｓ ｜≥２

－ｋ]≤∑
∞

ｋ ＝１
４ｋ＋１ｃ２( ｔ＋λ＋λ２ ｔ) Ａｋ ｔｋ＋１

(ｋ＋１)!

＝ ｃ
２( ｔ＋λｔ)

Ａ ∑
∞

ｋ ＝１

(４Ａｔ) (ｋ＋１)

(ｋ＋１)!
＝ ｃ

２( ｔ＋λ＋λ２ ｔ)ｅ４Ａｔ

Ａ
<∞ ꎮ (２０)

由 Ｂｏｒｅｌ￣Ｃａｎｔｅｌｌｉ 引理可知ꎬＰ[ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜Ｙ (ｋ＋１)ｓ －Ｙ (ｋ)ｓ ｜≥２

－ｋꎬ ｉ.ｏ.] ＝ ０ꎮ 从而对 ωꎬ有

Ｙ (ｎ)ｔ (ω)＝ Ｙ (０)ｔ (ω)＋∑
ｎ－１

ｋ ＝０
(Ｙ (ｋ＋１)ｔ (ω)－Ｙ (ｋ)ｔ (ω)) (２１)

收敛ꎮ
记 Ｘ ｔ 是 Ｙ ｎ

ｔ 的极限ꎬ根据 Ｙ ｎ
ｔ 关于 ｔ 的连续性可知 Ｘ ｔ 的连续性ꎮ 再根据 ｆ 和 σ 的连续性可知
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ｆ(ｓꎬＹ (ｎ)ｓ )→ｆ(ｓꎬＸｓ)ꎬ　 σ(ｓꎬＹ (ｎ)ｓ )→σ(ｓꎬＸｓ)ꎬ　 ｎ→∞ꎬ
因此有

∫ ｔ
０
ｆ(ｓꎬＹ (ｎ)ｓ )ｄｓ→ ∫ ｔ

０
ｆ(ｓꎬＸｓ)ｄｓꎬ

∫ ｔ
０
σ(ｓꎬＹ (ｎ)ｓ )ｄＷｓ→ ∫ ｔ

０
σ(ｓꎬＸｓ)ｄＮｓꎬ

所以 Ｘ ｔ 满足随机微分方程ꎮ 以下证明定理 ２的存在性ꎮ
由于只含泊松跳的随机微分方程是一般带跳随机微分方程的特殊情况ꎬ这一部分的证明推导也可沿用

Ｐｌａｔｅｎ Ｅ 的证明思路[１８]ꎮ

２　 只含泊松项的随机微分方程的数值解法

２.１　 数值方法－随机 θ 法及补偿的随机 θ 法
将方程(３)写成

ｄＸ( ｔ)＝ ｆ(Ｘ( ｔ－))ｄｔ＋σ(Ｘ( ｔ－))ｄＮｔꎬ　 ｔ>０ꎬ

Ｘ(０－)＝ Ｘ０ꎮ
{ (２２)

式中ꎬＸ( ｔ－):＝ ｌｉｍ
ｓ→ｔ－

Ｘ( ｓ)ꎬ并假定 Ｎ ｔ 是一个 Ｐｏｉｓｓｏｎ 随机变量ꎬ强度 λ>０ꎮ 此外ꎬ假定 Ｅ ｜ Ｘ０ ｜ ２<∞ ꎬ且 Ｘ０ 独

立于 Ｐｏｉｓｓｏｎ 变量 Ｎ ｔꎬ则在满足全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件(１)和线性增长条件(２)下ꎬ方程(２２)存在唯一解ꎬ且
ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ｅ ｜Ｘ( ｔ) ｜ ２<∞ ꎮ 全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件和线性增长条件为:

(１) 全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件ꎮ 对任意 ｘꎬ ｙ∈Ｒｄꎬ存在与 ｘꎬｙ 无关的正常数 Ｌꎬ使得

｜ ｆ(ｘ)－ｆ(ｙ) ｜ ２∨｜σ(ｘ)－σ(ｙ) ｜ ２≤Ｌ ｜ ｘ－ｙ ｜ ２ꎮ
(２) 线性增长条件ꎮ 对任意 ｘ∈Ｒｄꎬ存在与 ｘ 无关的正常数 Ｋꎬ使得 ｜ ｆ(ｘ) ｜ ２∨｜σ(ｘ) ｜ ２≤Ｋ(１＋ ｜ ｘ ｜ ２)ꎮ
随机 θ 方法为

Ｙｎ＋１ ＝Ｙｎ＋(１－θ)ｈｆ(Ｙｎ)＋θｈｆ(Ｙｎ＋１)＋σ(Ｙｎ)ΔＮｎꎮ (２３)
方程(２２)写成如下的等价方程:

ｄＸ( ｔ)＝ ｆλ(Ｘ( ｔ
－))ｄｔ＋σ(Ｘ( ｔ－))ｄ ~Ｎ ( ｔ)ꎬ　 ｔ>０ꎬ (２４)

式中 ｆλ(ｘ):＝ ｆ(ｘ) ＋λσ(ｘ)ꎮ 注意到补偿 ｐｏｉｓｓｏｎ 过程Ｎｔ
 :＝Ｎｔ －λｔ 是一个鞅ꎬ且满足性质 Ｅ( ~Ｎ ｔ＋ｓ－

~Ｎ ｔ) ＝ ０ꎬ

Ｅ ｜ ~Ｎｔ＋ｓ－
~Ｎｔ ｜ ２ ＝λｓꎬ ｔꎬｓ≥０ꎮ 新的漂移系数 ｆλ 仍满足全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续条件和线性增长条件ꎬ并且常数 Ｌλ ＝

(λ＋１) ２Ｌꎬ Ｋλ ＝(λ＋１) ２Ｋꎮ
补偿的随机 θ 方法为

Ｙｎ＋１ ＝Ｙｎ＋(１－θ)ｈｆλ(Ｙｎ)＋θｈｆλ(Ｙｎ＋１)＋σ(Ｙｎ)ΔＮｎ
 ꎮ (２５)

２.２　 补偿随机 θ 方法的收敛性

将时间离散数值解析延拓成连续时间逼近解ꎮ 对于 ｔ∈[ ｔｎꎬｔｎ＋１]ꎬ定义补偿的随机 θ 方法的连续延拓

􀭵Ｙ( ｔ):＝Ｙｎ＋(１－θ)( ｔ－ｔｎ) ｆλ(Ｙｎ)＋θ( ｔ－ｔｎ) ｆλ(Ｙｎ＋１)＋σ(Ｙｎ)Δ
~Ｎｎ( ｔ)ꎮ (２６)

记 Δ ~Ｎｎ( ｔ)＝
~Ｎｔ－
~Ｎｔｎꎬ将式(２６)写成积分形式为

􀭵Ｙ( ｔ)＝ Ｙ０＋ ∫ ｔ
０
(１－θ) ｆλ(Ｙ(ｓ))＋θｆλ(Ｙ(ｓ＋ｈ))ｄｓ＋ ∫ ｔ

０
σ(Ｙ(ｓ))ｄ ~Ｎｓꎮ (２７)

式中 Ｙ(ｓ):＝∑
∞

０
１{ ｔｎ≤ｔ<ｔｎ＋１}Ｙｎꎬ并且 􀭵Ｙ(ｔｎ)在网格点上和离散数值解 Ｙｎ 是一致的ꎬ即 􀭵Ｙ(ｔｎ)＝ Ｙｎꎬ ｎ＝０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮꎮ

定理 ３　 假定线性增长条件(２)成立ꎬ且 ｈ<ｈ０ <１ / (Ｋλ ＋１)ꎬ则式(２５)的数值解的二阶矩是有界的且

ｓｕｐ
０≤ｎｈ≤Ｔ

Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２≤Ｃ１(１＋Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２)ꎮ

证明　 由式(２５)得

｜Ｙｎ＋１－θｈｆλ(Ｙｎ＋１) ｜ ２ ＝ ｜Ｙｎ＋(１－θ)ｈｆλ(Ｙｎ)＋σ(Ｙｎ)Δ
~Ｎｎ ｜ ２ꎮ (２８)
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式(２８)中取期望且使用 Δ ~Ｎｎ的鞅性ꎬ得
Ｅ ｜Ｙｎ＋１ ｜ ２ ≤２θｈＥ‹Ｙｎ＋１ꎬ ｆλ(Ｙｎ＋１)›＋Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２＋ｈ２(１－θ) ２Ｅ ｜ ｆλ(Ｙｎ) ｜ ２

＋ｈλＥ ｜σ(Ｙｎ) ｜ ２＋２(１－θ)ｈＥ‹Ｙｎꎬｆλ(Ｙｎ)›ꎮ (２９)
由线性增长条件和 Ｃａｕｃｈｙ￣Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式ꎬ得

Ｅ(Ｙｎꎬｆλ(Ｙｎ))≤Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ｜ ｆλ(Ｙｎ) ｜≤
１
２
Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２＋

１
２
Ｅ ｜ ｆλ(Ｙｎ) ｜ ２≤

１
２
(１＋Ｋλ)Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２＋

１
２
Ｋλꎮ (３０)

同理有 Ｅ(Ｙｎ＋１ꎬｆλ(Ｙｎ＋１))≤
１
２
(１＋Ｋλ)Ｅ ｜Ｙｎ＋１ ｜ ２＋

１
２
Ｋλꎮ

将 Ｅ(Ｙｎꎬ ｆλ(Ｙｎ))和 Ｅ(Ｙｎ＋１ꎬ ｆλ(Ｙｎ＋１))的估计式代入式(２９)ꎬ利用线性增长条件ꎬ当 ｈ<ｈ０<１时ꎬ有
(１－ｈ－ｈＫλ)Ｅ ｜Ｙｎ＋１ ｜ ２ ≤(１＋ｈ２Ｋλ＋ｈλＫ＋ｈ＋ｈＫλ)Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２＋θｈＫλ＋ｈ２(１－θ) ２Ｋλ＋ｈλＫ＋(１－θ)ｈＫλ

≤(１＋２ｈＫλ＋ｈλＫ＋ｈ)Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２＋２ｈＫλ＋ｈλＫꎮ (３１)
因此ꎬ选择合适的常数ꎬ由递推式(３１)可得数值解的矩有界性ꎮ

递推证明ꎮ 已知 ( １ － ｈ － ｈＫλ ) Ｅ ｜ Ｙｎ＋１ ｜ ２≤(１ ＋ ２ｈＫλ ＋ ｈλＫ ＋ ｈ) Ｅ ｜ Ｙｎ ｜ ２ ＋ ２ｈＫλ ＋ ｈλＫꎬ则 Ｅ ｜ Ｙｎ＋１ ｜ ２≤
(１＋μ１ｈ)Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２＋μ２ｈꎬ其中

μ１ ＝
３Ｋλ＋λＫ＋２
１－ｈ－ｈＫλ

ꎬ

μ２ ＝
２Ｋλ＋λＫ
１－ｈ－ｈＫλ

ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

从而

Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２≤(１＋μ１ｈ)Ｅ ｜Ｙｎ－１ ｜ ２＋μ２ｈꎬ

Ｅ ｜Ｙｎ－１ ｜ ２≤(１＋μ１ｈ)Ｅ ｜Ｙｎ－２ ｜ ２＋μ２ｈꎬ
　 　 　 ⋮
Ｅ ｜Ｙ１ ｜ ２≤(１＋μ１ｈ)Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２＋μ２ｈꎬ

则

Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２≤(１＋μ１ｈ) ２Ｅ ｜Ｙｎ－２ ｜ ２＋(１＋μ１ｈ)μ２ｈ＋μ２ｈꎬ

Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２≤(１＋μ１ｈ) ３Ｅ ｜Ｙｎ－３ ｜ ２＋(１＋μ１ｈ) ２μ２ｈ＋(１＋μ１ｈ)μ２ｈ＋μ２ｈꎬ
　 ⋮
Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２≤(１＋μ１ｈ) ｎＥ ｜Ｘ０ ｜ ２＋μ２ｈ[(１＋μ１ｈ) ｎ－１＋(１＋μ１ｈ) ｎ－２＋􀆺＋(１＋μ１ｈ)＋１]ꎮ

由于 ｈ＝ Ｔ
ｎ
ꎬ ｎ→＋∞ꎬ则

Ｅ ｜Ｙｎ ｜ ２≤(１＋μ１ｈ)
Ｔ
ｈ Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２＋

(１＋μ１ｈ) ｎ－１
μ１ｈ

μ２ｈ＝ ｅμ１ＴＥ ｜Ｘ０ ｜ ２＋
μ２
μ１
(ｅμ１Ｔ－１)ꎮ (３２)

矩有界性得证ꎮ
定理 ４　 假设定理 ３中的线性增长条件成立ꎬ则存在与 ｈ 无关的常数 Ｃ２ 使得ꎬ当 ｓ∈[ ｔｎꎬ ｔｎ＋１)时ꎬ

Ｅ ｜ 􀭵Ｙ(ｓ)－Ｙ(ｓ) ｜ ２∨Ｅ ｜ 􀭵Ｙ(ｓ)－Ｙ(ｓ＋ｈ) ｜ ２≤Ｃ２(１＋Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２)ｈꎮ (３３)
证明　 对 ｓ∈[ ｔｎꎬ ｔｎ＋１)ꎬ由 􀭵Ｙ(ｓ)和 Ｙ(ｓ)的定义知

􀭵Ｙ(ｓ)－Ｙ(ｓ)＝ (１－θ)(ｓ－ｔｎ) ｆλ(Ｙｎ)＋θ(ｓ－ｔｎ) ｆλ(Ｙｎ＋１)＋σ(Ｙｎ)Δ
~Ｎｎ(ｓ)ꎮ

运用基本不等式和 Δ ~Ｎｎ的鞅性ꎬ得
Ｅ ｜ 􀭵Ｙ(ｓ)－Ｙ(ｓ) ｜ ２≤ｈ２(１－θ)Ｅ ｜ ｆλ(Ｙｎ) ｜ ２＋３ｈ２θＥ ｜ ｆλ(Ｙｎ＋１) ｜ ２＋３ｈλＥ ｜σ(Ｙｎ) ｜ ２ꎮ (３４)

结合定理 ３ꎬ由式(３４)推得式(３３)的 Ｅ ｜ 􀭵Ｙ(ｓ)－Ｙ(ｓ) ｜ ２≤Ｃ２(１＋Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２)ｈ 部分ꎮ 由式(３３)得
􀭵Ｙ(ｓ)－Ｙ(ｓ＋ｈ)＝ Ｙｎ＋(１－θ)(ｓ－ｔｎ) ｆλ(Ｙｎ)＋θ(ｓ－ｔｎ) ｆλ(Ｙｎ＋１)＋σ(Ｙｎ)Δ

~Ｎｎ(ｓ)－Ｙｎ＋１

＝(１－θ)(ｓ－ｔｎ＋１) ｆλ(Ｙｎ)＋θ(ｓ－ｔｎ＋１) ｆλ(Ｙｎ＋１)＋σ(Ｙｎ)(
~Ｎｓ－
~Ｎｔｎ＋１)ꎮ (３５)

类似前面的证明方法ꎬ得式(３３)中 Ｅ ｜ 􀭵Ｙ(ｓ)－Ｙ(ｓ＋ｈ) ｜ ２≤Ｃ２(１＋Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２)ｈ 部分ꎮ
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定理 ５　 设函数 ｆ:Ｒｄ→Ｒｄꎬ σ:Ｒｄ→Ｒｄ 满足全局定理 ２中的条件ꎬ则式(２６)均方收敛于方程(３)的解析

解ꎬ即 Ｅ ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜ 􀭵Ｙ( ｔ) －Ｘ( ｔ) ｜ ２≤Ｃ(１＋Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２)ｈꎬ ｈ→０ꎬ其中 Ｃ 是与 ｈ 无关的常数ꎮ

证明　 由式(２４)、(２７)ꎬ可得

Ｅ[ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ

∣􀭵Ｙ(ｓ)－Ｘ(ｓ)∣２]

＝Ｅ[ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ ∫ｓ

０
(１－θ)[ ｆλ(Ｙ(ｒ))－ｆλ(Ｘ(ｒ

－))]＋θ[ ｆλ(Ｙ(ｒ＋ｈ))

－ｆλ(Ｘ(ｒ
－))]ｄｒ＋ ∫ｓ

０
[σ(Ｙ(ｒ))－σ(Ｘ(ｒ－))]ｄＮ ｒ ｜ ２]

≤３ｔＥ ∫ ｔ
０
｜ (１－θ)[ ｆλ(Ｙ(ｒ))－ｆλ(Ｘ(ｒ

－))]

＋θ[ ｆλ(Ｙ(ｒ＋ｈ))－ｆλ(Ｘ(ｒ
－))] ｜ ２ｄｒ＋３Ｅ[ ｓｕｐ

０≤ｓ≤ｔ
Ｍ(ｓ)]

≤３ｔ(１－θ) ∫ ｔ
０
Ｅ ｜ ｆλ(Ｙ(ｓ))－ｆλ(Ｘ(ｓ

－)) ｜ ２ｄｓ

＋３ｔθ ∫ ｔ
０
Ｅ ｜ ｆλ(Ｙ(ｓ＋ｈ))－ｆλ(Ｘ(ｓ

－)) ｜ ２ｄｓ＋３Ｅ[ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ

Ｍ(ｓ)]ꎮ (３６)
这里用了 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和基本不等式

｜ θｘ＋(１－θ)ｙ ｜ ２≤θ ｜ ｘ ｜ ２＋(１－θ) ｜ ｙ ｜ ２ꎬ (３７)

且记 Ｍ(ｓ)＝ ｜ [ ∫ｓ
０
σ(Ｙ(ｒ))－σ(Ｘ(ｒ－))]ｄ ~Ｎｒ ｜ ２ꎮ 由 Ｄｏｏｂ 下鞅不等式和等距公式知

Ｅ[ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ

Ｍ(ｓ)]≤４ＥＭ( ｔ)＝ ４λ ∫ ｔ
０
Ｅ ｜σ(Ｙ(ｓ))－σ(Ｘ(ｓ－)) ｜ ２ｄｓꎮ (３８)

将式(３８)代入式(３６)且运用线性增长条件ꎬ得
　 Ｅ[ ｓｕｐ

０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｙ(ｓ)－Ｘ(ｓ) ｜ ２]

≤６Ｔ(１－θ)Ｌλ ∫ ｔ
０
[Ｅ ｜Ｙ(ｓ)－􀭵Ｙ(ｓ) ｜ ２＋Ｅ ｜ 􀭵Ｙ(ｓ)－Ｘ(ｓ－) ｜ ２]ｄｓ

＋６ＴθＬλ ∫ ｔ
０
[Ｅ ｜Ｙ(ｓ＋ｈ)－􀭵Ｙ(ｓ) ｜ ２＋Ｅ ｜ 􀭵Ｙ(ｓ)－Ｘ(ｓ－) ｜ ２]ｄｓ

＋２４Ｌλ ∫ ｔ
０
[Ｅ ｜Ｙ(ｓ)－􀭵Ｙ(ｓ) ｜ ２＋Ｅ ｜ 􀭵Ｙ(ｓ)－Ｘ(ｓ－) ｜ ２]ｄｓꎮ (３９)

应用定理 ４ꎬ得

Ｅ[ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｜ 􀭵Ｙ(ｓ)－Ｘ(ｓ) ｜ ２]≤(６ＴＬλ＋２４Ｌλ) ∫ ｔ

０
Ｅ[ ｓｕｐ

０≤ｒ≤ｓ
｜ 􀭵Ｙ(ｒ)－Ｘ(ｒ－) ｜ ２]ｄｓ

＋(６ Ｔ ２Ｌλ＋２４ＴＬλ)Ｃ２(１＋Ｅ ｜Ｘ０ ｜ ２)ｈꎮ (４０)
最后ꎬ应用连续的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ则随机 θ 方法的收敛性得证ꎮ 此时若令 θ ＝ ０ꎬ则得到方程(３)的显式欧

拉数值格式ꎬ令 θ＝ １则得到方程(３)的隐式欧拉解法ꎮ

３　 带泊松跳随机微分方程的组合解法及实例验证

考虑带泊松跳的随机微分方程(２)ꎮ 将方程(２)拆分成 ２个方程 :
μ１ｄＸ ｔ ＝μ２ ｆ( ｔꎬＸ ｔ)ｄｔ＋ｇ( ｔꎬＸ ｔ)ｄＷｔꎬ
Ｘ( ｔ＝ ０)＝ Ｘ０ꎬ

{ (４１)

(１－μ１)ｄＸ ｔ ＝(１－μ２) ｆ( ｔꎬＸ ｔ)ｄｔ＋σ( ｔꎬＸ ｔ)ｄＮｔꎬ
Ｘ( ｔ＝ ０)＝ Ｘ０ꎬ

{ (４２)

式中ꎬ μ１、 μ２ 是任意常数或变量ꎬ方程(４１)是一般随机微分方程ꎬ方程(４２)是只含泊松项的随机微分方程ꎮ
若方程(４１)的解析解为 Ｘ ｔꎬＷ ＝α(μ１ꎬμ２)ꎬ方程(４２)的解析解为 Ｘ ｔꎬＮ ＝β(μ１ꎬμ２)ꎬ结合方程组 Ｘ ｔꎬＷ和 Ｘ ｔꎬＮꎬ

得出公共解 μ１ ＝φ(Ｘ)ꎬ μ２ ＝ψ(Ｘ)ꎬ则 α(φ(Ｘ)ꎬψ(Ｘ))＝ β(φ(Ｘ)ꎬψ(Ｘ))一定是方程(２)解析解曲线上的部

分或全部点ꎮ 并且ꎬ由于公共解点是方程(２)的解析解曲线上确定的点ꎬ所以能利用公共解点判断数值方法



　 １３０　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６１卷　

得到的公共解点附近点的偏离程度ꎮ 若公共解点到数值解曲线的距离过大ꎬ则表明所用数值方法在公共解

点附近关于解析解的逼近效果不佳ꎬ反之则效果良好ꎬ与此同时ꎬ可以判断出整个数值方法的收敛性是否良

好ꎬ并用公共解析解点代替对应数值方法上的数值解点ꎬ以此代入迭代公式中求出公共解点以后的数值解ꎬ还
可以往前反推出之前的数值解ꎮ 这个过程是利用解析解点对数值解修正的一个较直接和简单的利用方式ꎮ

进一步地ꎬ若想得到方程(２)的数值解ꎬ则利用任意一般随机微分方程的数值解法ꎬ如 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｒｕｙａｍａ[１３]、
Ｍｉｌｓｔｅｉｎ 等方法[１４]解出方程(４１)的数值解ꎬ记为 ＸＷꎬ在本文的基础上利用只含泊松项的随机微分方程的数值

解法如随机 θ 法得到方程(４２)的数值解ꎬ记为 ＸＮꎬ则 Ｘ ＝ＸＷ∩ＸＮ 看作方程(２)的数值解曲线上的点ꎮ 由于

数值方法得到的是逼近解析解的数值ꎬ这里取ｘＷ∈ＸＷꎬ ｘＮ∈ＸＮꎬ若 ｜ ｘＷ－ｘＮ ｜足够小ꎬ则 ｘＷ ＝ ｘＮꎮ
例 １　 考虑如下带泊松跳的随机微分方程

ｄＸ ｔ ＝ａＸ２( ｔ
－)ｄｔ＋ｂＸ２( ｔ－)ｄＷｔ＋ｃＸ( ｔ

－)[１－Ｘ( ｔ－)]ｄＮｔꎬ
Ｘ(０)＝ １ꎬ{ (４３)

其中ꎬｔ>０ꎬ ａꎬｂꎬｃ∈Ｒꎮ 方程(４３)没有显式解ꎬ但利用方程(４１)、(４２)ꎬ令 μ１ ＝Ｘ( ｔ
－)ꎬ μ２ ＝ １ꎬ得

Ｘ( ｔ－)ｄＸ ｔ ＝ａＸ２( ｔ
－)ｄｔ＋ｂＸ２( ｔ－)ｄＷｔꎬ　 ｔ>０ꎬ ａꎬｂꎬｃ∈Ｒꎬ

Ｘ(０)＝ １ꎬ{ (４４)

(１－Ｘ( ｔ－))ｄＸ ｔ ＝ ｃＸ( ｔ
－)[１－Ｘ( ｔ－)]ｄＮｔꎬ　 ｔ>０ꎬ ａꎬｂꎬｃ∈Ｒꎬ

Ｘ(０)＝ １ꎮ{ (４５)

方程(４４)有显式解

ＸＷ ＝Ｘ(０)ｅ(ａ
－ １２ ｂ

２) ｔ＋ｂＷｔꎬ
方程(４５)有显式解

ＸＮ ＝Ｘ(０)(１＋ｃ) Ｎｔꎮ
令 Ｘ＝ＸＷ∩ＸＮꎬＸ 代入方程(４３)ꎬ得 Ｘ 是方程(４３)的解析解曲线上的点ꎮ 同样能利用 Ｘ 判断方程(４３)

数值解曲线上 Ｘ 附近点的偏离程度ꎮ 理论上令 μ１ 取其它值则得到方程(４３)的解析解曲线上的其它点ꎮ
对于数值解ꎬ假定使用 Ｅｕｌｅｒ 法ꎬ步长取 ｈꎬ则在 Ｘ 点对应数值解的误差为 ο(Δｔ１ / ２)ꎬ此时用解析解 Ｘ 代

替数值解ꎬ则在点 Ｘ 及其足够小的邻域内ꎬ数值解误差依概率 １ 收敛到 ０ꎮ 进一步把 Ｘ 代入数据值迭代公

式ꎬ以此求出其他数值解ꎬ则达到了解析解对数值解的修正目的ꎮ
不失一般性ꎬ假设步长是 ｈꎬ初始位置在 ｔ＝ ０处ꎬ并且在新的组合方法下ꎬ方程(２)在 ｔ ＝ ３ｈ 处得到了解

析解 Ｘꎮ 图 １比较了在 Ｅｕｌｅｒ 法下和在新的组合方法下得到的数值解的均方误差ꎬ均方误差的单位为步长

ｈꎬ当 ｔ＝ ３ｈ 时ꎬ利用新的组合方法ꎬ解析解点代替数值点ꎬ并重新代入迭代公式ꎬ此时可以发现数值解的误差

累积效应从 ０重新开始ꎮ

图 １　 Ｅｕｌｅｒ 方法和组合方法的均方误差比较
Ｆｉｇ.１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｅｕｌｅｒ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｍｅｔｈｏｄ

　 　 例 ２　 考虑如下带泊松跳的标量线性随机微分方程:
ｄＸ ｔ ＝ａＸ( ｔ

－)ｄｔ＋ｂＸ( ｔ－)ｄＷｔ＋ｃＸ( ｔ
－)ｄＮｔꎬ　 ｔ>０ꎬ ａꎬｂꎬｃ∈Ｒꎬ

Ｘ(０)＝ １ꎮ{ (４６)

方程(４６)有显式解ꎬ但这里只讨论方程(４６)的数值解法ꎮ 利用方程(４１)、(４２)ꎬ令 μ１ ＝ θꎬ μ２ ＝ １ꎬ得
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μ１ｄＸ ｔ ＝ａＸ( ｔ
－)ｄｔ＋ｂＸ( ｔ－)ｄＷｔꎬ　 ｔ>０ꎬ ａꎬｂꎬｃ∈Ｒꎬ

Ｘ(０)＝ １ꎬ{ (４７)

(１－μ１)ｄＸ ｔ ＝ ｃＸ( ｔ
－)ｄＮｔꎬ 　 ｔ>０ꎬ ａꎬｂꎬｃ∈Ｒꎬ

Ｘ(０)＝ １ꎮ{ (４８)

方程(４７)的显式解为 ＸＷ ＝Ｘ(０)ｅ[
ａ
μ１
－ １２ (

ｂ
μ１
) ２] ｔ＋ ｂ

μ１
Ｗｔꎬ方程(４８)的显式解为 ＸＮ ＝Ｘ(０) １＋

ｃ
１－μ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎｔ

ꎮ

方程(４７)、(４８)的显式解是关于 θ 的函数ꎬ由此断定ꎬ在求原方程数值解的过程中ꎬ当 θ 取值为与 ｔ 无关

的常数时ꎬ得到方程(４７)、(４８)公共数值解曲线上的点ꎬ且求各自数值解的过程中ꎬ数值解格式基本不变ꎬ由
此减少了计算量ꎮ

固定 θꎬ利用一般随机微分方程上的 Ｅｕｌｅｒ￣Ｍａｒｕｙａｍａ 方法对方程(４７)求数值解ꎬ再利用只含泊松项的

随机微分方程上的补偿随机 θ 法对方程 ( ４８)求数值解ꎮ 在同一个带泊松跳随机微分方程中ꎬＥｕｌｅｒ￣
Ｍａｒｕｙａｍａ、补偿随机 θ 方法组合使用ꎮ 同样ꎬ在同一个带泊松跳随机微分方程中ꎬ任意 ２ 种数值方法能组合

使用ꎮ
在上述例子中ꎬ不同 μ１ 对应方程(４６)数值解曲线上的点 Ｘꎮ 由于 μ１ 取值的任意性ꎬ即μ１∈(－∞ ꎬ

＋∞ )ꎬ得到在方程(４６)数值曲线上的无数个点ꎮ 例 ２证明了组合方法可以得出数值解的部分或全部ꎮ

４　 补偿随机 θ 方法的收敛性数值实验

对方程(３)ꎬ选择上文中的对只含泊松项的随机微分方程的补偿随机 θ 法ꎬ给出 ３组参数:
参数Ⅰ: ｆ＝ ２ꎬ σ＝ －０.５ꎬ θ＝ ０ꎬ λ＝ ２ꎬ
参数Ⅱ: ｆ＝ ２ꎬ σ＝ ０.５ꎬ θ＝ ０.５ꎬ λ＝ ２ꎮ

　 　 参数Ⅲ: ｆ＝ ２ꎬ σ＝ －０.５ꎬ θ＝ １ꎬ λ＝ ２ꎮ
　 　 图 ２是 ３个参数下的数值模拟结果ꎮ 采用补偿随机 θ 方法求方程(３)的数值解ꎬ并且选择 １ ０００ 个样本

轨道的平均值来模拟方程(３)数值解的期望ꎮ 为了验证只含泊松项的随机微分方程上补偿随机 θ 方法的收

敛性ꎬ选择 ３组参数下的方程(３)和 ４种不同的步长ꎬｈ１ ＝Δｓ、 ｈ２ ＝ ２Δｓ、 ｈ３ ＝ ４Δｓ、 ｈ４ ＝ ８ΔｓΔꎬ这里的 Δｓ＝ ２－１０ꎮ
令 ｒ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ３ꎬ步长 ｈｒ 对应的均方误差为 εｒꎬ利用 １ ０００个样本轨道模拟 ４ 种步长的均方误差ꎬ均方误差在

Ｔ＝ １时ꎬ有

εｒ≅ １
１ ０００∑

１ ０００

ｊ ＝１
｜ ｘｒꎬＴ(ωｊ)

－Ｙｒꎬｑ(ωｊ) ｜
２ꎮ

图 ２　 均方误差随时间差 Δｔ 增长的趋势
Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒｒｏｒ ｇｒｏｗｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ Δｔ

　 　 图 ２为 ４个时间步长对应的 ４个平均误差ꎬ分别用不同线段连接ꎮ 图 ２ 中的一条斜率为 １ / ２ 的虚线作

为参考线ꎮ 这几条线的斜率基本一致ꎬ表明在只含泊松项的随机微分方程上的随机 θ方法是收敛的ꎬ并且收

敛阶是 １ / ２ꎮ
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５　 结语

为求解一般的带泊松跳随机微分方程ꎬ本文提出了一种新的数值解法ꎮ 这种新的数值解法能缩小一般

的带泊松跳随机微分方程的数值解与解析解之间的误差ꎮ 数值实验表明ꎬ本文中的新数值解法在减小数值

解的误差、加快数值解收敛性方面成效显著ꎮ
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